Lista 10: Funkcje mierzalne i miary
WRAIT 1, semestr zimowy 2017/2018

W zadaniach zaktadamy, ze (X, .A) jest przestrzenia mierzalna.

1. Wykazaé¢, ze jedli f, g : X — R sa mierzalne, to mierzalne sg zbiory:

(a) {zr € X: f(z) < oo}

(b) {z € X: f(z) # s} dla dowolnego s € R;
(¢) {z e X: f(x) <g(z)}

(d) {z e X: f(z) >g(x)};

2. Niech f, : X — R bedzie ciagiem funkcji A-mierzalnych. Sprawdzi¢, ze nastepujace zbiory
naleza do A :

a) zbior x € X takich, ze f,(z

b) zbior x € X takich, ze f,(x

) < 5 dla wszystich n;
)
c¢) zbior x € X takich, ze f,(z) <5 dla nieskonczenie wielu n;
)
)

( )
( ) < 5 dla prawie wszystich n;
(
(d
(e

3. Przez 1,4 oznaczamy indykator (funkcje charakterystyczna) zbioru A. Sprawdzi¢, ze zachodza
rownosci

zbior x € X takich, ze sup,, f.(x) > 0;
zbior x € X takich, ze ciag (f.(z)), jest (stabo) rosnacy;

lavp(z) = 1a(x) + 15(x) — Lanp(x), Lang(z) = 1a(x)1p(2).

4. Sprawdzi¢, ze rodzina funkcji prostych jest zamknieta na kombinacje liniowe, mnozenie i branie
modutu.

5. Pokazaé, ze jesli f: X — R jest A-mierzalna i A € A, to funkcja

h(x) = { 57(13)7 i ;ﬁ:

jest takze A-mierzalna.
6. Niech X =R, A= P(R). Czy odwzorowanie dane wzorem

0, gdy A przeliczalny,
1, w przeciwnym przypadku,

i) = {

jest miara na (X, .A)?
7. Niech X bedzie zbiorem skoriczonym. Sprawdzi¢, ze wzor pu(A) = |‘Xi‘ okresla miare probabili-
styczng na X.



8. Niech (ay,), bedzie pewnym ciagiem liczb rzeczywistych. Na przestrzeni (N, P(N)) definiujemy

funkcje
0, A=
n(A) =
Z’REA anv A ?é @
Dla jakich (a,), u jest miara na N7 Kiedy powyzszy wzor definiuje miare liczaca?

9. Zalozmy, ze X jest niepustym zbiorem oraz ze mamy funkcje f: X — [0,00]. Zdefiniujmy
w: P(X) — [0, 00] wzorem

0, A=10,

1(A) = > f(x), jesli A jest co najwyzej przeliczalny,
z€A
00, jesli A jest nieprzeliczalny.

Pokazac, ze i jest miarg.

10. Zalozmy, ze (X, A, p) jest przestrzenia z miara. Zbadaé, czy prawdziwe sg nastepujace wila-
snosci:

(a) AC B = pu(4) < <B>

(b) u(A) <u(B)=AcC

(c) p(AUB) = p(A) + M(B) — n(AnB),

(d) AC B = u(A) =u(B)—pu(B\A).

11. (Lemat Borela-Cantelliego) Zalozmy, ze (X,.A, u) jest przestrzenia z miara, a ciag zbiorow
A, € A spelnia warunek Y 7 u(A4,) < co. Wykazaé, ze

w(() U Ar) =

n=1k>n



