
Lista 10: Funkcje mierzalne i miary
WRAiT 1, semestr zimowy 2017/2018

W zadaniach zakªadamy, »e (X,A) jest przestrzeni¡ mierzaln¡.

1. Wykaza¢, »e je±li f, g : X → R s¡ mierzalne, to mierzalne s¡ zbiory:

(a) {x ∈ X : f(x) <∞};
(b) {x ∈ X : f(x) 6= s} dla dowolnego s ∈ R;
(c) {x ∈ X : f(x) ≤ g(x)};
(d) {x ∈ X : f(x) > g(x)};

2. Niech fn : X → R b¦dzie ci¡giem funkcji A-mierzalnych. Sprawdzi¢, »e nast¦puj¡ce zbiory
nale»¡ do A :

(a) zbiór x ∈ X takich, »e fn(x) < 5 dla wszystich n;

(b) zbiór x ∈ X takich, »e fn(x) < 5 dla prawie wszystich n;

(c) zbiór x ∈ X takich, »e fn(x) < 5 dla niesko«czenie wielu n;

(d) zbiór x ∈ X takich, »e supnfn(x) ≥ 0;

(e) zbiór x ∈ X takich, »e ci¡g (fn(x))n jest (sªabo) rosn¡cy;

3. Przez 1A oznaczamy indykator (funkcj¦ charakterystyczn¡) zbioru A. Sprawdzi¢, »e zachodz¡
równo±ci

1A∪B(x) = 1A(x) + 1B(x)− 1A∩B(x), 1A∩B(x) = 1A(x)1B(x).

4. Sprawdzi¢, »e rodzina funkcji prostych jest zamkni¦ta na kombinacje liniowe, mno»enie i branie
moduªu.

5. Pokaza¢, »e je±li f : X → R jest A-mierzalna i A ∈ A, to funkcja

h(x) =

{
f(x), x ∈ A,
0, x 6∈ A,

jest tak»e A-mierzalna.

6. Niech X = R, A = P(R). Czy odwzorowanie dane wzorem

µ(A) =

{
0, gdy A przeliczalny,
1, w przeciwnym przypadku,

jest miar¡ na (X,A)?

7. Niech X b¦dzie zbiorem sko«czonym. Sprawdzi¢, »e wzór µ(A) = |A|
|X| okre±la miar¦ probabili-

styczn¡ na X.



8. Niech (an)n b¦dzie pewnym ci¡giem liczb rzeczywistych. Na przestrzeni (N,P(N)) de�niujemy
funkcj¦

µ(A) =

{
0, A = ∅∑

n∈A an, A 6= ∅.

Dla jakich (an)n µ jest miar¡ na N? Kiedy powy»szy wzór de�niuje miar¦ licz¡c¡?

9. Zaªó»my, »e X jest niepustym zbiorem oraz »e mamy funkcj¦ f : X → [0,∞]. Zde�niujmy
µ : P(X)→ [0,∞] wzorem

µ(A) =


0, A = ∅,∑
x∈A

f(x), je±li A jest co najwy»ej przeliczalny,

∞, je±li A jest nieprzeliczalny.

Pokaza¢, »e µ jest miar¡.

10. Zaªó»my, »e (X,A, µ) jest przestrzeni¡ z miar¡. Zbada¢, czy prawdziwe s¡ nast¦puj¡ce wªa-
sno±ci:

(a) A ⊂ B ⇒ µ(A) ≤ µ(B),

(b) µ(A) ≤ µ(B) ⇒ A ⊂ B,

(c) µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)− µ(A ∩B),

(d) A ⊂ B ⇒ µ(A) = µ(B)− µ(B \ A).

11. (Lemat Borela-Cantelliego) Zaªó»my, »e (X,A, µ) jest przestrzeni¡ z miar¡, a ci¡g zbiorów
An ∈ A speªnia warunek

∑∞
n=1 µ(An) <∞. Wykaza¢, »e

µ(
∞⋂
n=1

⋃
k≥n

Ak) = 0.


