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WRAIT 1, 16.01.2018r.

ZADANIE 1.
(a) NIE, niech L bedzie stala Lipschitza dla funkcji f. Mamy

[fo f(x) = fo f)l=1f(f(x)) = f(f(y)| < LIf(2) = f(y)| < L?|z — y.

(b) TAK, takim zbiorem jest np. zbidr liczb wymiernych. Jest on borelowski, bo jest
przeliczalny. Ponadto nie jest ani otwarty, ani domkniety.

(c) NIE, funkcje g =0 i f sa borelowskie, wigc fT = max{f, g} tez jest borelowska.

(d) TAK, takim zbiorem jest np. A = (0,1)U(R\ ((0,1) UQ)). Mamy Int A = (0, 1),
ClA =R, ponadto A((0,1)) =1, A(R) = +o0.

(e) NIE, niech f bedzie funkcja prosta-nieujemna f = chvzl a1y, taka, ze 0 < ap <
7. Mamy
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[ =Y an(-2204) < ToN-2.20 40,
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Poniewaz zbiory [—2, 2N A}, sa parami roztaczne i zawarte w [—2, 2], to 301 A([—2, 2]N
A) < M([—2,2]) =4. Czyli [ fdA<T7x4=28.

ZADANIE 2.
(a) Pokazemy, ze funkcja f jest kontrakcja. Rozwazmy dwa punkty (z1,y1) i (x2,y2).

7 nieréwnosci tréjkata mamy

r1+y1r T2+ Y2

‘f(xlayl) _f(I'Q,yQ)‘ = 5 _ 5

1 1
< 5(’9?1 — 2|+ [y1 —12l) = §dT((x17y1)7 (w2,92))-

To dowodzi, ze f jest kontrakcja, czyli jest tez lipschitzowska i jednostajnie ciggla.
Poniewaz f odwzorowuje (R?,dr) w (R,dg) (inne przestrzenie), to nie ma punktu

statego.
(b) Pokazemy, ze funkcja jest lipschitzowska. W tym celu zauwazamy, ze jest ona
rézniczkowalna i f/(xz) = —2sin(2z), czyli |f'(§)| < 2. Z twierdzenia o wartosci

$redniej mamy

(@) = f)] =z = yllf ()] <20z —yl,

gdzie ¢ jest pewnym punktem posrednim miedzy x a y. Jest zatem Lipschitza ze
stalg 2 oraz jednostajnie ciggla. Pokazemy, ze f nie jest kontrakcja. Niech z = J
iy= 3. Wtedy
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[f (@) = f(y)] =

= |z -yl

ZADANIE 3.

(a) Zbiezno$é punktowa. Ustalmy x € [0,1]. Wtedy * z(z 7 L0 gdy n — oo, czyli
granica punktowa ciggu funkcji to funkcja f = 0.



Zbiezno$¢ jednostajna Ciag funkcji jest zbiezny jednostajnie do f, istotnie

z(x -1 1
sup [fule) — f@) = sup [“ET D < Lo
z€[0,1] z€[0,1] n n
gdy n — oo.
(b) Zbieznos¢ punktowa. Ustalmy = € [0,1]. Jesli z = 0 to fu(x) = —% dla

kazdego n. Jesli x # 0, to ”ﬁ;;%o — 22 gdy n — oo. Zatem granica punktowa
ciggu funkcji to
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x= jedli z € (0,1].

Zbieznos¢ jednostajna. Gdyby ciag funkcji f,, byl zbiezny jednostajnie, to jego

granica bylaby funkcja ciagla. Ale f nie jest ciagla, wiec ciag funkcji f,, nie jest

zbiezny jednostajnie.
ZADANIE 4. Funkcja zbioru z zadania nie jest miara. Gdyby byta miara, to mie-
libysmy p({1,2}) — p({1}) — n({2}) = 0. Zbadajmy wartoé¢ tego wyrazenia dla u.
Mamy

1+1+§:3—’“ L1 i?)_k L] f::s—’“ i:s—’“ L1
5T 1 5 3@ 3 T3 == 3 3 <Y
24~ 2 32 22 3 = 3 3

czyli nie zachodzi p({1,2}) — pn({1}) — n({2}) = 0, stad p nie jest miara.

ZADANIE 5.

(a) Zbiér B, jest otwarty, wiec jest mierzalny. Zbiér B jest przeliczalna suma zbioréw
mierzalnych, wiec jest mierzalny. Zauwazmy, ze poniewaz 0 < % < 1, to zbiory
B,, sa parami rozlaczne, wiec

o0 o0

)‘(U Bn) = Z /\(Bn) = Z
n=1 n=1 n=1

(b) Dla z € (n,n + %) mamy [z]2 = n?. Czyli

= 4-00.
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f@) =3 n’1p,(2).
n=1

Zbiory B, sg parami roztaczne, zatem powyzsze przedstawienie dowodzi, ze f jest
funkcja prosta-nieujemna. Mamy
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= TL2 n,n l .
/[076]fd/\—nz:1 A([0,6] N (n, +n))

Zauwazmy, ze [0,6]N(n, n+ %) = (@ dlan > 6, zatem w powyzszej sumie wystarczy
rozwazaé tylko pierwszych 5 sktadnikéw. Ponadto dla 1 < n < 5 mamy A([0,6] N
(n,n+1)) =1 Stad
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M[0,6] N (n,n+ =) =12+ 2224+ 232 4 —42 4+ =5
n;n ([0, 6] (nn+n)) R TR G AR =
=1+2+3+4+5=15.
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