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1. Czy ponizsze zdania sg prawdziwe? Odpowiedz krotko uzasadnic.

(a)

Ciag x, = (1 + %, 14 %) nie jest zbiezny w metryce rzeka.

TAK, odlegtosci miedzy dowolnymi dwoma r6znymi elementami x,, i x,,, tego ciagu wynosza
dp(tn,m) = 14+t + 14 = 4|+ — L] > 2 czyli ciag nie jest Cauchy’ego. Kazdy ciag
zbhiezny jest Cauchy’ego.

W przestrzeni metrycznej kazdy ciag Cauchy’ego jest zbiezny.

NIE, w przestrzeni ((0,1),dg) ciag (%)n jest ciagiem Cauchy’ego (bo dla n > m mamy
dg (£,1) <1 —0przy n — c0), ale nie jest zbiezny.

n’m

Jesli (X, d) jest osrodkowa, to jest spdjna.

NIE, np. przestrzen ((0,1)U (2,3),dg) jest osrodkowa (osrodek do QN ((0,1) U (2,3)), ale
nie jest spojna.

Jesli A jest podzbiorem przestrzeni metrycznej (X,d) i Cl(A) C Int(A), to A jest do-
mkniety.

TAK, zawsze mamy Int(A) C A C CI(A), czyli zatozenie C1(A) C Int(A) implikuje CI(A) =
A =1Int(A). Zbior Cl(A) jest domkniety.

Funkcja f(x) = Ip1j(x) jest funkcja ciagta (R,dp) — (R, dg).

TAK, w (R, dp) wszystkie podzbiory sa otwarte, czyli w szczegdlnosci przeciwobraz dowol-
nego zbioru otwartego jest otwarty.

Kazda funkcja f : R — R jest mierzalna wzgledem o-ciata P(R) w dziedzinie i {(), R}
o-ciala w obrazie.

TAK, dowolny podzbior R jest mierzalny wzgledem o-ciata P(R), czyli w szczegolnosei dla
dowolnej funkcji f : R — R mierzalne sg przeciwobrazy 0 i R.

Jesli zbior borelowski A C R jest nieograniczony, to A(A) = oc.

NIE, Q jest nieograniczony i A(Q) = 0.

Istnieje zbiér borelowski A taki, ze Int A nie jest borelowski.

’NIE, Int A jest otwarty, wiec mierzalny.

Dla dowolnej przestrzeni mierzalnej (X, .A) i dowolnego zbioru B C X suma funkcji A-
mierzalnej i funkcji charakterystycznej 1p jest mierzalna.

NIE, rozwazmy R i o-ciato zbioréw borelowskich , niech B bedzie zbiorem Vitaliego, f = 0.
Funkcja g = f + 1 nie jest borelowska, bo g = 1 i B nie jest borelowski.

Istnieje funkcja borelowska f : R — R, ktora jest ciagta poza doktadnie trzema punktami.

TAK, przykladem takiej funkcji jest f = 11y + Loy + Lys;.




2. Na zbiorze R zadajemy metryke:

0, gdyz=y,
plz,y) =14 2, gdyz#yi(z,ycQlubz,y¢ZQ)
1, gdy (reQu¢&Q)lub (z¢€Q,ycQ)

(a) Wykazac, ze p jest metryka na R.

Sprawdzamy kolejno warunki z definicji metryki.

Dodatnia okreslono$é. 7Z definicji p(x,y) = 0 jesli x = y oraz p(x,y) > 1 dla z # y.
Symetria. Wynika z tego, ze warunki w definicji p sa symetryczne ze wzgledu na x i y.
Warunek tréjkata. Wezmy dowolne z,y, z € R. Rozwazmy przypadki.

Przypadek 1. x =y. Wtedy p(z,y) =0 < p(z, 2) + p(y, 2).

Przypadek 2. v #yixz,y € Q lub z,y € Q. Jesli x = z lub y = 2z to nierowno$¢ trojkata jest
oczywista, w przeciwnym wypadku p(z, 2), p(y, z) > 1, czyli p(z,y) =2 < p(z, 2) + p(y, 2).
Przypadek 3. (x € Q,y € Q) lub (z € Q,y € Q). Jesli x = z lub y = 2z to nieréwnos¢
trojkata jest oczywista, w przeciwnym wypadku p(z,2), p(y,z) > 1, czyli p(x,y) = 1 <
p(@,z) + p(y, ).

Jak wygladaja kule K(7,1), K(1,¢e), K(In2,3)?

Mamy K (7, 1) = {r}, poniewaz nie istnieja punkty rézne od = odlegte od 7 o mniej niz 1.
Odlegtos¢ dowolnych dwoch punktow nie przekracza 2 < e, czyli K(1,e) = R. Liczba In2

jest niewymierna oraz 1 < % < 2, czyli K(In2, %) = QU {In2}.

3. Na zbiorze liczb catkowitych Z zadajemy metryke

(a)

(d)

di(k,m) = |k —m|.

Wykazac, ze ciag (z,), C Z jest zbiezny do x wzgledem metryki d, wtedy i tylko wtedy,
gdy jest staly od pewnego miejsca.

Ciag staly od pewnego miejsca oczywiscie jest zbiezny. Aby udowodnié¢ przeciwna implikacje
wezmy dowolny ciag (z,), zbiezny do = wzgledem d,. Istnieje takie N € Ny, ze dlan > N
mamy |z — z,| < 3. Poniewaz (x,), sklada si¢ z liczb calkowitych i z jest calkowite, to

oznacza, ze T, = ¢ dla wszystkich n > N czyli (x,), jest staly od pewnego miejsca.

Czy {2} jest zbiorem otwartym?

Tak, {2} jest kulg o srodku w 2 i promieniu § wzgledem metryki d..

Czy (Z,d,) jest spojna?

Zbior Z \ {2} jest otwarty jako suma kul: Z\ {2} = ez (o) K(n,1/2). Zbior {2} tez
jest otwarty, zatem Z mozna zapisa¢ jako sume dwoch roztacznych zbioréw otwartych Z =

(Z\ {2}) U{2}. Czyli (Z,d.) nie jest spdjna.

Czy (Z,d.) jest osrodkowa?

Tak, Z jest osrodkiem w tej przestrzeni - jest przeliczalny oraz Cl(Z) = Z.




4. Sprawdzi¢, czy podane przestrzenie sa homeomeorficzne. Wskaza¢ homeomorfizm (sprawdzic,
ze jest homeomorfizmem) lub uzasadnié, ze jest to niemozliwe.

(a)

([07 1]7 dE) 1 ((07 10)7 dE)a

Homeomorfizm nie istnieje, poniewaz ([0, 1], dg) jest zwarta a ((0, 10), dg) nie jest. Gdyby
f:([0,1],dg) — ((0,10),dg) byto homeomorfizmem, to f i f~! bylyby ciagle. Obrazem
zbioru zwartego [01,] bytby zbior zwarty, a (0, 10) nie jest zwarty (bo nie jest domkniety).

(R, dE) 1 ((0, +OO), dE>,

Funkcja f(z) = €* jest homeomorfizmem: jest ciagta, istnieje funkcja odwrotna f~1(z) =
Inz, ktora jest ciagta jako funkcja ((0,4+00),dg) — (R, dg).

<{(xay) € RQ : [E2 + y2 S 17‘7: 7£ 0}7dE>7 ([—6, e>7dE>7

Homeomorfizm nie istnieje, poniewaz ({(z,y) € R? : 22 + y* < 1,z # 0},dg) nie jest
spojna (jako suma dwoch otwartych "polowek kota") a przestrzen ([—e, e),dg) jest spojna.
Homeomorfizm przenosi spojnosé.

(R?,dr) i (R,dp).

Homeomorfizm nie istnieje, poniewaz (R? dr) jest osrodkowa a (R, dp) osrodkowa nie jest.
Homeomorfizm przenosi osrodkowosé.

5. Obliczy¢ calki:

(a)

(c)

(d)

7
/ (Z ln([x})]l[k,k%)(m)) d\(z), gdzie X oznacza miare Lebesgue’a na R;
R \r=3

Funkcje podcatkowa mozna inaczej zapisaé¢ jako
f(:L‘) = 1n31[373+%)($) + 1114:[]_[474_’_%)(%) + 1115]]_[575_‘_%)(1') + 1H6]]_[6’6+%)<I) + ln71[7,7+%)(l‘).

Jest to funkcja prosta-nieujemna, kazdy z odcinkéw wystepujacych w powyzszej sumie ma
miarg 3, czyli catka wynosi 1 22:3 Ink = In6+/70.

/ zsin(e?’) d\(z), gdzie A = {n € Ny : n® + 5 < 13};
A

Zbior A jest przeliczalny, czyli A(A) = 0, co implikuje / zsin(e?™) dA(z) = 0.
A

/ Iz du, gdzie B = [—m, 7|, Z oznacza liczby catkowite, a p oznacza miare liczaca.
B

Z definicji mamy / 1z dp = / 1215 du = / 1znp du. Funkcja podcatkowa jest funkcja
B Z Z
prosta—nieujemna. Caltka wynosi u(Z N B) = p(B), zbior Z N B ma 7 elementow, czyli

w(B)=T1.

/ In(x + e) ddy, gdzie C = [—1,1].
c

Caltka z funkcji f wzgledem miary 6, po zbiorze C' takim, ze a € C wynosi f(a), czyli
/ In(z + €) ddy = In(e) = 1.
c




6. Dla n € N; definiujemy

(a)

(c)

B 2n3x 4+ 5n + 4
 n3r+2n

fn(Z') , Te [O, 1].

Wyznaczy¢ granice punktowa f ciagu (f,), i zbadaé, czy (f,), dazy do f jednostajnie na
[0, 1].

Granica punktowa. Ustalmy z € [0,1]. Jesli z =0, to

Mz +5n+4 . hn+4
hm Il —

n—oo  n3x 4+ 2n n—oo 21

°
5
Jesli x # 0, to

. 2Pz +5n+4
lim , =2
n—oo  n3x + 2n

To oznacza, ze

i) = 3 jesli = 0,
) 2 jesli x #£ 0.

Zbiezno$é jednostajna. Funkcje f, sa ciagle, ale f nie jest funkcja ciagla. Gdyby
zbiezno$¢ byta jednostajna, to f bytoby funkcja ciagla.

Uzasadni¢ mierzalnos¢ f, (n € N) i f.

Funkcje f, sa ciagle, co implikuje mierzalnosé. Funkcja f jest funkcja prosta—mieujemna:

J =211+ gﬂ{o}, wiec jest mierzalna.

Obliczy¢ lir+n fn dX, gdzie )\ oznacza miare Lebesgue’a na R.

Skorzystamy z twierdzenia o zbieznosci zmajoryzowanej. Sprawdzmy kolejno jego zatozenia.
Mierzalnoéé. Funkcje f,, sa mierzalne z poprzedniego podpunktu.

Zbieznosé punktowa. f, — f z podpunktu (a).

Catkowalna majoranta. Sprawdzimy, ze g(x) = 11 jest calkowalng majoranta dla ciagu f,.
Mamy

()] =

<2454+4=11

2n3x +5n+4 onx on
< + +
n3x 4+ 2n ndxr+2n  nd3x+2n  nxd+2n

Mamy f[o 1 lg| A\ = 11, czyli g jest calkowalng majoranta dla f,,.
Na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zbiezno$ci zmajoryzowanej mamy

lim hw:/ mnﬁw:/ Fan.
0,1 [ 0.1

n—-+00 071] n—-+o0o

Funkcja f jest funkcja prosta-nieujemna, czyli jej catka wynosi 2A((0,1]) + 2A({0}) = 2.




