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1. Czy poni»sze zdania s¡ prawdziwe? Odpowied¹ krótko uzasadni¢.

(a) Ci¡g xn = (1 + 1
n
, 1 + 1

n
) nie jest zbie»ny w metryce rzeka.

TAK, odlegªo±ci mi¦dzy dowolnymi dwoma ró»nymi elementami xn i xm tego ci¡gu wynosz¡
dR(xn, xm) = 1 + 1

n
+ 1 + 1

m
+ | 1

n
− 1

m
| > 2 , czyli ci¡g nie jest Cauchy'ego. Ka»dy ci¡g

zbie»ny jest Cauchy'ego.

(b) W przestrzeni metrycznej ka»dy ci¡g Cauchy'ego jest zbie»ny.

NIE, w przestrzeni ((0, 1), dE) ci¡g
(
1
n

)
n
jest ci¡giem Cauchy'ego (bo dla n > m mamy

dE
(
1
n
, 1
m

)
≤ 1

n
→ 0 przy n→∞), ale nie jest zbie»ny.

(c) Je±li (X, d) jest o±rodkowa, to jest spójna.

NIE, np. przestrze« ((0, 1)∪ (2, 3), dE) jest o±rodkowa (o±rodek do Q∩ ((0, 1)∪ (2, 3)), ale
nie jest spójna.

(d) Je±li A jest podzbiorem przestrzeni metrycznej (X, d) i Cl(A) ⊆ Int(A), to A jest do-
mkni¦ty.

TAK, zawsze mamy Int(A) ⊆ A ⊆ Cl(A), czyli zaªo»enie Cl(A) ⊆ Int(A) implikuje Cl(A) =
A = Int(A). Zbiór Cl(A) jest domkni¦ty.

(e) Funkcja f(x) = 1[0,1](x) jest funkcj¡ ci¡gª¡ (R, dD)→ (R, dE).
TAK, w (R, dD) wszystkie podzbiory s¡ otwarte, czyli w szczególno±ci przeciwobraz dowol-
nego zbioru otwartego jest otwarty.

(f) Ka»da funkcja f : R → R jest mierzalna wzgl¦dem σ-ciaªa P(R) w dziedzinie i {∅,R}
σ-ciaªa w obrazie.

TAK, dowolny podzbiór R jest mierzalny wzgl¦dem σ-ciaªa P(R), czyli w szczególno±ci dla
dowolnej funkcji f : R→ R mierzalne s¡ przeciwobrazy ∅ i R.

(g) Je±li zbiór borelowski A ⊂ R jest nieograniczony, to λ(A) =∞.

NIE, Q jest nieograniczony i λ(Q) = 0.

(h) Istnieje zbiór borelowski A taki, »e IntA nie jest borelowski.

NIE, IntA jest otwarty, wi¦c mierzalny.

(i) Dla dowolnej przestrzeni mierzalnej (X,A) i dowolnego zbioru B ⊂ X suma funkcji A-
mierzalnej i funkcji charakterystycznej 1B jest mierzalna.

NIE, rozwa»my R i σ-ciaªo zbiorów borelowskich , niech B b¦dzie zbiorem Vitaliego, f ≡ 0.
Funkcja g = f + 1B nie jest borelowska, bo g = 1B i B nie jest borelowski.

(j) Istnieje funkcja borelowska f : R→ R, która jest ci¡gªa poza dokªadnie trzema punktami.

TAK, przykªadem takiej funkcji jest f = 1{1} + 1{2} + 1{3}.



2. Na zbiorze R zadajemy metryk¦:

ρ(x, y) =


0, gdy x = y,
2, gdy x 6= y i (x, y ∈ Q lub x, y 6∈ Q)
1, gdy (x ∈ Q, y 6∈ Q) lub (x 6∈ Q, y ∈ Q)

.

(a) Wykaza¢, »e ρ jest metryk¡ na R.
Sprawdzamy kolejno warunki z de�nicji metryki.
Dodatnia okre±lono±¢. Z de�nicji ρ(x, y) = 0 je±li x = y oraz ρ(x, y) ≥ 1 dla x 6= y.
Symetria. Wynika z tego, »e warunki w de�nicji ρ s¡ symetryczne ze wzgl¦du na x i y.
Warunek trójk¡ta. We¹my dowolne x, y, z ∈ R. Rozwa»my przypadki.
Przypadek 1. x = y. Wtedy ρ(x, y) = 0 ≤ ρ(x, z) + ρ(y, z).
Przypadek 2. x 6= y i x, y ∈ Q lub x, y 6∈ Q. Je±li x = z lub y = z to nierówno±¢ trójk¡ta jest
oczywista, w przeciwnym wypadku ρ(x, z), ρ(y, z) ≥ 1, czyli ρ(x, y) = 2 ≤ ρ(x, z) + ρ(y, z).
Przypadek 3. (x ∈ Q, y 6∈ Q) lub (x 6∈ Q, y ∈ Q). Je±li x = z lub y = z to nierówno±¢
trójk¡ta jest oczywista, w przeciwnym wypadku ρ(x, z), ρ(y, z) ≥ 1, czyli ρ(x, y) = 1 ≤
ρ(x, z) + ρ(y, z).

(b) Jak wygl¡daj¡ kule K(π, 1), K(1, e), K(ln2, 3
2
)?

Mamy K(π, 1) = {π}, poniewa» nie istniej¡ punkty ró»ne od π odlegªe od π o mniej ni» 1.
Odlegªo±¢ dowolnych dwóch punktów nie przekracza 2 < e, czyli K(1, e) = R. Liczba ln2
jest niewymierna oraz 1 < 3

2
< 2, czyli K(ln2, 3

2
) = Q ∪ {ln2}.

3. Na zbiorze liczb caªkowitych Z zadajemy metryk¦

d∗(k,m) = |k −m|.

(a) Wykaza¢, »e ci¡g (xn)n ⊂ Z jest zbie»ny do x wzgl¦dem metryki d∗ wtedy i tylko wtedy,
gdy jest staªy od pewnego miejsca.

Ci¡g staªy od pewnego miejsca oczywi±cie jest zbie»ny. Aby udowodni¢ przeciwn¡ implikacj¦
we¹my dowolny ci¡g (xn)n zbie»ny do x wzgl¦dem d∗. Istnieje takie N ∈ N1, »e dla n ≥ N
mamy |x − xn| < 1

2
. Poniewa» (xn)n skªada si¦ z liczb caªkowitych i x jest caªkowite, to

oznacza, »e xn = x dla wszystkich n ≥ N , czyli (xn)n jest staªy od pewnego miejsca.

(b) Czy {2} jest zbiorem otwartym?

Tak, {2} jest kul¡ o ±rodku w 2 i promieniu 1
2
wzgl¦dem metryki d∗.

(c) Czy (Z, d∗) jest spójna?
Zbiór Z \ {2} jest otwarty jako suma kul: Z \ {2} =

⋃
n∈Z\{2}K(n, 1/2). Zbiór {2} te»

jest otwarty, zatem Z mo»na zapisa¢ jako sum¦ dwóch rozª¡cznych zbiorów otwartych Z =
(Z \ {2}) ∪ {2}. Czyli (Z, d∗) nie jest spójna.

(d) Czy (Z, d∗) jest o±rodkowa?
Tak, Z jest o±rodkiem w tej przestrzeni - jest przeliczalny oraz Cl(Z) = Z.



4. Sprawdzi¢, czy podane przestrzenie s¡ homeomeor�czne. Wskaza¢ homeomor�zm (sprawdzi¢,
»e jest homeomor�zmem) lub uzasadni¢, »e jest to niemo»liwe.

(a) ([0, 1], dE) i ((0, 10), dE),

Homeomor�zm nie istnieje, poniewa» ([0, 1], dE) jest zwarta a ((0, 10), dE) nie jest. Gdyby
f : ([0, 1], dE) → ((0, 10), dE) byªo homeomor�zmem, to f i f−1 byªyby ci¡gªe. Obrazem
zbioru zwartego [01, ] byªby zbiór zwarty, a (0, 10) nie jest zwarty (bo nie jest domkni¦ty).

(b) (R, dE) i ((0,+∞), dE),

Funkcja f(x) = ex jest homeomor�zmem: jest ci¡gªa, istnieje funkcja odwrotna f−1(x) =
lnx, która jest ci¡gªa jako funkcja ((0,+∞), dE)→ (R, dE).

(c) ({(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1, x 6= 0}, dE), ([−e, e), dE),
Homeomor�zm nie istnieje, poniewa» ({(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1, x 6= 0}, dE) nie jest
spójna (jako suma dwóch otwartych "poªówek koªa") a przestrze« ([−e, e), dE) jest spójna.
Homeomor�zm przenosi spójno±¢.

(d) (R2, dT ) i (R, dD).
Homeomor�zm nie istnieje, poniewa» (R2, dT ) jest o±rodkowa a (R, dD) o±rodkowa nie jest.
Homeomor�zm przenosi o±rodkowo±¢.

5. Obliczy¢ caªki:

(a)

∫
R

(
7∑

k=3

ln([x])1[k,k+ 1
2
)(x)

)
dλ(x), gdzie λ oznacza miar¦ Lebesgue'a na R;

Funkcj¦ podcaªkow¡ mo»na inaczej zapisa¢ jako

f(x) = ln31[3,3+ 1
2
)(x) + ln41[4,4+ 1

2
)(x) + ln51[5,5+ 1

2
)(x) + ln61[6,6+ 1

2
)(x) + ln71[7,7+ 1

2
)(x).

Jest to funkcja prosta�nieujemna, ka»dy z odcinków wyst¦puj¡cych w powy»szej sumie ma
miar¦ 1

2
, czyli caªka wynosi 1

2

∑7
k=3 lnk = ln6

√
70.

(b)

∫
A

x sin(e2x
2

) dλ(x), gdzie A = {n ∈ N1 : n
2 + 5 < 13};

Zbiór A jest przeliczalny, czyli λ(A) = 0, co implikuje

∫
A

x sin(e2x
2

) dλ(x) = 0.

(c)

∫
B

1Z dµ, gdzie B = [−π, π], Z oznacza liczby caªkowite, a µ oznacza miar¦ licz¡c¡.

Z de�nicji mamy

∫
B

1Z dµ =

∫
Z
1Z1B dµ =

∫
Z
1Z∩B dµ. Funkcja podcaªkowa jest funkcj¡

prost¡�nieujemn¡. Caªka wynosi µ(Z ∩ B) = µ(B), zbiór Z ∩ B ma 7 elementów, czyli
µ(B) = 7.

(d)

∫
C

ln(x+ e) dδ0, gdzie C = [−1, 1].

Caªka z funkcji f wzgl¦dem miary δa po zbiorze C takim, »e a ∈ C wynosi f(a), czyli∫
C

ln(x+ e) dδ0 = ln(e) = 1.



6. Dla n ∈ N1 de�niujemy

fn(x) =
2n3x+ 5n+ 4

n3x+ 2n
, x ∈ [0, 1].

(a) Wyznaczy¢ granic¦ punktow¡ f ci¡gu (fn)n i zbada¢, czy (fn)n d¡»y do f jednostajnie na
[0, 1].

Granica punktowa. Ustalmy x ∈ [0, 1]. Je±li x = 0, to

lim
n→∞

2n3x+ 5n+ 4

n3x+ 2n
= lim

n→∞

5n+ 4

2n
=

5

2
.

Je±li x 6= 0, to

lim
n→∞

2n3x+ 5n+ 4

n3x+ 2n
= 2.

To oznacza, »e

f(x) =

{
5
2
je±li x = 0,

2 je±li x 6= 0.

Zbie»no±¢ jednostajna. Funkcje fn s¡ ci¡gªe, ale f nie jest funkcj¡ ci¡gª¡. Gdyby
zbie»no±¢ byªa jednostajna, to f byªoby funkcj¡ ci¡gª¡.

(b) Uzasadni¢ mierzalno±¢ fn (n ∈ N) i f .
Funkcje fn s¡ ci¡gªe, co implikuje mierzalno±¢. Funkcja f jest funkcj¡ prost¡�nieujemn¡:
f = 21(0,1] +

5
2
1{0}, wi¦c jest mierzalna.

(c) Obliczy¢ lim
n→+∞

∫
[0,1]

fn dλ, gdzie λ oznacza miar¦ Lebesgue'a na R.

Skorzystamy z twierdzenia o zbie»no±ci zmajoryzowanej. Sprawd¹my kolejno jego zaªo»enia.
Mierzalno±¢. Funkcje fn s¡ mierzalne z poprzedniego podpunktu.
Zbie»no±¢ punktowa. fn → f z podpunktu (a).
Caªkowalna majoranta. Sprawdzimy, »e g(x) = 11 jest caªkowaln¡ majorant¡ dla ci¡gu fn.
Mamy

|fn(x)| =
∣∣∣∣2n3x+ 5n+ 4

n3x+ 2n

∣∣∣∣ ≤ 2n3x

n3x+ 2n
+

5n

n3x+ 2n
+

4

nx3 + 2n
≤ 2 + 5 + 4 = 11.

Mamy
∫
[0,1]
|g| dλ = 11, czyli g jest caªkowaln¡ majorant¡ dla fn.

Na mocy twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci zmajoryzowanej mamy

lim
n→+∞

∫
[0,1]

fn dλ =

∫
[0,1]

lim
n→+∞

fn dλ =

∫
[0,1]

f dλ.

Funkcja f jest funkcj¡ prost¡-nieujemn¡, czyli jej caªka wynosi 2λ((0, 1]) + 5
2
λ({0}) = 2.


