EGZAMIN
WRAIT 1, 1.02.2018

O ile nie zaznaczono inaczej, we wszystkich zadaniach: R" i jej podzbiory rozpatrujemy z metryka
euklidesowa dp i miarg Lebesgue’a \,. Metryke taksowkowa oznaczamy dp, metryke rzeka dg,
metryke centrum dc, metryke dyskretna dp. Przez 0, oznacza miare Diraca skupiong w a, przez A
— miare Lebesgue’a na R. Wszystkie odpowiedzi wymagaja uzasadnien!

1. Czy ponizsze zdania sg prawdziwe? Odpowiedz krotko uzasadnié.

(a) Ciag , = (1 + £,14 1) nie jest zbiezny w metryce rzeka.

(b)

(c) Jesli (X, d) jest osrodkowa, to jest spojna.

(d) Jesli A jest pozdbiorem przestrzeni metrycznej (X,d) i Cl(A) C Int(A), to A jest do-
mkniety.

Funkcja f(x) = Lyp1j(x) jest funkcjg ciagla (R,dp) — (R, dg).

(f) Kazda funkcja f : R — R jest mierzalna wzgledem o-ciala P(R) w dziedzinie i {0, R}
o-ciala w obrazie.

W przestrzeni metrycznej kazdy ciag Cauchy’ego jest zbiezny.
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(g) Jesli zbior borelowski A C R jest nieograniczony, to A(A) = co.
(h) Istnieje zbior borelowski A taki, ze Int A nie jest borelowski.

(i) Dla dowolnej przestrzeni mierzalnej (X, A) i dowolnego zbioru B C X suma funkeji A-
mierzalnej i funkcji charakterystycznej 1p jest mierzalna.

(j) Istnieje funkcja borelowska f : R — R, ktora jest ciagta poza dokladnie trzema punktami.

2. Na zbiorze R zadajemy odwzorowanie:

0, gdyz=y,
plz,y) =9 2 gdyz#yi(z,ycQlbuz,ydQ)
1, gdy (z€Qy¢Q)lub(z¢QyeQ)
(a) Wykazaé, ze p jest metryka na R.
(b) Jak wygladaja kule K (m, 1), K(1,¢), K(In2, 2)?

3. Na zbiorze liczb catkowitych Z zadajemy metryke
d.(k,m) = |k —m|.

(a) Wykazaé, ze ciag (x,), C Z jest zbiezny do x wzgledem metryki d, wtedy i tylko wtedy,
gdy jest staly od pewnego miejsca.

(b) Czy {2} jest zbiorem otwartym?

(c) Czy (Z,d.) jest spojna?

(d) Czy (Z,d.) jest osrodkowa?



4. Sprawdzi¢, czy podane przestrzenie sa homeomeorficzne. Wskaza¢ homeomorfizm (sprawdzic,
ze jest homeomorfizmem) lub uzasadnié, ze jest to niemozliwe.

(a) (0,1],dg) i ((0,10),dE),

(b) (R,dp) i ((0,400),dg),

() {(z,y) eR?: 2 +y* < 1,2 # 0}, dg). ([—e,e), dp),
(d) (R*dr)i(R,dp).

5. Obliczy¢ calki:
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/ (Z In([2]) L gy 2 )( )) d\(z), gdzie X\ oznacza miare Lebesgue’a na R;
(b) / zsin(e?) dA(z), gdzie A = {n € Ny : n® + 5 < 13};
A
(c) / 1z du, gdzie B = [—m, 7|, Z oznacza liczby catkowite, a p oznacza miare liczaca.
B

(d) /Cln(:c + e) doy, gdzie C = [—1,1].

6. Dla n € N; definiujemy
2n3x + 5n + 4

n3z + 2n

ful(x) = , x€][0,1].

(a) Wyznaczy¢ granice punktowa f ciagu (f,), i zbadac, czy (f,), dazy do f jednostajnie na
[0, 1].

(b) Uzasadni¢ mierzalnosé f, (n € N) i f.

(c) Obliczy¢ lim [f,, d\, gdzie A oznacza miare Lebesgue’a na R.

n——+oo [0,1]



