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O ile nie zaznaczono inaczej, we wszystkich zadaniach: Rn i jej podzbiory rozpatrujemy z metryk¡
euklidesow¡ dE i miar¡ Lebesgue'a λn. Metryk¦ taksówkow¡ oznaczamy dT , metryk¦ rzeka dR,
metryk¦ centrum dC , metryk¦ dyskretn¡ dD. Przez δa oznacza miar¦ Diraca skupion¡ w a, przez λ
� miar¦ Lebesgue'a na R. Wszystkie odpowiedzi wymagaj¡ uzasadnie«!

1. Czy poni»sze zdania s¡ prawdziwe? Odpowied¹ krótko uzasadni¢.

(a) Ci¡g xn = (1 + 1
n
, 1 + 1

n
) nie jest zbie»ny w metryce rzeka.

(b) W przestrzeni metrycznej ka»dy ci¡g Cauchy'ego jest zbie»ny.

(c) Je±li (X, d) jest o±rodkowa, to jest spójna.

(d) Je±li A jest pozdbiorem przestrzeni metrycznej (X, d) i Cl(A) ⊆ Int(A), to A jest do-
mkni¦ty.

(e) Funkcja f(x) = 1[0,1](x) jest funkcj¡ ci¡gª¡ (R, dD)→ (R, dE).
(f) Ka»da funkcja f : R → R jest mierzalna wzgl¦dem σ-ciaªa P(R) w dziedzinie i {∅,R}

σ-ciaªa w obrazie.

(g) Je±li zbiór borelowski A ⊂ R jest nieograniczony, to λ(A) =∞.

(h) Istnieje zbiór borelowski A taki, »e IntA nie jest borelowski.

(i) Dla dowolnej przestrzeni mierzalnej (X,A) i dowolnego zbioru B ⊂ X suma funkcji A-
mierzalnej i funkcji charakterystycznej 1B jest mierzalna.

(j) Istnieje funkcja borelowska f : R→ R, która jest ci¡gªa poza dokªadnie trzema punktami.

2. Na zbiorze R zadajemy odwzorowanie:

ρ(x, y) =


0, gdy x = y,
2, gdy x 6= y i (x, y ∈ Q lub x, y 6∈ Q)
1, gdy (x ∈ Q, y 6∈ Q) lub (x 6∈ Q, y ∈ Q)

.

(a) Wykaza¢, »e ρ jest metryk¡ na R.
(b) Jak wygl¡daj¡ kule K(π, 1), K(1, e), K(ln2, 3

2
)?

3. Na zbiorze liczb caªkowitych Z zadajemy metryk¦

d∗(k,m) = |k −m|.

(a) Wykaza¢, »e ci¡g (xn)n ⊂ Z jest zbie»ny do x wzgl¦dem metryki d∗ wtedy i tylko wtedy,
gdy jest staªy od pewnego miejsca.

(b) Czy {2} jest zbiorem otwartym?

(c) Czy (Z, d∗) jest spójna?
(d) Czy (Z, d∗) jest o±rodkowa?



4. Sprawdzi¢, czy podane przestrzenie s¡ homeomeor�czne. Wskaza¢ homeomor�zm (sprawdzi¢,
»e jest homeomor�zmem) lub uzasadni¢, »e jest to niemo»liwe.

(a) ([0, 1], dE) i ((0, 10), dE),

(b) (R, dE) i ((0,+∞), dE),

(c) ({(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1, x 6= 0}, dE), ([−e, e), dE),
(d) (R2, dT ) i (R, dD).

5. Obliczy¢ caªki:

(a)

∫
R

(
7∑

k=3

ln([x])1[k,k+ 1
2
)(x)

)
dλ(x), gdzie λ oznacza miar¦ Lebesgue'a na R;

(b)

∫
A

x sin(e2x
2

) dλ(x), gdzie A = {n ∈ N1 : n
2 + 5 < 13};

(c)

∫
B

1Z dµ, gdzie B = [−π, π], Z oznacza liczby caªkowite, a µ oznacza miar¦ licz¡c¡.

(d)

∫
C

ln(x+ e) dδ0, gdzie C = [−1, 1].

6. Dla n ∈ N1 de�niujemy

fn(x) =
2n3x+ 5n+ 4

n3x+ 2n
, x ∈ [0, 1].

(a) Wyznaczy¢ granic¦ punktow¡ f ci¡gu (fn)n i zbada¢, czy (fn)n d¡»y do f jednostajnie na
[0, 1].

(b) Uzasadni¢ mierzalno±¢ fn (n ∈ N) i f .

(c) Obliczy¢ lim
n→+∞

∫
[0,1]

fn dλ, gdzie λ oznacza miar¦ Lebesgue'a na R.


