
KOLOKWIUM 1 WRAiT2, 20.04.2016 GRUPA A

1. Poda¢ przykªad, »e istnieje lub krótko udowodni¢, »e nie istnieje:

(a) liczba z ∈ C taka, »e ctg z = −i;
(b) funkcja holomor�czna na C, która ma drug¡ pochodn¡ tylko w jednym punkcie;

(c) obszar w C, który nie jest jednospójny;

(d) niestaªa funkcja f : C → C, dla której
∫
γ f(z)dz = 0, gdzie γ jest dowoln¡ krzyw¡

zamkni¦t¡, regularn¡ i prostowaln¡;

(e) funkcja holomor�czna, której cz¦±ci¡ rzeczywist¡ jest funkcja u(x, y) = xy + 2x2.

2. Sprawdzi¢, dla jakich z ∈ C funkcja

f(z) = ze|z|
2

ma pochodn¡ i okre±li¢, w jakim zbiorze f jest holomor�czna.

3. Pokaza¢, »e dla z, w ∈ C zachodzi wªasno±¢

Log zw = Log z + Log w + 2nπi,

gdzie n ∈ {−1, 0, 1}.

4. Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniow¡ ∫
γ
z̄(3z2 + 1)dz

po krzywej γ, b¦d¡cej ªukiem okr¦gu o ±rodku w punkcie 0, od punktu 2i do punktu −2i.

5. Obliczy¢ caªk¦ ∫
γ

sin z
z2(z − 2i)

dz,

(a) gdy γ jest okr¦giem o ±rodku w punkcie 0 i promieniu 32 ,

(b) gdy γ jest kwadratem o wierzchoªkach 4 + 4i, −4 + 4i, −4− 4i i 4− 4i.



KOLOKWIUM 1 WRAiT2, 20.04.2016 GRUPA B

1. Poda¢ przykªad, »e istnieje lub krótko udowodni¢, »e nie istnieje:

(a) liczba z ∈ C taka, »e Log (z − z̄) = iπ3 ;

(b) funkcja holomor�czna na C, która ma pierwsz¡ pochodn¡ tylko w jednym punkcie;

(c) zbiór w C, który jest spójny i jednospójny, ale nie jest otwarty;

(d) niestaªa funkcja f : C → C, dla której
∫
γ f(z)dz = 0, gdzie γ jest dowoln¡ krzyw¡

zamkni¦t¡, regularn¡ i prostowaln¡;

(e) funkcja holomor�czna, której cz¦±ci¡ rzeczywist¡ jest funkcja u(x, y) = y2 + 2x2.

2. Sprawdzi¢, dla jakich z ∈ C funkcja

f(z) = z|z|2 + i

ma pochodn¡ i okre±li¢, w jakim zbiorze f jest holomor�czna.

3. Pokaza¢, »e dla z, w ∈ C zachodzi wªasno±¢

Log zw = Log z + Log w + 2nπi,

gdzie n ∈ {−1, 0, 1}.

4. Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniow¡ ∫
γ

4 + z̄

z
dz

po krzywej γ, b¦d¡cej ªukiem okr¦gu o ±rodku w punkcie 0, od punktu 3i do −3i.

5. Obliczy¢ caªk¦ ∫
γ

cos z
z(z − 1)2

dz,

(a) gdy γ jest okr¦giem o ±rodku w punkcie 1 i promieniu 12 ,

(b) gdy γ jest kwadratem o wierzchoªkach 4 + 4i, −4 + 4i, −4− 4i i 4− 4i.



KOLOKWIUM 2 WRAiT2, 6.06.2016

1. Poda¢ przykªad, »e istnieje lub stwierdzi¢, »e nie istnieje (w obu przypadkach uzasadni¢
odpowied¹):

(a) szereg pot¦gowy o ±rodku z0 = i zbie»ny w 3i, a rozbie»ny w 0;

(b) para funkcji f i g oraz punkt z0 takie, »e f ma w z0 biegun rz¦du 3, a f + g ma w
z0 biegun rz¦du 2;

(c) funkcja f , która ma w z0 biegun rz¦du 2 i Resz0f = 0;

(d) funkcja holomor�czna w K(0, 54) i taka, »e f(0) = 1
3 , f

′(0) = 5 i |f(z)| < 3 dla
|z| = 1;

(e) ci¡g (an)n nale»¡cy do `2 i nie nale»¡cy do `∞.

2. Znale¹¢ rozwini¦cie w szereg Laurenta funkcji

f(z) =
z − 2

(z + 1)2(z − 3)

w pier±cieniu 0 < |z + 1| < 4. Wypisa¢ wzór na wspóªczynniki szeregu.

3. Obliczy¢ caªk¦ ∫
|z|= 32π

z − 1
z sin z

dz.

4. Obliczy¢ caªk¦ ∫ +∞
−∞

x sinx
x4 + 10x2 + 9

dx.

5. Sprawdzi¢, czy je±li p1 i p2 s¡ normami na przestrzeni X, to

p(x) = max{p1(x), p2(x)}

te» jest norm¡ na X.


