KOLOKWIUM 1 WRAIT2, 20.04.2016 GRUPA A

1. Podaé przyktad, ze istnieje lub krotko udowodnié, ze nie istnieje:

(a) liczba z € C taka, ze ctgz = —i;

(b) funkcja holomorficzna na C, ktora ma druga pochodna tylko w jednym punkcie;

(c) obszar w C, ktory nie jest jednospojny;

(d) niestata funkcja f : C — C, dla ktorej [, f(z)dz = 0, gdzie 7 jest dowolna krzywa

zamknieta, regularng i prostowalna;
(e) funkcja holomorficzna, ktorej czescig rzeczywisty jest funkcja u(z,y) = zy + 222
. Sprawdzi¢, dla jakich z € C funkcja
[(z) = zel"

ma pochodng i okresli¢, w jakim zbiorze f jest holomorficzna.

. Pokazaé, ze dla z,w € C zachodzi wlasnosé
Log zw = Log z 4+ Log w + 2nm1,
gdzie n € {—1,0,1}.
. Obliczy¢ calke krzywoliniowa
/7 Z(32% + 1)dz
po krzywej v, bedacej tukiem okregu o §rodku w punkcie 0, od punktu 2¢ do punktu —2i.

. Obliczy¢ calke

sin z
—d
[y 22(z — 24) -
3

(a) gdy 7 jest okregiem o $rodku w punkcie 0 i promieniu 3,

(b) gdy 7 jest kwadratem o wierzchotkach 4 + 4i, —4 4+ 44, —4 — 4i i 4 — 44.



KOLOKWIUM 1 WRAIT2, 20.04.2016 GRUPA B

1. Podaé przyktad, ze istnieje lub krotko udowodnié, ze nie istnieje:
a) liczba z € C taka, ze Log (z — 2) = i%;

(a) 5
(b)

)

)

funkcja holomorficzna na C, ktéra ma pierwsza pochodng tylko w jednym punkcie;
(c

(d

zbior w C, ktory jest spojny i jednospdjny, ale nie jest otwarty;

niestata funkcja f : C — C, dla ktorej [, f(z)dz = 0, gdzie v jest dowolna krzywa
zamknieta, regularng i prostowalna;

(e) funkcja holomorficzna, ktorej czescig rzeczywista jest funkcja u(z,y) = y? + 222
2. Sprawdzi¢, dla jakich z € C funkcja
f(2) = z|z|* +i
ma pochodng i okresli¢, w jakim zbiorze f jest holomorficzna.
3. Pokaza¢, ze dla z,w € C zachodzi wlasnosc¢
Log zw = Log z 4+ Log w + 2nm1,
gdzie n € {—1,0,1}.

4. Obliczy¢ calke krzywoliniowa

Az
/ + Zdz
o z
po krzywej v, bedacej tukiem okregu o srodku w punkcie 0, od punktu 3¢z do —3s.

5. Obliczy¢ catke

cosz
—d
L z(z —1)2 =
1

(a) gdy 7 jest okregiem o $rodku w punkcie 1 i promieniu 3,

(b) gdy 7 jest kwadratem o wierzchotkach 4 + 4i, —4 4 44, —4 — 4i i 4 — 44.



KOLOKWIUM 2 WRAIiT2, 6.06.2016

1. Poda¢ przyklad, ze istnieje lub stwierdzi¢, ze nie istnieje (w obu przypadkach uzasadni¢
odpowiedz):
(a) szereg potegowy o srodku zo = i zbiezny w 3i, a rozbiezny w 0;

(b) para funkcji f i g oraz punkt zo takie, ze f ma w zy biegun rzedu 3, a f + g ma w
2o biegun rzedu 2;

(c) funkcja f, ktora ma w zy biegun rzedu 2 i Res,, f = 0;

(d) funkcja holomorficzna w K(0,32) i taka, ze f(0) = 3, f/(0) = 51 |f(2)] < 3 dla
2l =15

(e) ciag (an)n nalezacy do ls i nie nalezacy do o..
2. ZmnaleZ¢ rozwiniecie w szereg Laurenta funkeji

z—2
(z+1)*(z = 3)

f(z) =

w pierscieniu 0 < |z + 1| < 4. Wypisa¢ wzor na wspotezynniki szeregu.

3. Obliczy¢ catke

—1
/ © —dz.
|z|=2r zSIn 2
4. Obliczy¢ catke
/+O° rsinx d
———duz.
—oo 141022 + 9
5. Sprawdzi¢, czy jesli p; i p sa normami na przestrzeni X, to
p(x) = max{p(v), p2(7)}

tez jest norma na X.



