20 [. ELEMENTY LOGIKI I TEORII MNOGO!

7. @.

9. {(5,7),(5,8),(5,9),(6,7),(6,8),(6,9),(7,7);(7,8),(7,9)}.
10. 180, 180, 144, 225.

11. a)DiE,b) DiE.

12. a) tak, b) tak.

2. Zdania i formy zdaniowe

2.1. Zdania

Zdaniami w sensie logicznym nazywamy te sposréd zdan oznajmujacye
ktérym mozna przypisaé jedna z dwdch wartosci logicznych: prawde lub fals

Zgodnie z tym okreéleniem nie s3 zdaniami (w sensie logicznym) zdan!
pytajace lub rozkazujace, nie s nimi réwniez te zdania oznajmujace, o ktorye
nie potrafimy orzec, czy sa prawdziwe, czy falszywe.

Przykladami zdan sa: Warszawa jest stolica Polski; 2+ 2 = 5; kazda liczh
pierwsza jest nieparzysta; istnieje czworokat, ktory ma wszystkie katy prost
Natomiast nie sa zdaniami wyrazenia: liczba 13 jest feralna; Paryz jest na
piekniejszym miastem $wiata.

Umawiamy sie, ze odtad — méwiac o zdaniach — bedziemy mieli na mysli tylk
zdania w sensie logicznym.

Wartosci logiczne przypisywane zdaniom bedziemy oznaczali przez 1 i (
Liczba 1 przypisana danemu zdaniu oznacza, ze jest ono prawdziwe, natomia
0 — oznacza, ze jest falszywe.

Majac dowolne dwa zdania mozemy z nich utworzy¢ zdanie ztozone prze
polaczenie owych zdan jednym ze spdjnikéw: “lub”, “i”, “jedli ..., to”, “wted
tylko wtedy, gdy ”. Celem skrdcenia zapisu spéjniki te oznaczamy specjalnyn
symbolami, a mianowicie: lub — V; i — A; jesli..., to — =; wtedy i tylko wted
gdy — .

Dwa zdania potaczone spdjnikiem V nazywamy alternatywa tych zdar

a kazde ze zdan nazywamy skladnikiem alternatywy.
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b ZDANIA

Dwa zdania potaczone spéjnikiem A nazywamy koniunkcja, a kazde ze
Jani nazywamy skladnikiem koniunkcji.

Dwa zdania polaczone spéjnikiem = nazywamy implikacja, przy czym
L orwsze 2 tych zdan nazywamy poprzednikiem, a drugie nastepnikiem
mplikacji.

Dwa zdania potaczone spdjnikiem <> nazywamy rownowaznoscia, a zda-
2. 7 ktorych jest ona zbudowana, nazywamy odpowiednio lewym 1 prawym
zlonem réwnowaznosci.

Jest jeszcze jeden spdjnik rézniacy sig od juz wymienionych tym, ze wia-
emy go tylko z jednym zdaniem. Jest nim spdjnik negacji: “nieprawda, ze”,
b naczany symbolem ~. Jesli przed danym zdaniem napiszemy ten spojnik
lub jego symbol), to otrzymamy negacj¢ danego zdania.

Jest oczywiste, ze jesli dane zdania lub zdanie maja okreslong wartosé
ogiczna, to zdanie zlozone, z nich zbudowane, tez ma jedna z dwéch wartosci
ogicznych. Zwiazek miedzy wartodciami logicznymi zdan sktadowych, a war-

oécia, logiczna zdania ztozonego podano w tabelach, w ktérych p, ¢ oznaczaja,

dania:
pla|(pVe|pAg|{P=q|P=4
1|1 k- 1 1 1 pl~p
1{0] 1 0 0 0 11 0
01| 1 0 1 0 0] 1
[0j0] 0 0 1 1

Z pierwszej tabeli mozemy odczytaé, ze alternatywa dwoch zdan jest zda-
hiem falszywym tylko w jednym przypadku, mianowicie wéwczas, gdy oba
zdania sktadowe sa falszywe; koniunkcja dwéch zdan jest zdaniem prawdzi-
Wym tylko w jednym przypadku, mianowicie wtedy, gdy oba zdania sktadowe
53 prawdziwe; implikacja dwéch zdan jest zdaniem falszywym tylko w jednym
Przypadku, mianowicie gdy poprzednik jest zdaniem prawdziwym, a nastep-
nik falszywym; réwnowazno$é dwéch zdan jest zdaniem prawdziwym tylko
Wowczas, gdy oba jej czlony maja te sama wartosé logiczna,

Za pomoca podanych tabel mozemy w kazdym przypadku okresli¢ wartosé

]”A"!t‘znq zdania zlozonego. Na przyklad zdanie “jesli 6 jest liczba pierwsza,




22 i

ELEMENTY LOGIKI I TEORII MNOGOS

to 7 jest liczba zlozona” jest zdaniem prawdziwym, bo jest to implikacj A
falszywym poprzedniku i nastepniku. Natomiast zdanie “jesli 7 jest licz
pierwsza, to 6 jest liczba pierwsza” jest zdaniem falszywym.

Zajmijmy si¢ teraz wyrazeniem (p A ¢) = p, w ktérym p, ¢ oznaczaja di
wolne zdania. Zbadajmy, jakie wartosci logiczne moze przyjmowac wyraZe

(p A q¢) = p. Najlepiej to zrobi¢ za pomoca nastepujacej tabeli:

pla|pAa|(PAg)=p
1] 1 1
1{0] 0 1
0 0 1
0o[of © 1

Okazalo sie, ze zdanie zbudowane wedtug schematu (p A ¢) = p ma zawsg
wartos$é logiczna 1, niezaleznie od tego, jakie wartosci logiczne maja, zdani
sktadowe. Wyrazenie o tej wlasnosci nazywamy prawem rachunku zdan.
Prawa te pozwalaja rozstrzygaé¢ o prawdziwosci zdan ziozonych na podsta
wie ich budowy, bez wnikania w tre$é¢ zdan sktadowych. Przedstawiona wyze
metoda sprawdzania nosi nazwe metody zerojedynkowej.

Dla przyktadu sprawdzmy jeszcze, czy wyrazenie (p A q) = (pV q) jes

prawem rachunku zdan. W tym celu budujemy tabele:

pla|pAg|pVe|(PAg) = (Ve
1)1 1 1
110 1 1
0[1] o0 1 1
0(0] 0 0 1

Zatem jest to prawo rachunku zdan.

Natomiast wyrazenie (p V q) = p nie jest prawem rachunku zdan, bg
jesli w miejsce p podstawimy zdanie falszywe, a w miejsce ¢ — prawdziwe, ta
otrzymane w ten sposdb zdanie zlozone bedzie falszywe.

Wsréd praw rachunku~ zdan wyrdéznimy tzw. prawa de Morgana. Sa ta

nastepujace prawa:
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~(pAg)e~pV~yq
~(pVge~pA~g

[4wia one © tym, ze zaprzeczeniem koniunkeji dwéch zdan jest alternatywa
;lllr
ja ich zaprzeczen.

Jeczen tych zdan, a zaprzeczeniem alternatywy dwdch zdan jest koniunk-

Na przyklad zaprzeczeniem zdania “liczba 2 jest liczba pierwsza i liczba

arzysta” jest zdanie “liczba 2 nie jest liczba, pierwsza lub nie jest liczba,

<t = »
MI‘/_\'-"{“[ .

b.2. Formy zdaniowe i kwantyfikatory

Rownanie 2z — 3 = b nie jest zdaniem, gdyz nie mozna o nim powiedziec, czy
fest prawdziwe, czy falszywe. Jesli jednak w miejsce podstawimy jakakol-
viek liczbe, to powstanie zdanie. Na przyktad dla z = 4 otrzymujemy zdanie
brawdziwe 2 -4 — 3 = b, natomiast dla z = 0 otrzymujemy zdanie falszywe.
Vyrazenia o tej wlasnoéci nazywamy formami zdaniowymi.

Niech dany bedzie niepusty zbiér D. Forma zdaniowa zmiennej ¢ na-
zywamy takie wyrazenie, w ktorym wystepuje zmienna z i ktdre staje sie

zdaniem, gdy w miejsce  podstawimy nazwe dowolnego elementu zbioru D.

7biér D nazywamy dziedzina formy zdaniowej.

4 . . . » . . . ’ « = .
Zamiast nazwy “forma zdaniowa” mozna rowniez uzywac nazwy funkcja zda-
Ilir»\,\va"’ .

Nalezy podkreslié, ze nie kazde wyrazenie, w ktérym wystepuje zmienna,
Jest forma, zdaniowa. Na przykiad nie jest forma zdaniowa wyrazenie 2z — 3.

Przyjmujemy, ze jeéli 1 oznacza forme zdaniowa i @ € D, to 9(a) ozna-
¢za zdanie powstale przez podstawienie do formy w miejsce zmiennej nazwy
elementu a.

Méwimy, ze element a dziedziny D spelnia forme zdaniowa ¥, gdy
¥(a) jest zdaniem prawdziwym.
Zapis {e € D: 1(z)} oznacza zbiér wszystkich elementéw spelniajacych

r""“lq zdaniowa, 1.
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Na przyktad: ‘ Dotad rozwazaliémy tylko formy zdaniowe jednej zmiennej, ale mozna réw-
{neN: 0<n<5}={1,23,4,5}, Jie7 rozpatrywaé formy zdaniowe dwdch i wigkszej liczby zmiennych.
{reR: 2z-3=05}= {4}, Na przyklad nieréwnosé 2z +y < 5 jest forma, zdaniowa dwdch zmiennych.
{zeR: 3z+1>41i2x<0}=0, poniewaz w miejsce 1 w miejsce y mozemy podstawia¢ dowolne liczby, wigc
{teC: x>0} =N, C -oznacza tutaj zbidr liczb catkowitych. Jziedzing tej formy jest iloczyn kartezjaiski R x R. Poprzedzajac te forme
7 okreélenia formy zdaniowej wynika, ze staje si¢ ona zdaniem wowcza Jwoma kwantyfikatorami wiazacymi zmienne z oraz y otrzymamy zdania. Z
gdy w miejsce zmiennej podstawimy nazwe dowolnego elementu jej dziedzin rozpatrywanej formy mozna otrzymac 8 zdan. Oto one:
Okazuje sie, ze mozna forme zdaniowa przeksztalci¢ w zdanie jeszcze w in
sposéb, mianowicie poprzedzajac ja tzw. kwantyfikatorem. 1) /\ /\ (22 +y<5), ?) /\ /\ (22 +y <5),
. ; reR yeR veR zeR
Kwantyfikatorami nazywamy zwroty postaci “dla kazdego z ”, “istnig
z takie, ze ” i oznaczamy odpowiednio symbolami /\, \/ 3) /\ \/ (2z +y < 5), 4) /\ \/ (2z +y < 5),
Tak wiec wyrazenie 2z — 3 = 5 jest forma zdaniozwq,rhatomiast wyrazen vl ych W et
/\ (22 — 3 = 5) jest zdaniem, ktére mozna wypowiedzie¢ tak: “kazda liczh 5) \/ /\ (2z +y < 5), 6) \/ /\ (22 +y < 5),
seR seR yeR veR zeR

rzeczywista spelnia réwnanie 2z — 3 = 5”. Jest to oczywiscie zdanie falszyw
bonp.2-1—3 #5. T)\/ \/(2x+y<5), 8)\/ \/(2$+y<5)~
Podobnie wyrazenie 22 — 1 < 0 jest forma zdaniowa, a wyrazenie \/ (22 ceR yeR veR zeR

xEN

—1 < 0) jest zdaniem. Jest to zdanie prawdziwe, gdyz 0 € N i 02 — 1 < 0. Latwo zauwazyé, ze zdania 1) i 2) wyrazaja dokiadnie to samo. Podobnie jest

ze zdaniami 7) i 8). Wsrdd pozostatych zdan nie ma pary zdan o identycznej
tresci. Trudniej jest zauwazy¢, ze zdania 1), 2), 5) 1 6) sa falszywe. Na przyktad
\ zdanie 5) orzeka, ze istnieje liczba rzeczywista z taka, ze para (z,y) speinia

~ ( /\ 1/)(1')} i \/ ~ ¥(z) zawsze nieréwnodé 2z + y < 5, niezaleznie od tego jaka wartosé ma y. Jest to
z€D zeD

Niech v oznacza dowolna forme zdaniowa, o dziedzinie D. Wéwczas pra

dziwe sa zdania:

oczywiscie zdanie fatszywe.
~ (\/ w@-)) & N\~ g ' o
zeD z€D Q’VVICZEHIa.

Sa to prawa de Morgana dla zdan z kwantyfikatorami. |. Wskas zdania w nastepujacych wyrazeniach:

Na przyklad zdanie “nieprawda, ze kazda liczba catkowita jest liczba n a) W roku 2000 roczny dochéd mieszkarica Polski wyniesie érednio 10000,
turalna ” znaczy to samo co zdanie “istnieje liczba catkowita, ktdra nie je b) Kiedy sie odbyta bitwa pod Grunwaldem?
liczba, naturalna ”. Oczywiscie oba te zdania sa, prawdziwe. ¢) Mikotaj Kopernik zmart w piatek,
d)3+4-1,

Analogicznie mamy: ~ \/ (224+1=0)| & /\ (22 4+1#0).

reR zeR e) kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest liczba nieujemna.
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3. Definicje i.twierdzenia

3.1. Definicje

W matematyce, i nie tylko w matematyce, nie powinnismy si¢ postugiwa
wyrazeniami, ktorych znaczenie nie jest nam znane. Aby wyjasni¢ komus zna
czenie danego terminu podajemy jego definicje.

Definicja lub inaczej okreslenie jest wyrazeniem opisujacym znaczeni
definiowanego terminu za pomoca pojec juz znanych.

Na przyktad definicja kwadratu jest odpowiedzia na pytanie, co to jes
kwadrat. Odpowiedz ta brzmi: kwadrat jest to prostokat o bokach réwne
dtugosci. Aby te definicje zrozumieé, trzeba znaé pojecia: prostokat, bok, diu
gos¢. Zatem pojecia te musza by¢ zdefiniowane wezesniej, przed sformutowa
niem definicji kwadratu.

Wazna cecha definicji jest to, by pozwalata ona odréznié definiowany obiek
od innych obiektéw, a wiec by opisywata definiowany obiekt jednoznacznie.

Na ogot definicja sktada sie z trzech cztonéw. W pierwszym jej cztonie wy
stepuje wyraz definiowany (sam lub z innymi wyrazami), za pomocg, drugiegd
cztonu opisujemy ten wyraz, a trzeci czlon jest spdjnikiem definicyjnym.
Spdjnikiem jest najczesciej jedno z wyrazen: “jest to 7, “= "7, “& 7,

Na przyktad w podanej definicji kwadratu pierwszym czlonem jest wyraz
“kwadrat ”, cztonem definiujacym jest “prostokat o bokach réwnej dtugosci 7,
a spojnik definicyjny to wyrazenie “jest to ”.

Definicja musi spelnia¢ nastepujacy warunek: w jej czlonie definiujacym
nie moze wystepowac pojecie definiowane, ani tez pojecie, ktdre definiuje si¢
za pomoca, pojecia definiowanego. Niespetnienie tego warunku powoduje po-
wstanie tzw. blednego kota w definiowaniu i taka definicje uznajemy za 7le
zbudowana,

Btedne koto moga tworzyc réwniez dwie definicje; na przyktad: “dwie proste
prostopadte to takie proste, ktdore przecinaja sie pod katem prostym”,“kat
prosty to kat utworzony przez dwie proste prostopadie”.

Definicja powinna spetniaé jeszcze jeden warunek: pojecia wystepujace w
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toni definiujacym powinny by¢ znane. Nie mozna definiowa¢ nieznanego
cztonié

przez nieznane.

Dwie definicje tego samego pojecia nazywamy definicjami rownowaz

ni, jesli zdanie ¢ & @1 jest zdaniem prawdziwym, gdzie ¢ oznacza czion
nymi, Jesil 2

lefiniujacy jednej definicji, q1 - czlon definiujacy drugiej.

3.2. Twierdzenia

Twierdzenia w matematyce maja, zwykle postaé implikacji p = ¢. Twierdze-
nie takiej postaci sktada si¢ z zatozenia i tezy. Zalozeniem twierdzenia jest
zdanie p, teza — zdanie q.

Czesto bywa tak, ze wprawdzie twierdzenie nie ma postaci implikacji, ale
mozna je przeredagowaé tak, by przybralo te postac.

Na przyklad twierdzenie “przekatne rombu sa prostopadle” nie ma postaci
implikacji. Jezeli jednak sformulujemy je nastepujaco: “jesli czworokat jest
rombem, to jego przekatne sa prostopadte”, to uzyska te postac.

Rozumowanie, w ktérym wychodzi sig od zalozen twierdzenia, wyciaga ko-
lejno wnioski i dochodzi do tezy twierdzenia, nazywa sig dowodem wprost.

[nnym sposobem dowodzenia jest dowdéd nie wprost. Jego podstawa jest

nastepujace prawo rachunku zdan (tzw. prawo transpozycji):
(p=>q) & (~q=>~p)

Z tego prawa wynika, ze zamiast dowodzi¢ twierdzenia majacego postac p = q,
mozemy udowodnié¢ twierdzenie postaci ~ ¢ = ~ p i w ten sposéb udo-
wodnimy interesujace nas twierdzenie. Przy dowodzeniu nie wprost najpierw
zaktadamy, ze nie jest prawdziwa teza interesujacego nas twierdzenia, a na-
stepnie staramy sie dowiedé, ze z tego wynika sprzecznosé z zalozeniem danego
twierdzenia lub z innymi, udowodnionymi wczesniej, twierdzeniami. Jesli to
si¢ uda, to dowéd twierdzenia jest zakoriczony.

- a .
Jako przyktad rozwazmy nastepujace twierdzenie: jesli utamek 3 gdzie

a . ;
@, b € N, jest nieskracalny, to réwniez utamek 1 — 3 jest nieskracalny.
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Mamy zatem:
Zalozenie Teza

utamek 1 — %
2) utamek %jest nieskracalny

jest nieskracalny

Dowdd przeprowadzimy metoda nie wprost. Zaktadamy wiec, ze utamek 1
jest skracalny. Znaczy to, ze istnieje liczba naturalna m, m # 0, m #
przez ktora mozna skréci¢ utamek b—_a‘ Stad wynika, ze m jest wspdln
dzielnikiem liczb b—a oraz b, czyli istnieja takie liczby k,l € N 4, ze b—a =
oraz b = Im. Wobec tego (b — a) — b = km — Im, czyli —a = (k — I)m. To g
znaczy, ze liczba m jest takze dzielnikiem liczby a. Zatem ulamek %

skrocié przez m, co jest sprzeczne z zalozeniem.

W ten sposéb twierdzenie udowodnilismy.

Niektore twierdzenia matematyczne dowodzimy wykorzystujac zasade '

dukcji zupelnej (matematycznej). ]
Zanim te zasade sformulujemy, wprowadzimy najpierw pewne oznaczeni
Niech T oznacza forme zdaniowa jednej zmiennej i niech dziedzina 7' bedz
zbidr liczb naturalnych N. Jesli a € IV, to przez T'(a) bedziemy oznacza
zdanie, ktére otrzymamy po podstawieniu liczby @ w miejsce zmiennej. Niee
ng bedzie ustalona liczba naturalna,.
Przy przyjetych oznaczeniach zasade indukcji zupelnej mozna sformulowa
nastepujaco: jesli zdanie T'(ng) jest prawdziwe i dla kazdej liczby naturalné
k > ng prawdziwa jest implikacja T'(k) = T'(k + 1), to dla kazdej liczb,
naturalnej n > ng prawdziwe jest zdanie 7'(n).

Zwréémy uwage, ze zasada indukcji ma postaé implikacji p = ¢. J€
poprzednik p, bedacy zalozeniem zasady indukcji, brzmi: zdanie T'(ng) jes
prawdziwe i dla kazdej liczby naturalnej k > no prawdziwa jest implikacj@
T(k) = T(k + 1). Nastepnik ¢ implikacji, bedacy teza zasady indukcji, ma
brzmienie: dla kazdej liczby naturalnej n > no prawdziwe jest zdanie 7'(n).

Za pomocg zasady indukcji dowodzimy twierdzeni, ktdre (przy przyjetych

oznaczeniach) maja postaé: “zdanie /\ T'(n)| jest prawdziwe ”. Chcag

n>ng

oF
3.0

udov

sP

pro\\':ulzmny W C

Jesh to zrobimy, to n

dziwe jest zdanie /\ T(n).

Twierdzeni
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NIC.

.1 tak sformutowane twierdzenie metoda indukcji, najpierw musimy
vodnic tak ¢

Inione jest zalozenie zasady indukcji. Sprawdzenie to prze-

rawdzi¢, €2y spe
jwéch etapach:

2 ’ s o =
prawdziwosc zdania T(no),

1) _g-prmvdzamy ' : g *
k) jest prawdziwe 1 wykazujemy, iz z tego zato-

2) zakladamy, ze zdanie T'(

a prawdziwos¢ zdania T(k+1).

senia wynik y . : e '
a podstawie zasady indukcji mozemy twierdzic, ze praw-

ﬂZn() . . . 3
Oto przyktad dowodu indukcyjnego nastepujacego twierdzenia:

o < oy o0 2__n(71+l)(2n+1)
A [1~+2 +8 4. 40l = m——p——};
nEN;

e to orzeka, ze suma kwadratow n kolejnych liczb naturalnych (po-
; reka,

, n(n+1)(2n+1)
czynajac od liczby 1) ma postac T e

4 = y L a4 dllla, Splawdzamy
\\' l,ym pl?;padku No 1 Czyll Zgodnle Z Oplsan plOCe

prawdziwosé zdania T(1). Sprawdzamy wiec, czy
to prawda. :
Teraz formutujemy tzw. zatozenie indukcyjne 1 teze indukcyjna;

Zatozenie
124922432 ... +k

Teza

_ k(k+1)(2k+1)
- 6

k+ 1)(k + 2)(2k + 3)

Nastepnie uzasadniamy, ze z zalozenia wynika teza. Mamy:

2 ,  k(k+1)(2k+1) 3
1“+‘2'“’+:52+...+1c2+(k+1)1:(__%_——+(k+1).

Wykf)fzyst.aliémy tutaj zalozenie indukcyjne. Dalej mamy:
E(k +1)(2 L, k(k+1)(@k+1) +6(k+1)? _
'\“"‘]—)T E+1) +(k+1)" = ( = -
6 )
_ (k4 )k(2k+ 1)+ 6(k +1)] _ (k+ 12K + 7k +6]
6 6

_ (k+ 1)(k+2)(2k+3)
6
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Wykazalismy zatem, ze z zalozenia indukcyjnego wynika teza, a wiec na p'
stawie zasady indukcji twierdzenie jest prawdziwe dla kazdej liczby natural
dodatniej.

Rozwazmy jeszcze jedno twierdzenie: /\ [6](n® — n)], gdzie symbol
nEN

oznacza, ze a jest dzielnikiem b.

W tym przypadku no = 0. Najpierw sprawdzamy, czy jest prawda,
6](03 — 0), czyli ze 6|0. Jest to prawda.

Dalej mamy:

Teza

61((k +1)° — (k + 1)]

Zatozenie
6/(k° - k)

Dowdd przebiega nastepujaco:
(k+1°2—(k+1) =k +3k2+3k+1-k—1=
= (k3= k) + (3k% 4+ 3k) = (k® — k) + 3k(k + 1).
Liczba k3 — k dzieli si¢ przez 6 na podstawie zalozenia. Liczba 3k(k + 1) té
jest podzielna przez 6, bo k i k + 1 sa kolejnymi liczbami naturalnymi, wié
jedna z nich musi byé parzysta. Zatem suma (k® — k) + 3k(k + 1) dzieli si
przez 6, co nalezalo wykazac.
Ostatecznie, korzystajac z zasady indukcji, wnioskujemy, ze twierdzenie jes
prawdziwe.

Niektore twierdzenia maja postaé réwnowaznosci p < ¢. Kazde twierdzeni
tej postaci jest koniunkcja dwdch twierdzen: twierdzenia prostego p = ¢ 1
twierdzenia do niego odwrotnego ¢ = p. Dowodzac twierdzenie majace postad
réwnowaznosci musimy udowodnié¢ dwa twierdzenia: proste i odwrotne.

Na przyktad twierdzenie “liczba a dzieli sie przez 6 < a dzieli si¢ przez 2
1 a dzieli si¢ przez 3” jest koniunkcja twierdzen: “jesli liczba a dzieli sie prze
6, to dzieli si¢ przez 2 i dzieli sie przez 3” i “jesli liczba dzieli si¢ przez 2
dzieli sie przez 3, to dzieli sie przez 6”.

Jezeli twierdzenie ma postaé implikacji p = ¢, to méwimy, ze p jest wa-
runkiem wystarczajacym dla ¢, a ¢ jest warunkiem koniecznym dla p.

W takim razie twierdzenie o podzielnosci liczby a przez 6 mozna sformulo-
wac tak: warunkiem koniecznym i wystarczajacym podzielnosci liczby a przez

6 jest podzielnosé tej liczby przez 2 1 przez 3.
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l rzyktadu rozwiazmy zadanie: podaj kilka warunkéw wystarczajacych
Dla prz)

‘1ka warunkéw koniecznych podzielnosci liczby a przez 12.
1ika

;‘/ k ’ . . ’ . o
' aé plerwsza CzZ€sC zadania musimy znalez¢ poprzednik p naste

' r”%\vi;ll ey o . ’ . ’ .
” . Tym poprzednikiem moze byé kazde ze zdan:

ace] implikacji: p = (12]a)

li sie przez 24; liczba a dzieli sie przez 36; liczba a dzieli si¢ przez

Eczba a dzie
'l ‘,ryt‘V 1

b oz wiazujac druga czesc zada - il
m nastepnikiem moze by¢ kazde ze zdan: liczba a

nia, szukamy nastepnika g implikacji (12|a) = q¢.

atwo spostrzec, ze szukany

b icli sie przez 3; liczba a dzieli sie przez 4; liczba a dzieli sie przez 6.
1z1€1] 51§ )




