yksztalcili oni wielu znakomitych ucznidow, z ktérych wymienimy tylko kilku:

Ifred Tarski, Adolf Lindenbaum, Jerzy Slgpecki. ! .
U Lukasiewicza w przypadku logiki trojwartosciowej oprocz prawdy i falszu

amy trzecia wartos¢ — mozliwos¢.
Do nieklasycznych logik nalezy rowniez logika intuicjonistyczna Brouwera oraz

ogika modalna Lewisa.

1.2. Funktory zdaniotworcze

Funktory zdaniotworcze pozwalaja ze zdan prostych tworzy¢ nowe zdania
(ztozone). Do oznaczenia funktoréw bywaja stosowane rézne symbole. W ponizszym
zestawieniu podajemy symbolike stosowana w tej ksiazce oraz inne:

~ funktor negacji Ap, P, P, —P,
v funktor alternatywy (sumy) +, OR,

A funktor koniunkcji (iloczynu) -, &, AND,

= funktor implikacji -, c,

< funktor ekwiwalencji o, 2, X, =,
Zdania:

~Dp czytamy: nieprawda, ze p (nie p),

pAq czytamy: piq (p oraz g,

pvgq czytamy: p lub g (p badz g),

p=q czytamy: jesli p, to q (p pociaga g),

p<q czytamy: p wtedy i tylko wtedy, gdy g (p rOwnowazne g).

Z punktu widzenia klasycznej logiki matematycznej interesuje nas nie tresé
dan, lecz ich wartos¢ logiczna. W klasycznej logice funktor jest okreslony, gdy
najac wartosci logiczne zdan sktadowych, okreslimy wartosé logiczna zdania
lozonego.

Najwazniejsze funktory w klasycznej logice matematycznej podaje nastgpujaca
abelka:

14 q ~P |[PAQ|PVq{Pp=q|p<=q
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

Niech symbol v(p) oznacza warto$¢ logiczna zdania p. W klasycznej logice
amy

(D} {1 (prawda),

0 (falsz).

wartosciowanie klasycznych funktorow wyrazaja wzory:

v(p v q) = max {v(p), v(9)},

v(p A g) = min {v(p), v(9)},

v(p=¢q)=min{l, 1+v(g)—v(p)},
v(~p)=1-v(p).

Jako ciekawostke podamy, ze w logice Lukasiewicza

2 (prawda),
v(p) =<1 (mozliwosc),
0 (falsz),

v(p v q) = max {v(p), v(q)},

v(p A q) = min {v(p), v(q)},

v(p=>q) =min{2, 2+v(g)—v(p)},
v(~p)=2—v(p)

W logice Lukasiewicza mamy dodatkowo jeszcze dwa funktory:
funktor konieczno$ci L — ,koniecznie, ze”,

funktor mozliwosci M — ,mozliwe, ze”.

Wartosciowanie tych funktoréw wyrazaja wzory:

v(Lp) = max {1, v(p)} -max {0, v(p)—1},
v(Mp) = min {1, v(p)} 'min {2, v(p)+1}.

W implikacji p = q zdanie p nazywamy poprzednikiem, a zdanie g nastepnikiem.
Mowimy tez, ze p jest warunkiem dostatecznym dla g oraz g jest warunkiem
koniecznym dla p. Wreszcie, p jest warunkiem koniecznym i dostatecznym dla g, jesli
(p=>q) A (q=p). Zauwazmy, ze implikacja jest falszywa tylko wtedy, gdy jej
poprzednik jest prawdziwy, a nastgpnik falszywy.

W klasycznej logice jest 16 funktorow dwuargumentowych (poznaliSmy cztery).

Za pomoca zdan i funktoréw budujemy elementarne formuly (ztozone zdania)
rachunku zdan:

~p, PAN4 PpVvV4q Pp=4q4, Pp<=4q.

Wychodzac od tych formut i postugujac si¢ nawiasami, mozna budowac formuty
ztozone, np.:

~prg, (~P=q)=(~@Vvr), @E=9<=(~{@~(~9).

1.3. Prawa logiki (tautologie)

DEerFINICIA 1. Formule logiczna nazywamy prawem logicznym (tautologia), jezeli
jest zdaniem prawdziwym dla wszystkich wartosci logicznych zdan, z ktorych jest
zbudowana.




A oto kilka wazniejszych tautologii:

pv ~p
~(p A (~D)
~(~p)<=p

~(pAge~pV ~q)
~pv@ges~pA~q)

Warto tez wyr6zni¢ kilka tautologii odnoszacych si¢ do implikacji:

p=Dp,

(p=a) A (g=p)<=(@<=q),
(p=a)r(@=nr)={@=r.

Niektore tautologie wykazuja analogie z odpowiednimi wiasnosciami dziatan

arytmetycznych:

PAG<=>qAp
pvaq=qvp

pAl@gvr<sp@PArqvVvpnar
pv@an<spEvgnrpvr
PA(@AT)SD@PAQ AT
pvi@vrnespPvygvr

W arytmetyce nie zachodzi rozdzielnos¢ dodawania wzgledem mnozenia. Nie sa

}

|

— prawo sprzecznosci,

} — prawa de Morgana.

— prawa przemiennosci,

}— prawa rozdzielnosci,

— prawa lacznosci.

— prawo podwojnego przeczenia,

tez speinione arytmetyczne odpowiedniki praw idempotentnosci:

A, ..

P A p<=p,
PV p<=p.

— prawo wylaczonego $rodka (tertium non datur),

Dla przyktadu sprawdzimy, ze jedno z praw de Morgana jest tautologia.

P g |pAg| ~(prg | ~p|~q| ~pv~qg]| ¢
1 1 1 0 0 0 0 1
1 0 0 1 0 1 1 1
0 1 0 1 1 0 1 1
0 0 0 1 1 1 1 1

Istnieje prosty sposob tworzenia tautologii przez dowolne podstawienie.

PrRzykiLAD 1. Jezeli w tautologii p v ~ p za p podstawimy na przyklad zdanie
SAq=r, to formuta (s Ag=r)v ~ (s A g=r) tez jest tautologia. ]
Uwaga 2. Ogolnie, jezeli formuta A(p,, ..., p,) zbudowana ze zdan py, ..., p,

jest prawem logicznym, to podstawiajac w A(p,, ..., p,) za p,, ...
.» A,, otrzymamy formule, ktora jest réwniez prawem logicznym.

, p, formuly

1.4. Pojecie regul dowodzenia

W logice szczegdlng rol¢ odgrywaja tautologie majace posta¢ implikacji.
Jesli formuta A= B jest tautologia, to powiemy, ze formula B jest logiczna
Konsekwencja formuly 4. O formule 4 = B moéwimy wtedy, ze jest reguta dowodze-
nia. Na przykiad tautologia (p A (p=q)) = q daje regul¢ dowodzenia zwana reguta
odrywania (modus ponens), ktora zapisujemy schematycznie
P,P=4q
q
7 prawa sylogizmu ((p=g) A (4=r))=(p=r) dostajemy natychmiast regule
sylogizmu
P=4d, 4.7
p=r
Podobnie, prawo kontrapozycji (p = q) = (~ q = ~ p) daje regule kontrapozycji
pP=4q
~ 4= MR
Mowimy, ze formuta B jest logiczna konsekwencja formut A4,, 4,, ..., 4,, jesli
formuta 4, A A, A ... A A,= B jest prawem logicznym. Piszemy wtedy:
A, Ay, .., A,
B *

Zauwazmy, ze formula B jest logiczna konsekwencja formut A4,, 4,,..., 4,
tylko wtedy, gdy dla dowolnych wartosci logicznych zdan, z ktorych te formuly sa
zbudowane, jesli tylko formuly A,, 4,, ..., A, sa prawdziwe, to B tez jest praw-
dziwa.

PRZYKEAD 2.
p=4q,p=~(q
~p i

zatem:

p=q| ~q |p=~q =9 A(p=>~q| ~p
0

el el E=N E=]
— ===

q
1
0
1
0

—l—_-lo]| -

0 0
1 1 0
0 1 1
1 1 1

(=1 =T I ol e~ ]

(¢ oznacza tu calag formule: [p=g) A (p=>~q)]=(~p). =

Na zakonczenie bardzo skrotowo przedstawimy notacje beznawiasowa Eukasie-
Wicza. Jest ona szczeg6lnie wygodna przy tworzeniu algorytmow komputerowych.
Symbole funktoréow w wersji nawiasowej zastepuje si¢ odpowiednimi symbolami

2 — Matematyka...




wersji beznawiasowej wedlug schematu:

Notacja nawiasowa Notacja beznawiasowa

v A
A K
= G
~ N
<> E

Jednoznaczno$¢ zapisu w wersji beznawiasowej gwarantuje zasada umieszczania
funktora glownego na poczatku formuty. \
Przyktadowo formuta

(~p=q)Vv(~pnAqg)
w wersji beznawiasowej przyjmuje postaé
ANCpgKNpq.

PRZYKLAD 3. Zapisa¢ w symbolice beznawiasowej formuty:

(p=q =p)=p (prawo Pierce’a),

(~p=p)=p (prawo Claviusa),
~p=(p=4q) (prawo Dunsa-Scota).
Mamy

((P=9)=p)=p = ((Cpg) = p)=p = (CCpgp) = p = CCCpqpp,
(~p=p)=p=(Np=p)=p=(CNpp)=p = CCNppp,
~p=(P=¢9)=Np=(p=9)=CNp(p=q)=CNpCpq. =

PRZYKLAD 4. Zapisa¢ w symbolice nawiasowej formuty: EKpgNCpNgq, EKpg-

NANpNg, ECpqANpq.
Mamy

EquNCqu:Equ~(p=>~q)=
=E@AgQ~p=2~q=pArg<~(@p=~g),
=E(p/\q)~(~pv ~q)=(p,\q)¢~(~pv ~q),

ECpgANpg = ECpg(~pv ) =E(p=q)(~pv ) =(p=>q<=(~pVv . =
Latwo udowodnié nastgpujace tautologie

P=q<(~q=~p),

=g <=(~pvyg).

Pokazemy, jak mozna je wykorzysta¢ jako metody dowodowe.

-

PrZYKLAD 5. Pokaza¢, ze jeSli liczba naturalna n? jest parzysta, to n tez jest
liczba parzysta.
Mamy
[(n* parzysta)=>(n parzysta)]<>[~ (n parzysta)= ~ (n> parzysta)].

Ponadto
~ (n parzysta) =n = 2k+1=n? = 4k? +4k+1 = ~ (n* parzysta). =

PrRZYKLAD 6 (dowod nie wprost). Pokazaé, ze +/ - jest liczba niewymierna.
podstawiajac w tautologii (p=q)<>(~ p v q) za q zdanie falszywe F, dostajemy
(p=> F)<>(~p v F)<> ~ p. Jezeli przez p oznaczymy zdanie /2 jest liczba wymier-
na”, to mamy:

[(\/5 jest liczba wymierna) :F]@(\/i jest liczba niewymierna).

Niech \/_ = %, gdzie % jest utamkiem nieskracalnym. Mamy:

<ﬁ = %) = (n? = 2m?) = (n® parzysta)=(n parzysta) = (n = 2k) =
= (2m? = 4k?) = (m? = 2k?) = (m? parzysta) = (m parzysta)=
=(m= 21)=>(ﬁ=%>=>F
m 2l

(bo utamek n/m jest nieskracalny). m

1.5. Predykaty

Predykat (forma zdaniowa) jest to funkcja, ktorej wartosciami sa zdania. Mozna
tez inaczej powiedzie¢, ze jest to wyrazenie zawierajace zmienne i opisujace jakas
wlasnosé.

PRZYKLADY:

7) 3ln, neZ (trzy dzieli n),

8) x>1, xeR,

9) x+2=3, xeR.

Niech ¢ (x) bedzie dowolna forma zdaniowa. Wowczas zdanie p = ¢ (1) A
A ¢ (2) A ¢ (3) jest prawdziwe, gdy prawdziwe sa zdania ¢ (1), ¢ (2), ¢ (3). Uogol-
niajac ten przyktad, zdanie g = ¢ (1) A ¢(2) A ¢(3) A ... = /\ ¢ (i) jest prawdziwe,

ieN

gdy dla kazdego ie N jest ¢ (i), lub inaczej: jest ono prawdziwe, gdy jest prawdziwy
kazdy jego czynnik.

Ogolnie, zdanie /\ ¢ (x) jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego

xeD

elementu xeD jest prawdziwe zdanie ¢ (x).




Analogicznie, zdanie r = ¢ (1) v d(2) v d(3) jest pr:jlwc_iz.iwe, gdy jf:st prawdziwe
co najmniej jedno ze zdan ¢(1), ¢(2), ¢(3). Uogolniajac, zdanie t=¢(1) v

v v @B v...=\ o) jest prawdziwe, gdy istnieje takie i€ N, ze prawdziwe

ieN X
jest zdanie ¢ (i), tj. istnieje sktadnik prawdziwy. G
Ogolnie, zdanie \/ ¢ (x) jest prawdziwe tylko wtedy, gdy istnieje xeD, dla
xeD

ktorego ¢ (x) jest prawdziwe.

Symbol /\ nazywamy kwantyfikatorem ogélnym (I1, V), a \/ — kwantyfi- :

xeD xeD

katorem egzystencjalnym (szczegotowym) (Z, 3). Zbior D nazywamy tu zakresem

zmienno$ci kwantyfikatora.

1.6. Prawa dzialan na kwantyfikatorach

Poznane wczeSniej prawa de Morgana sa prawdziwe dla dowolnej liczby

sktadnikéw (czynnikow), na przykiad dla trzech zdan:
~pPAgANS~pV ~qV ~T,
~(pVvqVvres~pA~qgA ~T.
Dla dowolnego zakresu zmiennosci:

~ (N px) <=\ (~ ¢ (%),

xeD xeD
~(V )= A (~ ¢ (x).
xeD xeD
PRZYKLADY:
10) p: = /\ 2]x v 4|x),
xeZ
~p=~(AQxVvax)e\ ~Q2lxv4x)e\/2fx A dfx.
xeZ xeZ xeZ
1) g:= A\ 'V (x = y?),
xeR yeR

~a=~(AV =)=V Ax#r

xeR yeR xeR yeR

12) ciag a, jest zbiezny, jezeli spelniony jest warunek:

VAVA®>M=l|a,—g| <é).

geRe>0 M neN

Natomiast a, nie jest zbiezny, jezeli spetniony jest warunek:

AV AV@O>MA |a,—g| >¢).

geRe>0 M neN

PrzYKLAD 13. W trzech bankach jest tacznie 7,5 bln zt. Pokaza¢, ze istnieje
bank, w ktorym jest co najmniej 2,5 bln zi.

Mg EPSGEeT Al vi o sbnsa el o 0 i - i i A ae i x sttt 11 e ity ~ &

Dowo6d (porownaj z przyktadem 6). Niech S (i) oznacza (wyrazona w bln z1) ilosé

pieniedzy W banku i, i =1, 2, 3. Przypuéémy nie wprost, ze (/\ S(i) < 2,5). Stad

s+ S(2)+S(3) <75, co przeczy zalozeniu. A zatem z prawa de Morgana
\/S(0) = 25 =
' Nie mozna bezkarnie zmienia¢ kolejnosci wystepowania réznych kwantyfika-

torow.
PRZYKLADY:
14) \/ /\ (x <y) — zdanie falszywe,
xeR yeR
AV (x <y) — zdanie prawdziwe.
yeR xeR

Stad zachodzi implikacja

\//\(x<.V)=>/\\/(x<y). =

xeR yeR YeR xeR

15) Ciaglos¢ funkcji:
A NV Alx=x0 <d=|f(x)—f(xo)l <),

£>0 xoeD é>0 xeD

ciaglos¢ jednostajna funkcji:

AV A NAlx=xol <8=1fx)—f(xo)l <).

£>0 6> 0 xoeD xeD

Wida¢ stad, ze ciaglo$¢ jednostajna implikuje ciaglo$é. m
Ogolnie, prawdziwa jest implikacja:

VASE »)=A\ ok, y).

xeX yeY yeY xeX

W przypadku kwantyfikatorow jednego rodzaju kolejnosé nie jest istotna, gdyz
prawdziwe sa ponizsze rOwnowaznosci:

V'V e, ne\VV ek, y).

xeX yeY yeY xeX
ANPE = AN S, ).
xeX yeY yeY xeX

1.7. Zadania

1. Ktéra z nastepujacych formut logicznych jest tautologia?
P=9=@=p, [P=(~prdl=q ~@P=9<pnr ~q),
[k=a Ar@=pl=p=q9, pvIPArn=(~qv ~r].




