Lista 10: Ré6wnania r6zniczkowe
Matematyka dla chemii ogélnej, 2016

1. Sprawdzié¢, czy (lub dla jakich stalych) ponizsze funkcje sa rozwiazaniami podanych réownan
rozniczkowych:

(a) y(z) =Inz, ¢y =e¥, (b) ylz) =Ce ™,y +2y=0, (c)y(z)=2>+C, zy =2y.

2. Réwnaniem rézniczkowym o rozdzielonych zmiennych nazywamy réwnanie, ktére mozna zapi-

sa¢ w postaci

d
y' = g(x)h(y) lub réwnowaznie d—y = g(x)h(y) (R)
T

Rownanie takie ma dwa typy rozwiazan:

(a) jesli dla pewnego yo zachodzi h(yy) = 0, to y(x) = yo jest rozwiazaniem réwnania.

(b) jesli gihsa ciggleih(y) # 0 dla kazdego y, to mozemy przeksztalci¢ rownanie rozniczkowe

do postaci
dy
— = g(z)dx
h(y)
i jego rozwiazanie jest postaci [ % = [g(x)dz + C, gdzie C jest dowolna staly rzeczy-
wista.

W ponizszych przyktadach wskaza¢ funkcje g i h. Metoda rozdzielonych zmiennych rozwiazac
rownania rozniczkowe, a nastepnie uwzgledni¢ warunek poczatkowy y(0) = 0:

2
1
(a) Z_i _ 7t ;‘ , (b) zy +y? =1, (¢) ysinz =ycosz, (d) % — 2y

3. Réwnaniem roézniczkowym jednorodnym nazywamy rownanie, ktore mozna zapisa¢ w postaci

dy y
(2 J
dx g(x) ()
Zakladamy, ze g(u) Z u (w przeciwnym przypadku, jesli g(u) = u dla wszystkich u, rownanie
rozwiazujemy metoda rozdzielonych zmiennych). Rownanie (J) ma dwa typy rozwiazai:

(a) jesli dla pewnego ug zachodzi g(ug) = ug, to jednym z rozwiazan jest y(x) = ug - z.

(b) przez podstawienie u(z) = ¥ przeksztalacamy réwnanie do réwnania o rozdzielonych
zmiennych, bo wtedy y(z) = zu(x) i % = u(z) + z%. Dostajemy zatem rownanie
du  g(u) —u
dr r

Stosujac powyzsze podstawienie przeksztalci¢ podane rownania rézniczkowe i rozwigzaé je:

dy 'y = dy y y y

4. Réwnaniem rézniczkowym lintowym nazywamy rownanie, ktére mozna zapisa¢ w postaci

Z—Z — A(z)y + B(z). (L)



(a) gdy B(xz) = 0, rownanie nazywamy roéwnaniem liniowym jednorodnym i rozwiazujemy
metoda rozdzielonych zmiennych. Doktadniej,

d 3
/_y = /A(:U)d:c +C, czyli y= Cel 4@z,
Y

(b) gdy B(z) # 0, to mowimy, ze (L) jest rownaniem liniowym niejednorodnym. Stosujemy
wtedy metode uzmienniania statej, ktéra wymaga dwoch krokow:
KROK 1: rozwiazujemy réwnanie jednorodne 3y’ = A(x)y, otrzymujac rozwiazanie postaci
y = Cef'@ gdzie F(z) = [ A(z)dz, a C jest dowolna stala rzeczywista.
KROK 2: przyjmujemy, ze stala C' w powyzszym rozwiazaniu jest funkcja C' = C(z) i
rozwigzanie y = C(x)ef"® wstawiamy do réwnania niejednorodnego ' = A(x)y + B(x):

C'(2)ef@ + C(2)F'(z)ef @ = A(z)C(x)e!"® + B(z).
Po uproszczeniu dostajemy réwnanie o rozdzielonych zmiennych

d
C’(x)eF(w) = B(x), czyli d_C — B(x)efF(ac).
T

Rozwiazaé¢ nastepujace rownania liniowe jednorodne i niejednorodne. Wyznaczy¢ funkcje A(z)
i B(x).

(a) y' = 4y, (b) 2y +2y =0, (¢)y +3y=0, (d) y +y =0,

@)y =doy+2z, B)ay +2y=z, (¢)y +3y=e, )y +y=2"
. Wiadomo, ze szybkos$¢ zmian temperatury 7'(¢) danego ciata jest proporcjonalna do roznicy
miedzy temperatura tego ciala i temperatura otoczenia (prawo Newtona). Zaloézmy, ze w mo-

mencie 0 cialo miato temperature 7'(0) = 100°C w temperaturze otoczenia 20°C. Po dziesieciu
minutach temperatura ciata wynosita 60°C. Po ilu minutach temperatura ciata wyniesie 25°C?

. Odwracalna reakcja chemiczna I rzedu A = B opisywana jest rownaniem kinetycznym

d
d—gty =ki(z —a)k_1x,
dla stezenia poczatkowego [A]g = a i stezenia [A] = = — a po czasie t. Wielkosci ky 1 k_y

sa stalymi szybkosci reakcji A — B i B — A, odpowiednio. Wyznaczy¢ z(t) dla warunku
poczatkowego z(0) = 0.



