KOLOKWIUM 2 - ROZWIAZANIA - GRUPA A
Matematyka dla chemii ogélnej, 15.12.2016

1. Oceni¢ wartosé¢ logiczna ponizszych zdan (prawda/falsz). Odpowiedz uzasadni¢ (powolaé sie
na twierdzenie lub wlasnos$¢ z wyktadu lub podaé¢ kontrprzyktad).

(a)

Funkcja f(z) = In(z* + 1) jest ciagla na R.

PRAWDA. Funkcja f jest ztozeniem g o h funkcji g(x) = Inz oraz funkcji h(z) = 2% +
1. Obie sa ciggle na swoich dziedzinach, wiec ich zlozenie takze jest ciagle na swojej
dziedzinie, ktora jest R (bo 22 +1 > 0).

Rownanie 28 + /2 + 3 — 2 = 0 ma przynajmniej jeden pierwiastek w przedziale (0, 1).
PRAWDA. Funkcja f(x) = 2® + v/x + 3 — 2 jest ciagla i przyjmuje wartosci przeciwnych
znakow na koncu przedziatu [0,1]: f(0) = =2 < 0, f(1) = 1 > 0. Na mocy wlasnosci
Darboux w przedziale (0, 1) istnieje przynajmniej jedno miejsce zerowe f, czyli punkt xg
taki, ze f(xg) = 0. Jest on pierwiastkiem rownania z® + 2 +3 — 2 = 0.

Kazda funkcja f: R — R jest (a) rozniczkowalna, (b) ciagta.

(a) NIEPRAWDA. Funkcja jest rozniczkowalna, jesli nie ma “kantow” ani "dziobkow”.
Latwo wyobrazi¢ sobie taka funkcje na R, ktora ma kant lub dziobek, i w tym punkcie nie

jest rozniczkowalna; np.
x>0

ZE?
(@) = =] = { —x, x<0.

(b) NIEPRAWDA. Funkcja jest ciagla na przedziale, jesli mozna ja narysowaé jednym
pociagnieciem otéwka. W naszym przypadku rozwazamy przedzial (—oo, +00). Latwo wy-
obrazi¢ sobie funkcje, ktorej nie da sie narysowaé¢ w ten sposob; np.

1, x>0
f(z)=sgn(z)=4 0, 2x=0
-1, =z <O0.

Jesli f'(xg) = 0, to funkcja f ma w zy (a) maksimum, (b) minimum.

NIEPRAWDA. Jesli f'(zg) = 0, to f moze mie¢ w xy maksimum, minimum lub punkt
przegiecia.

(a) Niech f(z) = 22 Wtedy w 2o = 0 mamy f’(z9) = 2z¢ = 0, ale jest tam minimum.
(b) Niech f(x) = —2% Wtedy w 29 = 0 mamy f’(z¢) = —2z = 0, ale jest tam maksimum.



2. Obliczy¢ granice
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Podana granica prowadzi do wyrazenia nieoznaczonego [co — oo], wiec musimy ja przeksztal-

ci¢. Stosujemy do tego mnozenie przez wyrazenie sprzezone, a nastepnie dzielenie licznika i
mianownika przez najwyzsza potege n w mianowniku.

() Jim [ne? ~ 42 +3) ~ In(e — 8)] = foo — oc] = lip In =253

z—31 z—3+t r—3
— -1
= lim In (z=3)e—1) = lim In(z —1) =In(3—1) =In2.
z—3+ r—3 z—3+

Podana granica prowadzi do wyrazenia nieoznaczonego [In0 — In0] = [oo — o], wiec musimy
ja przeksztatci¢. Korzystamy z wlanosci logarytmu Inx — Iny = In £, a nastepnie zauwazamy,
ze wielomian kwadratowy z licznika mozna zapisaé jako (z — 3)(x — 1).



3. Obliczy¢ (i uprosci¢ o ile to mozliwe) pochodne:

(a) (e*cosx + sinz — 12),

(b) [arctg (

3
zi_ 1)}/'

W przyktadzie (a) korzystamy ze wzoréw na pochodng sumy (to suma pochodnych), pochodng
iloczynu dwoch funckji: (fg) = f'g + fg' oraz faktu, ze pochodna funkcji statej jest rowna 0.

(e"cosx +sinx —12) =

(e cosx) + (sinz) + (—12)
(e®) cosx + €*(cosx)' + (sinz) + (—12)
e” cosz + e’ (—sinz) 4+ cosx + 0

e*(cosx —sinx) + cosx

W przykladzie (b) korzystamy ze wzoru na pochodng funkeji ztozonej (fog) = f'(g)- ¢, wzoru
na pochodng ilorazu (i)’ = fgg%fg oraz pochodnej arctg.

T+ 3\ 1 T+ 3\
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22 4+2x+5



4. Zbadaé przebieg zmienno$ci funkeji

_2?=5

fay ="

Wyznaczy¢ dziedzine, wlasnosci globalne, asymptoty, przedzialy monotonicznodci i ekstrema.
Naszkicowaé¢ wykres.

(a) dziedzina: w mianowniku nie moze by¢ zera, czyli x — 3 # 0. Stad D = R\ {3};

(b) miejsce zerowe: 2> —5 =0 = z = —/5 lub z = v/5;

(c) ciaglosé: na calej dziedzinie; nasza funkcja jest funkcja wymierna, a kazda funkcja wy-
mierna jest ciagla w swojej dziedzinie;

(d) rozniczkowalno$é: na catej dziedzinie: nasza funkcja jest funkcja wymierna, a kazda funkcja
wymierna jest réozniczkowalna w swojej dziedzinie;

x2—5)/_(x2—5)’(x—3)—(x2—5)(x—3)’ 2 —6r+5

x—3 (x — 3)2 T (z—3)

f(x) = (

(e) parzystosé: dziedzina funkeji nie jest symetryczna (x = —3 € D, ale —x = 3 &€ D), wiec
funkcja nie jest ani parzysta ani nieparzysta;

(f) asymptota pionowa: badamy granice prawo- i lewostronng w punkcie x = 3

. 22-—5 1
lim = {OTF

2
. xT—=95 1

S, r_ 3 :| = —|—()(>; h[[] = |:—:| = —()()7

zatem x = 3 jest asymptota pionowa obustronna

z—3— T — 3

(g) asymptota pionowa/ukosna: badamy granice w +oo (analogicznie dla —oo)

, . 2 =5 =2 oo
xl—l>r-ipoof<x) - :cl—l>r-i1:1c>o r—3 —1’1—1’5{1001—% —[ 1 } +OO,
2_5 _%
limM = limxi:lim —5 =1=1q
z—+00 z—-+00 x(gg — 3) z—+oo | — -
2_5 2_5_ 2_3
Jim () —ar) = i (S0 —w) = i TR
. 3x—5 -3
= s _zETool—g_?’ ’

Poniewaz granica f w +oo nie jest stata, wiec f nie ma w 400 asymptoty poziomej. Aby
zbadaé, czy istnieje asymptota ukosna liczymy granice @ — w naszym przypadku jest
ona skoniczona i okresla wspotczynnik nachylenia asymptoty a = 1. Badamy teraz granice
f(z) — ax, a jej warto$¢ b = 3 wyznacza drugi parametr prostej. Wnioskujemy, ze f ma w
+o0o asymptote uko$na y = x + 3. Analogicznie pokazujemy, zejest to takze asymptota w
—00.

(h) przedzialy monotonicznosci: wiemy, ze f maleje tam, gdzie f’ jest ujemna:

x> —6x+5
(z —3)?

Badajac miejsca zerowe wielomianu kwadratowego oraz szkicujgc jego wykres dochodzimy
do wniosku, ze z € (1,5) N D = (1,3) U (3,5). W kazdym z tych przedziatow funkcja f
maleje. Analogicznie, f rosnie tam, gdzie f’ jest dodatnia, czyli na przedziatach (—oo, 1)
oraz (5, +00).

fl(r) <0 < S 2 —6r+5<0< (r—1)(z—-5)<0



(i) ekstrema: minima i maksima lokalne moga pojawié¢ sie tylko tam, gdzie f'(x) = 0. Sa
zatem rozwigzaniami réwnania 22 — 6x +5 = 0, czyli + = 1 lub = 5. Aby zbada¢
charakter punktu ekstremalnego, badamy jak zmienia sie znak f’ w otoczeniu punktow
stacjonarnych. Na lewo od z = 1 pochodna jest dodatnia, a na prawo — ujemna, czyli w
tym punkcie jest maksimum lokalne; f(1) = 2. Na lewo od x = 5 pochodna jest ujemna,
a na lewo — dodatnia, czyli w tym punkcie jest minimum lokalne; f(5) = 10.

(j) wykres: wpisa¢ “plot (x~2-5)/(x-3)” na stronie www.wolframalpha.com



5. Pole sitowe chronigce stacje badawcza na Marsie ma ksztalt potsfery o promieniu R = 50m.
Znalez¢ wymiary stacji w ksztatcie walca (wysokoS¢ h i promien podstawy r) o najwiekszej
objetosci, ktéra mozna chronié¢ tym polem.

(a) (5pkt) Sprowadzi¢ problem do znalezienia najwieksze] wartosei funkeji V(h) = mR*h —
wh?, h e [0, R.

(b) (5pkt) Znalezé najwieksza wartosci funkeji V(h) = mR?*h — wh®, h € [0, R).

(a) Objetos¢ walca (stacji badawczej) dana jest wzorem
V = mr’h.
Ponadto wymiary stacji r i h sa ze soba powiazane twierdzeniem Pitagorasa:
r?+h*=R* = r*=R?-hH%
Stad dostajemy zalezno$¢ objetosci V' od jednej tylko zmiennej h:
V(h) = n(R* — h*)h = TR*h — 7h?.

Znalezienie wymiaréow stacji o najwickszej objetosci sprowadza sie do znalezienia najwiekszej war-
tosci funkcji V' przy zalozeniu, ze h jest nieujemne (jako dtugosc¢). Ponadto h nie moze przekroczyé
promienia pola sitowego, wiec szukamy najwiekszej wartosci V' dla h € [0, R).

(b) Funkcja f ciagla na przedziale domknietym [a,b] i rozniczkowalna na (a,b) przyjmuje swoja
najwieksza wartos¢ albo w punktach stacjonarnych (tam, gdzie f'(x) = 0), albo na brzegu przedziatu.
Musimy zatem najpierw znalez¢ punkty stacjonarne funkcji V:

2 2 2
V'(h) =7R*—3nh*=0 < h2:]§ & h:,/ilubh:—,/i.

Drugie 7z rozwiazan odrzucamy, bo h ma by¢ dodatnie. Zatem jedyny punkt stacjonarny to h = %.

Obliczamy teraz wartosci V' w punktach hy = 0, hy = % i h3 = R i wybieramy najwieksza z

nich:
1

3

R 2 2v/3
R)— = —"_nR*="""7R3 V(hs) =0.
VBT 3" 3 (ha)

7R3 jest osiggana przy wymiarach

V(hl) = 0, V(hz) = W(RQ -

Najwigksza wartosé V,, = 242

hm:fairm:m:@g



