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1. Zaªó»my, »e µ∗ jest miar¡ zewn¦trzn¡ na X, a zbiór B ⊂ X speªnia warunek Carathéodory'ego`:

µ∗(Y ) = µ∗(Y ∩B) + µ∗(Y \B) dla dowolnego Y ⊂ X.

Uzasadni¢, »e wówczas dla A ⊂ X, A ∩B = ∅ zachodzi

µ∗(Z ∩ (A ∪B)) = µ∗(Z ∩ A) + µ∗(Z ∩B) dla dowolnego Z ⊂ X.

2. Zaªó»my, »e µ∗ jest miar¡ zewn¦trzn¡ na X, A,B ⊂ X. Wykaza¢, »e je±li µ∗(B) = 0, to

µ∗(A ∪B) = µ∗(A ∩ (X \B)) = µ∗(A).

3. Udowodni¢, »e je»eli w de�nicji miary zewn¦trznej µ∗ usuniemy warunek µ∗(∅) = 0, to nie
istniej¡ zbiory mierzalne w sensie Carathéodory'ego.

4. Niech X 6= ∅ i niech

µ∗(A) =

{
0, gdy A = ∅,
1, gdy A 6= ∅.

Pokaza¢, »e µ∗ jest miar¡ zewn¦trzn¡ na X i znale¹¢ σ-ciaªo zbiorów mierzalnych w sensie
Carathéodory'ego. Czy µ∗ jest miar¡ na P(X)?

5. Niech X = {1, 2, 3, 4}. Czy funkcja

µ∗(A) =

{
0, gdy A = ∅∏

a∈A a, gdy A 6= ∅

jest miar¡ zewn¦trzn¡ na X?

6. Dla podanej funkcji µ∗ : P(X)→ [0,+∞] pokaza¢, »e µ∗ jest miar¡ zewn¦trzn¡.

(a) X = N, µ∗(A) =


0, gdy A = ∅,
1, gdy A 6= ∅ ∧ A 6= X,

2, gdy A = X.

(b) X = N, µ∗(A) =

{
|A|

1+|A| , gdy A jest sko«czony,

1, gdy A jest niesko«czony,

gdzie |A| oznacza ilo±¢ elementów zbioru A.

(c) X = R, µ∗(A) =


0, gdy 0, 1 /∈ A
1
2
, gdy 0 ∈ A ∧ 1 /∈ A

1, gdy 1 ∈ A

(d) X 6= ∅ dowolny, Y ⊂ X, µ∗(A) =

{
0, gdy A ∩ Y = ∅
π, gdy A ∩ Y 6= ∅

Dla przykªadów (a) i (b) wyznaczy¢ σ-ciaªo zbiorów mierzalnych w sensie Carathéodory'ego.


