KOLOKWIUM 2
WRAIT 1, 16.01.2018

1. Czy ponizsze obiekty istnieja? Odpowiedz krotko uzasadnic.

(a) funkcja Lipschitzowska f : R — R, ktorej ztozenie f? = f o f nie jest Lipschitzowskie?
(b) podzbior R borelowski, ktory nie jest otwarty ani domkniety?

(c) funkcja borelowska f : R — R taka, ze jej czes¢ dodatnia fT = max{f,0} nie jest
borelowska?

(d) podzbior R mierzalny wzgledem miary Lebesgue’a, ktérego wnetrze ma miare 1, a do-
mkniecie — miare oo?

(e) funkcja prosta-nieujemna f: R — R taka, ze f <71 f[—2,2] fd\ = o0?
2. Sprawdzi¢, czy odwzorowania

(a) f:(R%dr) > (z,y) > 5 € (R,dp);
(b) f:(R,dg) > x> cos(2z) — 7 € (R,dp)

sa jednostajnie ciagle, spelniaja warunek Lipschitza, sa kontrakcjami? Jesli odwzorowanie
okaze sie kontrakcja, zbadaé istnienie punktu statego. dr oznacza metryke takséwkowa.

3. Zbada¢ zbieznos¢ punktowa i jednostaja na zbiorze X = [0, 1] ciagu funkcji (fy)nen, gdy
(a) folz) = 251,
_ nz®-10
(b) falz) = 27

4. Na przestrzeni mierzalnej (N, P(N)) definiujemy funkcje
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Sprawdzi¢, czy pu jest miara.

5. Definiujemy zbiory B,, = (n,n + %) CR,n €Ny iB={J,y, Bn oraz funkcje

15

f(z) = a1, ().

n=1
(a) Uzasadni¢ mierzalno$¢ zbioru B wzgledem miary Lebesgue’a A i obliczyé¢ A\(B).

(b) Uzasadni¢, ze f jest mierzalna, nieujemna funkcja prosta oraz obliczy¢ catke fdA.
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