
KOLOKWIUM 2

WRAiT 1, 16.01.2018

1. Czy poni»sze obiekty istniej¡? Odpowied¹ krótko uzasadni¢.

(a) funkcja Lipschitzowska f : R→ R, której zªo»enie f 2 = f ◦ f nie jest Lipschitzowskie?

(b) podzbiór R borelowski, który nie jest otwarty ani domkni¦ty?

(c) funkcja borelowska f : R → R taka, »e jej cz¦±¢ dodatnia f+ = max{f, 0} nie jest
borelowska?

(d) podzbiór R mierzalny wzgl¦dem miary Lebesgue'a, którego wn¦trze ma miar¦ 1, a do-
mkni¦cie � miar¦ ∞?

(e) funkcja prosta-nieujemna f : R→ R taka, »e f ≤ 7 i
∫
[−2,2] fdλ =∞?

2. Sprawdzi¢, czy odwzorowania

(a) f : (R2, dT ) 3 (x, y)→ x+y
2
∈ (R, dE);

(b) f : (R, dE) 3 x 7→ cos(2x)− 7 ∈ (R, dE)

s¡ jednostajnie ciagªe, speªniaj¡ warunek Lipschitza, s¡ kontrakcjami? Je±li odwzorowanie
oka»e si¦ kontrakcj¡, zbada¢ istnienie punktu staªego. dT oznacza metryk¦ taksówkow¡.

3. Zbada¢ zbie»no±¢ punktow¡ i jednostaj¡ na zbiorze X = [0, 1] ci¡gu funkcji (fn)n∈N, gdy

(a) fn(x) =
x(x−1)

n3 ;

(b) fn(x) =
nx3−10
nx+7

.

4. Na przestrzeni mierzalnej (N,P(N)) de�niujemy funkcj¦

µ(A) =


0, A = ∅,∑
n∈A

1

2n
+
∑
n 6∈A

1

3n
, A 6= ∅.

Sprawdzi¢, czy µ jest miar¡.

5. De�niujemy zbiory Bn = (n, n+ 1
n
) ⊂ R, n ∈ N1 i B =

⋃
n∈N1

Bn oraz funkcj¦

f(x) =
15∑
n=1

[x]21Bn(x).

(a) Uzasadni¢ mierzalno±¢ zbioru B wzgl¦dem miary Lebesgue'a λ i obliczy¢ λ(B).

(b) Uzasadni¢, »e f jest mierzaln¡, nieujemn¡ funkcj¡ prost¡ oraz obliczy¢ caªk¦

∫
[0,6]

fdλ.


