Rozwigzania Kolokwium 1
WRAIT 1, 28.11.2017r.

ZADANIE 1.

(1) TAK, domkniecie dowolnego zbioru jest zbiorem domknietym.

(2) TAK, A jest nigdziegesty <= IntClA = § L4 It Cl(Cl1A) = 0

Cl A jest nigdziegesty.

(3) NIE, zbior {0} w przestrzeni (R, dg) jest sp6jny, ale nie jest otwarty.

(4) NIE, funkcje ciggte przenosza wlasnosé spojnosci (obraz zbioru spdjnego przez
funkcje ciagta jest spojny), zbior X jest spojny, a Y nie jest (bo (—oo, —2)
i (2,00) sa otwarte, roztaczne i sumuja sie do catego zbioru). Analogiczne
rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla zwartosci.

ZADANIE 2.
(a) Sprawdzmy kolejno warunki z definicji metryki.
(1) Dodatnia okreslonosé. 7 okreslenia p mamy, ze p(x,y) = 0 jesli z = y i

p(z,y) > 1dlaz#y.
(2) Symetria. Wyrazenie definiujace p jest symetryczne ze wzgledu na x oraz y:

jesli x = y to p(z,y) = 0 = p(y,x), jesli x # y to wynika to z wlasnosci
modutu |- |.

(3) Warunek tréjkgta. Wezmy dowolne punkty z,y, z. Jesli dowolne dwa z tych
punktow sg sobie rowne to nierownosé p(z,y) < p(z, z2)+p(y, z) jest oczywista.
Pozostal do rozwazenia przypadek, gdy sa parami rézne. Mamy

p(x,y) =1+ |z1 —y1| + |22 — 12
<1+ (leg — 21|+ |21 — w1]) + (Jx2 — 22| + |22 — y2|)
<+ [z — 2|+ |z2 — 22f) + (L4 |y1 — 21| + |y2 — 22])
= p(@,2) + p(y, 2).

(b) Mamy K((0,0),3) = {(0,0)}, kula K((0,0),3) jest réwna kuli o srodku (0,0) i
promieniu 2 w metryce taksowkowej (patrz rysunek).
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ZADANIE 3.

(a) NIE, zauwazmy, ze dla zadnego r > 0 kula K((0,0),r) nie zawiera sie w zbiorze
(patrz rysunek).

(b) TAK, poniewaz dopelnienie jest otwarte (wokot kazdego punktu dopelnienia znaj-
dziemy malg kulke, ktora zawiera sie w dopekieniu). Potencjalny problem mogty-
by stanowi¢ jedynie punkty o wspotrzednych catkowitych, ale one nie naleza do
dopelnienia. Inaczej mozna to uzasadnié¢ stwierdzajac, ze zbior zawiera wszystkie



RyYSUNEK 1. Kula K((0,0),r) nie zawiera sie¢ w A dla zadnego r > 0.

granice ciggéw swoich elementow (jedyne zbiezne ciagi liczb z tego zbioru to ciagi
od pewnego miejsca state lub ciagi zbiezne do liczb catkowitych).

(¢) NIE, poniewaz jest to zbior nieograniczony (znajdziemy punkty, ktore sa od siebie
dowolnie daleko, np. dg(3,3") = 3" —3 — oo gdy n — o0). W przestrzeniach
euklidesowych z metryka euklidesowa zbiér jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy
jest domkniety i ograniczony.

(d) NIE, w metryce dyskretnej kazdy zbior jest domkniety, to mamy Cl1Q = Q # R.

ZADANIE 4. 7 definicji brzegu mamy
BdA=ClA\Int A, Bd(Cl1A) = CI(Cl1A) \ Int(ClA) = C1 A \ Int(Cl A),

bo CI(ClA) = Cl A. Oczywiscie A C Cl A, czyli Int A C Int Cl1 A, co implikuje

ClA\Int A D ClA\ Int(ClA).

Kontrprzyktadem dla przeciwnej inkluzji jest A = Q w przestrzeni (R,dg). Mamy

BdQ =R, ale BdIntQ = Bd () = 0.

ZADANIE 5.

(a) Sprawdzmy, ze przeciwobraz dowolnego zbioru otwartego jest otwarty. Wystarczy
sprawdzi¢, ze przeciwobraz dowolnej kuli (odcinka) jest otwarty. Ale dla dowolnego
odcinka (a,b) mamy f~![(a,b)] = R x (a,b). Ten zbior jest otwarty jako suma kul
(w zaleznosci od tego, czy 0 € (a,b) albo kul postaci {c} x (a,b), albo kul postaci
{c} x (a,b) i kul jak w metryce taksowkowej o srodkach na osi y = 0, patrz
rysunek). Funkcja nie jest roznowartosciowa, wiec nie jest homeomorfizmem.
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(b) Poniewaz metryka euklidesowa jest rownowazna z metryks taksowkowa, to wy-
starczy sprawdzi¢ ciagtos¢ funkcji z (R,dg) do (R,dg). Skorzystamy z definicji
ciagowej: wezmy (Zn,yn) — (z,y), jest to rownowazne zbieznosci po wspolrzed-
nych z, — z, y, — v, czyli mamy f(zp,yn) = (Tn,Tn + yn) — (T, +y) =
f(z,y), co implikuje ciagtos¢. Funkcja jest homeomorfizmem: tatwo sprawdzié, ze
[z, y) = (x,y—x) jest funkcja odwrotna i jest ona ciaglta (argument jak wyzej).
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