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ZADANIE 1.

(1) TAK, domkni¦cie dowolnego zbioru jest zbiorem domkni¦tym.

(2) TAK, A jest nigdzieg¦sty ⇐⇒ IntClA = ∅ ClClA=A⇐⇒ IntCl(ClA) = ∅ ⇐⇒
ClA jest nigdzieg¦sty.

(3) NIE, zbiór {0} w przestrzeni (R, dE) jest spójny, ale nie jest otwarty.
(4) NIE, funkcje ci¡gªe przenosz¡ wªasno±¢ spójno±ci (obraz zbioru spójnego przez

funkcj¦ ci¡gªa jest spójny), zbiór X jest spójny, a Y nie jest (bo (−∞,−2)
i (2,∞) s¡ otwarte, rozª¡czne i sumuj¡ si¦ do caªego zbioru). Analogiczne
rozumowanie mo»na przeprowadzi¢ dla zwarto±ci.

ZADANIE 2.

(a) Sprawd¹my kolejno warunki z de�nicji metryki.
(1) Dodatnia okre±lono±¢. Z okre±lenia ρ mamy, »e ρ(x, y) = 0 je±li x = y i

ρ(x, y)  1 dla x 6= y.
(2) Symetria. Wyra»enie de�niuj¡ce ρ jest symetryczne ze wzgl¦du na x oraz y:

je±li x = y to ρ(x, y) = 0 = ρ(y, x), je±li x 6= y to wynika to z wªasno±ci
moduªu | · |.

(3) Warunek trójk¡ta. We¹my dowolne punkty x, y, z. Je±li dowolne dwa z tych
punktów s¡ sobie równe to nierówno±¢ ρ(x, y) ¬ ρ(x, z)+ρ(y, z) jest oczywista.
Pozostaª do rozwa»enia przypadek, gdy s¡ parami ró»ne. Mamy

ρ(x, y) = 1 + |x1 − y1|+ |x2 − y2|
¬ 1 + (|x1 − z1|+ |z1 − y1|) + (|x2 − z2|+ |z2 − y2|)
¬ (1 + |x1 − z1|+ |x2 − z2|) + (1 + |y1 − z1|+ |y2 − z2|)
= ρ(x, z) + ρ(y, z).

(b) Mamy K((0, 0), 12) = {(0, 0)}, kula K((0, 0), 3) jest równa kuli o ±rodku (0, 0) i
promieniu 2 w metryce taksówkowej (patrz rysunek).
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ZADANIE 3.

(a) NIE, zauwa»my, »e dla »adnego r > 0 kula K((0, 0), r) nie zawiera si¦ w zbiorze
(patrz rysunek).

(b) TAK, poniewa» dopeªnienie jest otwarte (wokóª ka»dego punktu dopeªnienia znaj-
dziemy maª¡ kulk¦, która zawiera si¦ w dopeªnieniu). Potencjalny problem mogªy-
by stanowi¢ jedynie punkty o wspóªrz¦dnych caªkowitych, ale one nie nale»¡ do
dopeªnienia. Inaczej mo»na to uzasadni¢ stwierdzaj¡c, »e zbiór zawiera wszystkie
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Rysunek 1. Kula K((0, 0), r) nie zawiera si¦ w A dla »adnego r > 0.

granice ci¡gów swoich elementów (jedyne zbie»ne ci¡gi liczb z tego zbioru to ci¡gi
od pewnego miejsca staªe lub ci¡gi zbie»ne do liczb caªkowitych).

(c) NIE, poniewa» jest to zbiór nieograniczony (znajdziemy punkty, które s¡ od siebie
dowolnie daleko, np. dE(3, 3n) = 3n − 3 → ∞ gdy n → ∞). W przestrzeniach
euklidesowych z metryk¡ euklidesow¡ zbiór jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy
jest domkni¦ty i ograniczony.

(d) NIE, w metryce dyskretnej ka»dy zbiór jest domkni¦ty, to mamy ClQ = Q 6= R.
ZADANIE 4. Z de�nicji brzegu mamy

BdA = ClA \ IntA, Bd(ClA) = Cl(ClA) \ Int(ClA) = ClA \ Int(ClA),
bo Cl(ClA) = ClA. Oczywi±cie A ⊂ ClA, czyli IntA ⊂ IntClA, co implikuje

ClA \ IntA ⊃ ClA \ Int(ClA).
Kontrprzykªadem dla przeciwnej inkluzji jest A = Q w przestrzeni (R, dE). Mamy
BdQ = R, ale Bd IntQ = Bd ∅ = ∅.
ZADANIE 5.

(a) Sprawd¹my, »e przeciwobraz dowolnego zbioru otwartego jest otwarty. Wystarczy
sprawdzi¢, »e przeciwobraz dowolnej kuli (odcinka) jest otwarty. Ale dla dowolnego
odcinka (a, b) mamy f−1[(a, b)] = R× (a, b). Ten zbiór jest otwarty jako suma kul
(w zale»no±ci od tego, czy 0 ∈ (a, b) albo kul postaci {c} × (a, b), albo kul postaci
{c} × (a, b) i kul jak w metryce taksówkowej o ±rodkach na osi y = 0, patrz
rysunek). Funkcja nie jest ró»nowarto±ciowa, wi¦c nie jest homeomor�zmem.

(b) Poniewa» metryka euklidesowa jest równowa»na z metryk¡ taksówkow¡, to wy-
starczy sprawdzi¢ ci¡gªo±¢ funkcji z (R, dE) do (R, dE). Skorzystamy z de�nicji
ci¡gowej: we¹my (xn, yn) → (x, y), jest to równowa»ne zbie»no±ci po wspóªrz¦d-
nych xn → x, yn → y, czyli mamy f(xn, yn) = (xn, xn + yn) → (x, x + y) =
f(x, y), co implikuje ci¡gªo±¢. Funkcja jest homeomor�zmem: ªatwo sprawdzi¢, »e
f−1(x, y) = (x, y−x) jest funkcj¡ odwrotn¡ i jest ona ci¡gªa (argument jak wy»ej).
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