LEKS - WYZNACZ

ORYTM SIMP AN

5. :RP'](‘;OS'CI NAJWIEKSZEJ (NAJMI’VlEJSZE;;

W UNKCII LINIOWEJ NA WIELOSCIANIE
F WYPUKLYM

5.1. SFTORMULOWANIE PROBLEMy

Bezposrednim zastosowaniem teorii ukladéw pje
liowych jest problem wyznaczenia wartodci najwiek:
mniejszej) liniowej funkcji wielu zmiennych, ktéra jest
na wieloscianie! wypuklym 2.

Formalnie problem ten mozna sformutowa¢ nastepujgco?:

-wyznaczy¢ wartos¢ najwicksza (najmniejsz 2 liﬂiOIWej

TOWnogci
$2¢) (naj-
okr eslona

funkcji n zmiennych postaci:
f(x,3y,0x,) =0x, +6x, 4+, x, (4.28)
lub w zapisie macierzowym
f(x)=c'y, (4.29)
gdzie

T X € R
¢ =
[CI,CZ,...,C"]; X—[xl,xa,---: ]T ’
2 n

"2 Niepustym 7 : :
uklady nieréwm;c(;m:e.%’ kdry zawiera wszystkie rozwiazania
Iniowych o nieujemnych sktadowych tzn.

Zbiér X ni ;

2 1€ my .

Zadanj, P10blem Okreélo:: bfz;ak d.:"ej Zauwazymy - wielogcianem wypukiy™

Matematy . ,aln°f”aﬂia IiniowmmI (.4‘?9) - (4.30) nosi w literaturze naz¢

liniowegy, + Z2imuje sig o; P 1 jego rozwiazywaniem obok and'”
"M dyscypling - Teoria ngramowama
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%_-;{x: xeR"AAbeszo} (430,

W dalszych rozwazaniach uwzglednimy tylko te fragmenty
i ezh@d“ej do z;ozumiepia i ana‘lizy 'tego problemu wiedzy, ktéré
W szczegdInosci powoli odpowiedzie¢ na trzy podstawowe py-
tfmgzy sformutowany przez nas problem posiada w ogéle roz-
7. Jezeli tak, to czy istnieja w zbiorze ¥ jakies szczegdlne
punkty, W ktérych funkcja f(x)=¢"x moze osiagna¢ swa
warto$¢ najwieksza (najmniejsza)?
3. Jezeli takie punkty istnieja, to jak te punkty zbioru ¥ wy-
znaczy¢?

Reasumujac, nalezy wigc odpowiedzie¢ na trzy pytania: czy to
czego szukam istnieje?, jezeli tak, to gdzie? i - jak to co istieje,
malezé?

Pozytywnej odpowiedzi na wszystkie te pytania mozna
udzieli¢ w oparciu o nastepujace twierdzenia:

430tw. Funkcja wielu zmiennych f(x) okreslona i ciagla na

domknigtym i ograniczonym zbiorze D c R” osiaga na
tym zbiorze swa warto$§¢ najwigksza to znaczy, ze
istnieje punkt x, € D taki, ze

F(x))=Nw f(x);

oraz osiaga na tym zbiorze swa wartos¢ najmniejsza, to
znaczy, iz istnieje punkt x, € D taki, ze

f(xz)=1)£'gf(X)-

Twi . ; o ie pierwsze,
Wierdzenie 4.30 daje pozytywna odpowiedz na pytanie p e

OWiem funkcja liniowa f(x)=c"x jest ciagla dla X€ K,
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odzbiorze X =D € R", jezeli oo

jest ciqg*éa ‘r"oﬁgzy:]ﬁ Ek{adu nieréwnps’ci jest Jwic[l:)gi?:nzbmr X
jako zbi tL jest on domknigty i ograniczony. Powstaj, WIEm )
Pm’i P.'/ta“ie’ co bedzie gdy Zr? g Jest nieogfanic:o‘: -
Ficloiciennym zbiorem Wypuklym? W tym przypagy ° fonm
spetnione jedno Z zalozen tw. 4.30, ale t¢ kwestig Pozwo| Jest

¢ . y I
strzygnaé nastepne twierdzenie. fog.

431 tw. Jezeli funkcja liniowa f(X)=¢"x osigga g,
wartoé¢ najwigksza (najmniejsza) na domkp;
wypuktym zbiorze ¥ o skonczonej liczbie Wie
kow, to wartos¢ t¢ osiaga W przynajmniej
punkcie wierzchotkowym zbioru .

r‘1(32()11;1
etym |
rZchol-
Jednym

Sens twierdzenia 4.31 jest nastgpujacy - jezeli funkcja
f(x)=c"x osiaga skoriczong warto$¢ najwigksza rowna M n
zbiorze X tzn. M= Nlrf(x), to M=f(x]"), gdzie x; jest jed-

nym z wierzchotkdw zbioru X
Podobng interpretacje mozna podaé dla wartosci najmniej-
sz¢j - jezeli m= Nmf(x) to m=f(x}), gdzie x} jest rowniez

jakim§ wierzchotkiem zbioru % (nie musza to by¢ oczywiscie
Wierzcholki sasiednie). Czytelnikowi pozostawiamy odpowiedz na
Pytanie, czy moze by¢ x = x*?

Twierdzenie 43] odpowiada na pytanie drugie, w jakich pun-

(,sia::l:':m 7: okreslonego przez warunek (4.30) funkcja ]iniow§
czym 7bi()rq ; :i"cm”?_Wartoéc’ najwigksza (najmniejsza), P&
Twierdzenie 4 3 © MUSt juz byé zbiorem ograniczonym.
tanic, - Posrednio odpowiada réwniez i na ostatnie PY

bowi TS
D et bioppy k2N punkty sq wierzcholkami zbiord %
, i tego zl;f)zw.mﬁ ukladu nierownosci liniOW}'?h’ Zz'
M2t baggyycy o1 POtrafimy wyznaczyc na podstawie 7

Ch 0 niey; ) .
fwemnych skladowveh réwnowaznego
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i wnafi, to 0Znacza wigc, ze wiemy €zego nalez,

d k& Y szukac i jak
W ety robic.

to N

Wyznaczy¢ wartos¢ najwigksza oraz wartogé najmnie;-

2. pri. .
432.P sza, funkeji f(x;,%,) =3x, - x, (albo w zapisie macie-

x
rzowym f(x)=[3 —I]L' ]) na zbiorze
2 1 7
X ={x: xeR A|-2 1 \:x‘]s 31 A x20}.
2 -5 |

7biér % jest ograniczonym i domknigtym zbiorem rozwiazan
ukladu nieréwnosci z przykladu 4.18 (por. rys. 4.20), a wierz-
chotki tego zbioru okreslajg wektory:

s B

Na mocy twierdzenia 4.30 badana funkcja osiaga swa wartos¢ Qaj—
wigksza i warto$é najmniejsza w zbiorze X, zas na mocy twier-
dzenia 4.31 punktami gdzie si¢ to dzieje sa wierzchotki zbioru ¥
Obliczmy wigc, wartosci funkcji w kolejnych wierzehotkach:

fa)=[3 —llmw; F)=3 llm}’
1 .
Te)=[3 —llm=8; f)=3 —l]H*l'

f(&)=[3 4][2]:4.



16 109

Zatem, najwigksZa wartos¢ 6wna 8 osiaga badan, fu

mniejszej (najwigkszej) w zbiorze . Schemat postepo-

i . Ca Lt naj ‘
Y= . w punkcie o w. oic _
w wierzchotku X; =1, tzn. W p Spolrzedn!mh %53 ivania w algorytmie simpleks zaprezentowany zostal na rys. 4.24,
x. =1, 288 najmniejsza warto$¢ rowna (-3) osiaga w wierzchq{k Schemat blokowy postgpowania w algorytmie simpleks
. u
e [OJ zn, w punkeie 0 wspolrzednych x, =0, x, = 3.
| : Zapisaé problem wyjéciowy w postaci

Czytelnik w podobny _sp_oséb moze Wyznaczy
najmniejsza Oraz wartos¢ najwigksza funkcji f£( XX,
na zbiorze ¥ z przykladu 4.32 oraz dla obu tych funkg;
sbiorach %, bedacych rozwigzaniami ukladéw n
z przyktadéw analizowanych w rozdziale 4.

. Wanl)s'c' modelu simpleks

), = z_xl tx,
1na ]nnych
leréWnOs'ci

Wynaczy¢ poczatkowe (startowe)
rozwigzanie bazowe ukiadu réwnan
i zapisa¢ je w tabeli simpleks

5.2. ALGORYTM SIMPLEKS

'Agaliza r_lier(?“'moéci przykiadu 4.32 nasuwa jednak pewne T f,,ﬁ;::ﬁﬁ:;&?::f:;i N
pytania 1 qupllWOSCl np: wierz;holeklzbioru X': w ktérym liniowa
. -¢zy zawsze nalezy dokonywaé przegladu wszystkich e (s ot
wierzchotkéw w zbiorze X? (wiemy jak jest to klopotliwe przy
wigkszej niz dwie liczbie niewiadomych); " o
o w 4aiu sposo_b pozna¢ i rozstrzygnagé, ze dana funkcja linio- . bayzlorr:z Zopr‘l:i']iéimtt’::“
rn:'“c 0siaga ;la zbiorze X swej skoniczonej wartosci najwigkszej symiere wekioshe ba:-e.mgc_ -
1 I3 z " .y . r warantu, @ QOrsza w.
meig:ﬂz;?n)y MOZI‘IH SIQ domyslac, ®© Zb]Ol’ % JBSt WOWCZS ?unkcn m}ziw poprzgdmm wierzchotku
(najm;i‘::z'y funkcj.a Ii{}iowa moze osiggnaé wartos¢ najwigkszi Rys. 2.24,
Ol i jednym punkeie zbioru 3 ?
procedur nmg:y::ﬂ;" Pytania uzyskamy postugujac si¢ peW™ gomt"Wlmy dalej bardziej szczegdlowo kolejne fragmenty tego
Zwang algoryt impleks Si¢powania.
Algo : . gorytmem simpleks. ) ]
wala doEo;:: émki;nmtpl;:ks Jest to procedura numeryczna, ktora Pozh : _
Wierzcholk gy 7bior::) ;“Pnego przegladu tylko czgsci kol_eJ'ﬂYC , - Zapisanie problemu w postaci modelu simpleks.
liniowa funkcja £ o ! dla kazdego z nich pozwala ocenic cz_y' 'Z poprzedniego rozdziatu wiadomo, ze aby mozna bylo
Wickszz; albg Slwie?:;q%ng.}a juZ swa wartos¢ (najmniejsza) "ajr O:(.reshé wierzcholki zbioru ¥ rozwiazan ukladu nieréwnosci, na-
4% 2¢ funkcja ta nje osigga skofczone) Wi %Y uklad nierdwnosci sprowadzi¢ do réwnowaznego ukfadu

ownap s i A )
- Wnaii, dotaczajac do kazdej nierownosci niewiadome swobodne

Scanned by CamScanner
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y, i ewentualnie, jezeli zachodzita koniecznoge, 1,
czne f,. Wszystkie te nowe niewiadome muszg
nione jako nowe zmienne w liniowej funkcjj 7
funkeji f(X, %o f,) i funkcji liniowej g, kigpei OWng;j Sumj,
(zmiennymi) sa wiasnie dolgczone niewiadome, prjz argumemam.]
- wspolezynniki przy kazdej niewiadomej SwgbCZYm:
zawsze rowne Zero, Odnej ¥,
-jezeli pojawiaja si¢ niewiadome sztuczne ¢ t
czynniki przy tych miemych przyjmuja wartogcj rér\,m: Wsp.
przypadku wyznaczenia w.arto-s'ci najwigkszej funkcji f za(;
gdy poszukujemy wartosci najmniejszej funkcji £, prz;z Cs (+
jest dowolnie duzg liczbg dodatnia. am M
. wiatem przy wyznaczeniu wartosci najwiekszej, funk,

leW]ad o
o e g

: Z
Z0stag ZgI;L

W

f(x,%y,0,%,) =0 +6,x,+...+C, X,
zamieniamy na funkcje f postaci:

f(x“xzy_‘_,x‘,yl,yz,...,ym,tl,...,1‘*)=f(x,,xz;-..,xn)+
REA8 715 YO TN N A T

=6x+ox+o+cx, +0y, +0y,+...+ Oy, — M, — M+ + (=M
bad? w zapisie macierzowym:

f(x,y,t)=CTx+ﬂTt+(—M)jTt-

Przy wyznaczaniu wartoe

. H . . . . S .. wa.fza_
micniamy na funkeje 7, g dl najmniejszej, funkcjg linio

zie;

f(x1 X
s z,...,x,.y}’l,yz,_..,y t
+g(y],y2,‘”ym"|"'.’*)=M9 |s-..,l,,)—f(x},xz,...,x")+

CX.4r v
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 w zapisie WeKtorovy

Fxy,H= C'x+0"t+Mj't.

unkeje /1 J S4TOWRe

f(xpxz”"’x”) = f(xl’XZ""’xn’yl’y25""ym=t\7""tk) (4.31)
‘ezeli zmienne funkcji f okreslaja rozwiazanie réwnorwaznego
Ju]dadu rowna, ktére wyznacza wektor x =[x, X3 x 1 e
Model simpleks jest 10 taki zapi§ zada_nia‘ wy]écmv\’rego (4.;9-
430) w ktorym uklad nierdwnosci zamieniono na Townowazny
uklad rownan, a liniowa funkcjg f zastapiono funkcja f, w ktérej
uwzglednia si¢ wszystkie nowe niewiadorr}e te_go ukladu (jako
nowe zmienne) Z odpowiednimi wspolczynnikami.

2. Wyznaczanie startowego rozwiazania bazowego i zapis tego
rozwiazania w tablicy simpleks

Startowe rozwiazanie bazowe wyznaczamy dla modelu sim-
pleks zgodnie z zasadami omowionymi W rozdziale 4. Rozwiaza-
nie to i wszystkie nastgpne zapisujemy W odpowiedniej tablicy tw.
tabeli simpleks, ktora budujemy wedtug nastgpujacego schematu:

Tablica ll
| P 1
N Niewiad, | %X, YiooYa foety | Wart | Wart
T0zwiaz. | o# | Baza| bazowe PreP oo Prens Py nt::ei\;_ knyt.
o e

- ‘ i - S‘e
= . )
iAJ—z,—", “Lll' .
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: ies budowana p;
¢ tablica 11 jest to rozbudg hieco,
Jak widac pisu kolejnych rozwigzan bazowych, ta ll‘izy‘*fana

dotychezas 10 74 ziale 4. Nowe fra, -1 jy
postugiwalismy s w rozdziale 4. Nowe fragmenty tabey; ) o &

- dodatkowa kolumna W bocz‘ku tabeli' = ch Zawien,
wspolczynniki stojace Przy tych zmiennych liniowe funkcj.-“@
ktore w ukladzie rownan WYStQ’PuJaLJakO ﬂ}eW'ladome baZOwe.- g,

- dodatkowy (zerowy) wiersz W gléwee tabelj paq o
domymi ukladu rowna, zawierajacy wspolezynniki stojace Wig.
zmiennych w liniowej funkcji f (niewiadome uklady réwnaz ;
tu bowiem jednoczesnie zmiennymi albo inaczej argummtas-
funkeji /). o

- dodatkowy m+1 wiersz (pod catq tabelg) ktéry zawier, tak
zwane wskazniki optymalnosci A | obliczane dla kazdego we e
ra p, odpowiadajacego niewiadomym uklady réwnan (afbg
zmiennym funkcji f ). Ostatni element w tym wierszy jest rowny
wartosci funkcji / w punkcie wierzchotkowym Wyznaczonym
przez to rozwiazanie bazowe.

3. Sprawdzenie, €Zy Wyznaczone rozwigzanie bazowe okregla
w:’efzchol'ek, w ktérym badana funkcja osiaga swa skonczona war-
10SC najwiekszg (najmniejsza).

pozwaT;'m sfonqu%ujﬁmy twierdzenje 2z ktérego wynika kryterium
et S Hierdzic czy postepowanie numeryczne mozna za-

koficzyé, ezy nalegy i ) , :
Pujace r)maczenia;zy Je kontynuowag dalej, wprowadzimy naste-

Niech ¢ Lo
Y. O7nacza jakig Wierzcholek w zbiorze ¥ wyzna-
czony na 1 ¥ (]
- podstawije 10zWiazania by owego b'e o bazic B, 228
L kokj"}’ Wier; y
&h()lek zbiom 4 _
: ¥ wyznac 7 sasiedni¢
MO ZWigzanie bezowe x”J Wyznaczony przez sas

y’|,. "iazane z bazg B Niech dalej baza

Bn mwsta'
J¢ 2 bagy pr zy
T26Z Wymiane ; 1y
Wymiang Jednego wektora, przy ¢Z™
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wektora "opuszczajacego” bazg wchodzi do bazy B

" miejsce
wektol' P, B
[x'} i Fﬂ] sg sasiednimi i iami b
Jezeli| | 1|, rozwigzaniami ba-
4'33 - B B" ‘
zowymi okre§lajacymi kolejne wierzcholki x, i x|
w zbiorze %, to zmiana wartosci .funkcji liniowe;
(4.29) przy przejéciu z wierzcholka x, do wierzchotka
X, Wynosi:
A = f(x,)-f(x,)=-0,(z,~¢c)) (4.32)
gdzie:

0> 0 jest wartoscig zmiennej zwiazanej z wektorem p, w bazie
B”; B

¢, - wspotczynnik liniowej funkcji f przy zmiennej (niewiado-
mej) zwiazanej z wektorem p ;

Z, - suma, ktorej sktadnikami sg iloczyny elementow tworzacych
kolumng ¢ (wspétezynniki funkeji liniowej przy niewiadomych
bazowych) przez odpowiednie wspolrzgdne wektora p, w bazie
B

W zapisie wektorowym z , mozna przedstawi¢:

z,=(c") o’ (433)

&dzie o jest wektorem wspétrzednych wektora p, w bazie B'.

Zatem we wzorze (4.32) znak Af zalezy tylko od roznicy
%=c,: gdzie ¢ ; - Jest dane, a z, - latwo mozna obliczy¢ na pod-
Mawie wzoru (4.33) (czynnik ©” przyjmujacy wartos¢ dodatnia
'€ Ma Wplywu na znak Af .
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fem, We WZOIZ€ (4.32) dla kazdego we; org

>0 to Af <0 i o0znacza to spadek Wa;t
funkeji przy pnejs’ciu od wierzcholka x’ do X7 w 2bi 0§¢j
n

’ . rze
Jezeli natomiast dla kazdego p, & B, .ZaChOdZ.f 4= % =c, t<w())€t
of >0 i amacza to prayrost wartosci funkcji przy Przejseiy X
wierzcholka x, do x{ zbiorze ' , o
Oczywiscie Af <0 jest k-olrzystne Wowcezas gdy ny Zbior
X wyznaczamy wartos¢ naj{nnle;sga, natpmlast nie jest korzystZe
y wyznaczaniu wartosci najwickszej funkcji i pg Odw-rpe
Af >0 okresla korzystng sytuacje, gdy interesuje nag wa rto(;tc'!
najwicksza funkcji na zbiorze X, niekorzystng - gdy Poszukujen,
wartosci najmniejszej tej funkcji w zbiorze ¥, A Poniewaz, 5 al)((
& zlezy tylko od czynnika A, =z, —c , to dlatego nazywamy g,
wskaznikiem optymalnosci.

Jezeli z8
g —C

ZaCbOdn A,z’/ J

433.wn. Jezeli p, € B' to w tablicy simpleks zawierajacej roz-
wigzanie bazowe wyznaczone przez baz¢ B’ mamy, ze

4=2-¢=0. (4.34)
mzi.: tf)a,dZe wskazniki optymalnosci wektoréw bazowych
' Hiadomych bazowych) sg zawsze wszystkie réwne zero.

434, wn, Jezel; dla pewne

0 rozwi i stkie
wkazniki Optymg azania bazowego wszy

alnosci spetniajg warunek

AT 4.39)

10 funkej f;
a ;
0 rozv,Jia;::l(.)W" W wierzchotku wyznaczonym prect
Wartog¢ naj fe baZOWC Osiqga SW0j3 skonczond
Wigkszg na zbiorze ¥.
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15, Wik Jezeli dla pewnego rozwigzania bazowego wszystkie
doo™ wskazniki optymalnosci spetniaja warunek
\j;(Aj:z,—c_’SO (4.36)

to funkcja liniowa w wierzchotku wyznaczonym przez
to rozwiazanie bazowe osiaga swojq skofczona war-
to$¢ najmniejszg na zbiorze ¥.

Tak wigc wzory (4.35) oraz (4.36) okreslaja tzw. kryterium opty-
malno$ci rozwiazania bazowego, a mé_wiqc inaczej, pozwalaja
stwierdzi¢ kiedy postgpowanie numeryczne w algorytmie sim-
pleks zostaje zakornczone.

4. Budowa nowego, poprawionego rozwiazania bazowego

Jezeli rozwiazanie bazowe nie speinia warunkow okreslo-
nych przez wzory (4.35) lub (4.36) tzn. wéréd wektoréw niebazo-
wych istnicja wektory p, dla ktérych A =z—¢ <0 (albo
A=z, —¢,>0) to oznacza, ze badana funkcja liniowa f nie osiag-
nela jeszcze na zbiorze ¥ swej wartoéci najwickszej (najmniej-
szej). Wowezas postepowanie numeryczne w algorytmie simpleks
nalezy kontynuowaé i poszukiwaé nowego poprawionego rozwia-
zania bazowego, poprzez jednokrotna wymiang wektora w bazie.

Aby jednak zagwarantowaé nie gorsza wartosé funkeji f niz
w }Vierzcholku juz wyznaczonym, trzeba zaproponowaé pewien
Tacjonalny sposéb wyboru wektora do nowej bazy.

Kryterium wyboru wektora do nowej bazy jest naste-
Pujace: o
PrZy Wyznaczeniu wartosci najwickszej funkeji liniowej f na
zbiorze X



116 ,
g wehodzi wektor Py, Ktérego wskaz; Opty.

ej bazy i
-do ﬂO“ -pd’ﬂja waruﬂek.

437

:;zs‘- Wyznaczaniu wartoci najmniejszej funkcji liniOWej i

shiorze ¥.
- do nowej bazy B” wchodzi wektor p,, ktérego wskaznik oy,
malnosci spelnia warunek:

A,,z:,‘—c,zrgllggx(zj—cj). (4.38)

Kryterium, okreslajace wektor, ktéry opuszcza bazg B' po-
zostaje takie samo jak stosowane dotychczas, bowiem Wyzna-
¢zamy zawsze fozwiazania bazowe o nieujemnych sktadowych,

Jezeli natomiast istniejg A, <0 (A, >0),co $wiadezy o ko-
niecznosci kontynuowania posigpowania numerycznego, ale kazdy
wektor z takim wskamikiem optymalnosci ma niedodatnie wspol-
rzedne w aktualnej bazie, to oznacza ze zbigr ¥ jest nieogra-
‘:J:RZZZJJ mclaf na tym zbiorze nie osiaga swej skoficzonej

» "aywickszej (najmnieszej),

‘ 7 44i¢) na przykiadach,
A pre. Wygnaer
WL Wy Znaczy¢ wartog¢ najwiqkszq oraz warto$¢ najmniej-

574 funkcji linjoye;
w —
a hiorze ¢ f(x,,xz)_hi -x,

=y 2
XeR "X‘gﬂ,\ = I
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x, +X, <8

-x, X <1
xl—2x2 <2
x,20Ax, 20.

i i zasadami. ’
Monylmtak model simpleks ma tu postac:
wyznaczy¢ wartos¢ najwigksza funkcji

;(xlaxzyJ’]ayzyJ):?’xl _xz +0yl +0y2 +Oy3

przy warunkach na zmienne:
X +x,+y, =8
X tXt+ ), =
X, —2%, +y,=2

%20, x,20, y,20, y, 20, y;20.

mych y,, y,,
I Wyznacza ono wierzcholek X, = [0 O]T.

Zapiszmy to Tozwigzanie i wszystkie nastgpne w tabeli simpleks

(por. tablica 12),
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y ¥ jako zbior rozwigzan ukiadu nieréwnosci liniowych:
3piSZm

raz Zbudujmy dla tego zadania model simpleks zgodne z omé-
0

Startowe rozwiazanie bazowe okreslaja wektory przy niewiado-
Y wige: x,=0, x,=0, y,=8, y,=1, y,=2
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entarz do rozwiazan bazowych zawartych w tablicy 12.
——T\ _KOZT wzerowym" glowki tablicy umieszczamy wspotczynniki
N o wwuefsﬁlnkcji 2 modelu smpleks. W kolumnie ¢” pierwszego
A2 oo i e - T .
y & hn:‘:{"i :Z ana bazowego Wwpisujemy wektor [0 0 0] , bowiem
] p i vay o
2 - r('J iadome bazowe maja rowne zero WSpo¥cmnxkl w funkcji f.
4 -3 s wskaz’niki optymalnosci dla pierwszego rozwiazania bazowego
e o e > .
; ;§'§' gw [ SR =2 £ T T K-T VA © obhczymy nastepUJilCO.
}3 ;.o 1
Tglee—je v~ = |o ?;SE,QV Z;=(CB)TP|=[0 0 0] -11=0, St&d A]=Zl—C|=—3;
- 1
’ La Io —o oo~ |o|le ~ oo
=< d |
sfgl-eecjol-oco [o]2 2 Q|n
e 5=(c®)Tp,=[0 0 0]-1|=0, stad A, =2,-¢, =1
\ 'L«:T—"'?'—MTQ"’P—OOG 2
"‘-J" gl-7—|v|lee~lofo e ~|o A,=A,=A,=0 jako wskazniki optymalnosci niewiadomych
P (wektorow) bazowych.
‘ gg i Wartos¢ funkcji w wierzcholku x) i nastgpnych obliczamy ze
H B RN RIS RS
L £ Q . 0 0
2 | 0 ! wzoru f(x*)=¢"x" wiec =13 -1 =0.
2 - L ; Fay=c'x wiee 7 D=[3 1]
§ |0 " I ' Poniewaz istnieje A, = A :
I - B IR N T Zistnigje A, = , <0 to: ‘ ‘
— < ) | I S I - rozwiazanie bazowe (1) nie wyznacza w zbiorze X wierz-
e oo _ chotka, gdzie funkcje osiaga swa wartos¢ najwigksza;
T o o 5 . ; X ; ;
—— budujemy wigc nastepne rozwiazanie bazowe, wprowadzajac
5 g do nowej bazy wektor P :
g ™ = W drugim rozwiazaniu bazowym wektor ¢"=[0 0 3], 28
— LI . -
\L_j Wskazniki optymalnosci dla niewiadomych niebazowych wynosza:
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Rozwigzanie to wyznacza wierzcholek x; = OJ’ wiec

ﬂ:;‘)=f([;])=[3 -1][3]:&

Pomiewaz 1stnieje A, = A, <0, wiec nie mozemy zakonczyé po-
sigpowania w algorytmie simpleks. Budujemy trzecie rozwiazanie
bazowe wprowadzajace do bazy wektor p,, jedyny z ujemnym
wskaznikiem optymalnosci, na miejsce wektora p;, a
¢=[-1 0 3
Dia trzeciego rozwiazania bazowego wszystkie wskazniki opty-
malnoscr 4, 2 0, koriczymy wiee postgpowanie i wnioskujemy, ze

. |6

¥ werzchotk ;= H funkeja liniowa £ (x,,x,) = 3x,-x,
08133 w s, -
m:éz; ﬁ‘ﬁlc?;?.el * swa wartogé najwigksza réwna 16. Mowiac
Najwickszg rgu«nlmOwa S(5.5) =3y, =X, osiaga swa warlosc
X =6x - 416 W punkcie zbioru X o wspolrzednych
Rozwigzy

‘ emy teraz ‘0 .
Biorze. Wyznaci-:ugq C45¢ zadania, to znaczy na tym samym
/ {'rlvrz):.}xl_ | sz Jesng wartos¢ najmniejsza funkc!
Przypadky podo n2  O8lepowanie numeryczne jest w fym

€ - ide :
. Jest rOZwlqzame Staﬂowdmtyczny- Jest model Simpleks, idemyCZﬂe
; ‘ Natom'aﬂ Zmieni si¢ kryterium oceny
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jnosci rozwigzania oraz kryterium wyboru wektora
ma no

opty

hodzacego do bazy.

la simpleks wraz z rozwigzaniem startowym jest ide_n-
T'a be\: poprzednie] czesci zadania, natomiast dalsze rozwia-
'ycznaéa];owe oczywiscie musza by¢ inne. Zapiszmy wszystkie
ia ba ) ; :
':; sujace nas rozwigzania w tablicy 13.
inte

Komentarz do rozwiazan zawartych w tablicy 13.
om

miki optymalnosci dla pierwszego rozwiazania bazowego
Wskazn a rézne wartosci, a poniewaz istnieje A, =A, >0 to

j u. . . .
e kontynulujemy postgpowanie obliczeniowe.

Znaczy, 7€
i i i za juz wierzchotek xi =| |,
Drugie rozwiazanie bazowe wyznacza j =

w ktérym funkcja liniowa f(x,,x,) = 3x, —x, osiaga swa wartosé
najmniejsza w zbiorze X réwna (-1), poniewaz

f(XS’)=f(m)=[3 -1][?]:4.

Zauwazmy, ze w tym przypadku, w przegladzie kontrolowanym
uczestniczyly tylko dwa wierzchotki zbioru . Czytelnik tatwo
moze narysowa¢ w R’ zbiér X i przesledzi¢ w obu przypadkach,
ktére wierzchotki zbioru X przegladaliSmy. Na koniec jeszcze
uwaga dotyczaca obliczania wskaznikéw optymalnosci A . Po-
niewaz A ; =0 dla niewiadomej bazowej, to wskazniki te moi-

ha obliczyé réwniez pPrzy pomocy przeksztalcen elementar-
nych Wykonywanych i na ostatnim wierszu tabeli simpleks.
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:1=8
=]*

Wartoé¢
kryterium
8
1:1

»I‘ahlica 13

Wartoscj
niewiadomych
bazowych
8
1
2
\0_]_\
7
1
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Wyznaczyé warto$é najwicksza funkcji
rZ.
434.P

Fx28) = =%+ 2%,

igzan ierd Sci
biorze ¥ rozwiazan ukladu nieréwnosc
naz

x1+x228

-x,+x2£2
X, <3
x 20, x,20.

$¢ pi j ">" w ukladzie
i na to, ze nierdwnos¢ pierwsza jest typu "2 W uldadie
i ! :
Zluwag z kt(:)rego bedziemy wyznaczaé startowe wobecazatengo
e usi pojawi¢ si¢ niewiadoma sztuczna f,.
bazowe m

model simpleks dla tego zadania ma postac:
wyznaczy¢ warto$¢ najwigksza funkcji

FEs%su Y10 Y25 Y5 = =%, +2x, + 0y, + 0y, + 0y, — M,

przy warunkach na zmienne:

%+, =y, +1, =4
=X +x,+ Vs =2
% +y, =3

%20, x,20, 3,20, y,20, y,20, 1, =0.

Startowe rozwigzanie bazowe wyznaczajy wektory przy niewia-
domych r,, Y2 Y3, 1 ma ono postag:

% =0, x, =0, n=0y,=3 y=31=4
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0
] ; e "3 *, CO potwi
— okresla wierzcholek X, [ O} p twmrdZa Wartos-

funkcji dla 1€g0 rozwiazania, bowiem

0 -
f(,;):f(u#f[o 0023 4] <4y,

Dopoki wige wsrod niewiadomych bazowych wyst
1, # 0, wartos¢ funkcji bedzie zaleze od M i nie be
warunek (4.31)

Startowe rozwiazanie bazowe wraz z jego oceng j Wszystki
nastepne przegladane rozwiazania bazowe, zawiera tablica 14, le

dzie speim’ony

Skomentujemy wyniki zawarte w tablicy 14.
Dwa pierwsze rozwiazania bazowe zawierajg niewiadomg

sztuczna 1, # () wiec wyznaczone wierzcholki Xy = [ 0]- X, = [ OJ
o | 0f 2
nie naleza do gb1oru X, a wartosé funkcji £ w oby przypadkach
zaJe'f'y od i nie spetnia warunku (4.31).
([:o;;frjo wu?;c;e: ! Czwarte rozwianie bazowe spelaniaja warunek

: Yznaczaja wierzchotki 7 i ¢
ik 7«’1b cholki nalezace do zbioru . Wartos¢

adana funkcja osiaga w wierzchotku

x::me% Ponieway f([j]): [-1 2][3]:7.
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4.35. prZ- Zbudowa¢ model simpleks dla zadania 4.34 prz, gdy
’ nalezy wyznaczy¢ warto$¢ najmniejsza funkcji

f(x,%,)=—x,+2x,.
poniewaz W réwnowaznym uktadzie réwnan Wystepuje zmienna
sztuczna f;, to W tym przypadku wspétczynnik przy tej zmiennej

w funkcji f wynosi +M. Model simpleks dla tego zadania ma
wiqc pOStaé:

wyznaczy¢ warto$¢ najmniejsza funkcji

J(xp%55 Y005, Y558) = =%, +2x, + 0y, +0y, +0y; + M,

przy warunkach na zmienne jak w przykladzie 4.34.
Pozostawiamy czytelnikowi wykonanie obliczen i sprawdze-
nie, z¢ funkcja f(x,,x,)=—x, +2x, osiaga swa wartos¢ najmniej-

0| ..

sza réwna -1 w wierzchotku x” = \:li\ zbioru .
Na koniec oméwimy jeszcze dwa przyklady, w ktorvch analizu-
jemy sytuacje gdy funkcja swa wartosé najwigksza (najmniejsza)
osiaga W wigcej niz jednym punkcie zbioru ¥ albo nie osiaga
skoficzonej wartosci najwigkszej (najmniejszej) na zbiorze ¥.
4.35. prz. Wyznaczy¢ warto$¢ najwicksza funkeji

SF(x,x,) =4x +6x,

na zbiorze

N 2 3 x] <{6]1.
X={x: xeR A x20 A 21 20wl
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. ia:
leks tego zadani N
Model . ¢ najwicksza funkcji s * T
- wyznaczy¢ wartosc ndj ~-
< % g_ (l? —
f(x‘__‘,:__‘-]‘_y:)=4xl+6x2 +Oy]+0y2 '2 < I g} (llxl * ' _—
J s < E, O N
P'D 3
przy warunkach na zmienne: ©
) e~ - ]
- ﬁ |
[23 434y =6 5 &5 |
172) |
_xl+2x:+y2=2 gﬁg\orﬂon—\otgg,ﬁv;:
x 20, x,20, y, 20, y,>0. >33
2 !
Startowe rozwigzanie bazowe: ol g le ~|o g Q [ & 15 « =
x=0.5,=0, =6 y,=1 okredla wi 0
1 2=V, ) er. -
. ZChOICk Xlw_ g o—n.—cc—ooggggim

{ L 0
h Rozwiazanie to i wszystkie nastepne zapisuj i
panic Stkie 1 PISujemymy w tablicy |6,
nliiuwam). ze ’w'rozmafzamu bazowym 3 (por. tablica 16) \zr/skaz-
optymalnosci dla niebazowego wektora P, jest réwny zero

6
X5
P,

3

2
-6

0

1

0
0

1
0
32
1/2

S TGN
e o o oo

Znaczy 1o, 7¢ mozma zbudowaé : ; | v & <+ [ o]ie - e |es
ktore : nastepne Tozwlazanie bazowe, AN AEH R S | O Al N il b
| Zagwarantuje takg samg \g/a;tosc funkcji £ Mamy zatem dwa !
¥ wierzcholki Zbioru%x'”: A 3 3 o }
R — " lor7] X T [g| W ktbrych funkeja g é TS RN I BRI RS
i X.x,)=4 : 2 | | L
} Co Wi@cej_l “'C) wsx +k6x1 Przyjmie t¢ samg wartosé réwng 12 s N N N N
f kraficach x;'_ X funzi\((s! ich punktach lezacych na odcinku o § s g ”\ s a i g & A s s -
I 12. Oznacza ¢, ‘7/3 w tcja S(5,3) =4z, +6x, przyjmie wartosé e < < < <
’ kam!/punktodc,-nka YW przypadku rozwiazaniem problemu jest o lool lowo|l |«ef |¢=
Wyznaczonego prze; wektor x¥, x, czyli S
od,
C(x’x”:{x-'xeﬁz x=g| 7 3 g - ° : i
% +(-a) ol A ae(0,1)}. 5 8
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438, pre. Wyznaczye wartosé najwigksza funkcji |
- Vo)
f(x.%,)=2X%—% - 3 E *
biorze ." 5 g% g v
na zbiorz | = = _tE" &
1 1 | S
;F:{x:xERzAXZUA[ % < I} f [ =
. . . j’ é'% %‘v—' N (O |on — |=r
Zapiszmy model fn?lpleks'dla tego zadania - WYZnaczyé wartog ! S<8
najwieksza funkcji liniowej < g o
J}(xx-xza}’rsyz)=2xl_x2+0.V1+0yz= i sl ale —fo|- — |«
przy warunkach na zmienne: ol g |~ele |~ oo
|
“Htnty =l - e &
n-2x, +y,=2
% 20,x,20,y,20,y, 20. A - l: :l il Sl
2 !
Startowe rozwiazanie b - . ! & &
domych azanie bazowe wyznaczajg wektory przy niewia- | gz R R
YooYy, Wige x, =0, x, =0, Y =1, y, =2. Okresla ono 5 5 e NN el "]’\
. o |
Wierzchotek x =[0],za$f( 0 )=0. - N N
0 0 g S LAFRSE
2 al S e ~
Rozwiazanie sty - < <
rto ; ;
2¢ wskaznikam; opt;‘:;alofag Nastepne rozwigzania bazowe, wraz 0 o o s
tablica 1), n0sci zapisujemy w tablicy simpleks (por. !
g
ZE |- =
e
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Otrzymany W tablicy 16 “}“‘.“l‘ w}’miga w(imezn arza’ dmile roz.

wiazanie bazowe okresla wierzcholek x; = ol zas f( 0]):4_

odnak wierzcholek, W ktérym funkcja Przyimuje way.

! Vie jest to ] . it
| Nie j ] ¢wiadczy o tym ujemny wskaznik A, =_3 dla

tos¢ najwieksza.
wektora p,- ' )
Znaczy to, 2€ Z wektorem p, moznaby utworzy¢ nowe rozwig
zanie bazowe, ktére dawatoby wigksza wartos¢ funkcji niz 4.

Z drugiej strony, wektor p, W tej bazie nie posiada ap;
jednej dodatniej wspolrzednej,a to $wiadezy o tym, ze zbior %
jest nieograniczony. Wniosek z tych dwoch faktow fest
nastepujacy: funkcje liniowa f(x,,x,) = 2x, - x, na zbiorze ¥ pje
osiaga skoriczonej wartosci najwigkszej, bowiem dla kazdego

wektora x:[x’

Je X mozna wskaza¢ inny wektor X = { x‘J eX
x, =

X3
w kirym funkcja osiagnie wigksza wartos¢ co mozna zapisaé:
2 @>f(x).
Uogélniag'a;c powyzszy fakt stwierdzamy, ze linowa funkcja
f.(x)=c. X mie 0sigga na zbiorze X skoriczonej wartosci naj-
"’o'gckful (najmniejszej), jezeli analiza wskaznikéw optymal-
le '_A/ wskazuje, ze rozwigzanie mozna jeszeze poprawié,
ale nie uda si¢ skonstruowaé nastgpnego rozwigzania bazo-

w : h i
w:ﬁ:,’,::) ::gw % '.“.ly“k'f’ wspélrzedne w aktualnej bazie, tego
Ty winien wejsé do nowej bazy, sg niedodatnie.
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PYTANIA KONTROLNE

algorytm simpleks mozna stosowac:

a) do funkcji liniowej okresSlonej na dowolnym zbiorze wy-

puklym % 7 g
b) do funkcji nieliniowej okreslonej na wieloscianie wypuk-

fym?

Czy funkcja liniowa moze osiagnq¢ swq wartos¢ najwiekszq

. (najmniejszq) w punktach wewnetrznych zbioru % ?

 Omoéwié zasady budowy modelu simpleks oraz tablicy

simpleks.

. Omowié zasady budowy funkcji f i zapisa¢ ja wywajac

notacji macierzowej. Wyjasni¢ kiedy f=f.

. Sformutowaé kryterium pozwalajqce stwierdzié, Ze funkcja

liniowa osiqga:

a) skornczong wartosé najwigkszq w wierzchotku zbioru %
b) skonczong warto$é najmniejszq w wierzchotku zbioru .

. Jakie sq konsekwencje wystgpowania niewiadomych sztucz-

nych w modelu simpleks ?

W jaki sposob stosujqc algorytm simpleks shwierdzamy, Ze:

a) funkcja liniowa nie osiqga skonczonej  wartoscl
iszel PRI,
najwiekszej (najmniejszej) na zbiorze X ! . e
$¢ najwigkszq (naymmic

b) funkcja liniowa osiaga swq warlc

: 3 L ?
52q) w wigcej niz jednym punkcie zhioru X



