
INSTYTUT MA TEMA TYCZNY UNIWERSYTETU WR OCŠA WSKIEGO

T adeusz Pytlik

W ro cªa w 2000



Wst¦p

Analiza funk cjonalna, to dziedzina matemat yki , która ju» o d p o cz¡tku lat

30-t yc h, gdy p o wsta w aªa, b yªa en tuzjast ycznie przyjmo w ana przez matemat y-

k ó w. Wielbicielom da w aªa no wy j¦zyk matemat ycz n y i no w e, atrak cyjne narz¦dzie

pracy . Da w aªa im te» no w ¡ p ersp ekt yw ¦ patrzenia na matemat yk ¦ .

Dzi± stale jeszcze jest atrak cyjna, c ho ¢ zostaªa ju» nieco nadw ¡tlona przez

upªyw a j¡cy czas. Przyj¦ªa te» t ytuª dziedzin y ÿklasycznej". Osobi±cie u w a»am, »e

p o drobn yc h k orektac h uro dy i przy dobrym makija»u mo»e b y¢ jeszcze bardzo

p o ci¡ ga j¡ca | szczególnie dla studen tó w, którzy jej w cze±niej nie znali.

Skrypt niniejszy zostaª opraco w an y na p o dsta wie materiaªó w i notatek z wy-

kªadó w analizy funk cjonalnej, które pro w adziªem przez wiele lat na Uniw ersyte-

cie W ro cªa wskim. Zostaª on uzup eªnion y o zadania i ¢wiczenia do samo dzielnego

rozwi¡zyw ania. Wsk azó wki do zada« i ic h rozwi¡zania mo»na znale¹¢ na k o«cu

skryptu. Niestet y w trak cie opraco wyw ania przypadk o w o ulegªy przetaso w aniu

i mimo prób nie udaªo mi si¦ usta wi¢ ic h w k olejno±ci n umeró w, za co bardzo

serdecznie przepraszam.

Zakres materiaªu i p oruszan yc h zagadnie« w zasadzie o dp o wiada programo wi

t yp o w ego wykªadu analizy funk cjonalnej. P oto cznie mó wi¡c jest to ÿ Elemen tarz"

i ÿ p óª p o dr¦cznik a do drugiej klasy". T yc h, którym nie wystarczy ta do datk o w a

ÿ p oªó wk a" o dsyªam o d razu do inn yc h, lepszyc h p o dr¦cznik ó w analizy funk cjo-

nalnej. Spis takic h p o dr¦cznik ó w zamie±ciªem na k o«cu skryptu.

P oniew a» do ±ledzenia rozumo w a« i rozwi¡zyw ania zada« p otrzebna jest p ewna

wiedza z inn yc h dziedzin matemat yki, analizy matemat yc znej, algebry linio w ej,

teorii funk cji zmiennej zesp olonej, top ologii oraz teorii miary i funk cji rzeczywi-

st yc h, do datek na k o«cu skryptu za wiera zesta w k onieczn yc h faktó w i t wierdze«,

p o dan yc h z do w o dami lub o dsyªaczami do literatury .

T adeusz Pytlik

W ro cªa w, grudzie« 2000



R OZDZIAŠ I

PRZESTRZENIE BANA CHA

Przestrzenie unormo w ane

P o dsta w o w e wªasno±ci

F unk cj¦ rzeczywist¡ k k na przestrzeni linio w ej X nazyw am y norm¡ , je»eli

1. k 0 k = 0 i k x k > 0 gdy x 6= 0 ,

2. k x + y k ¬ k x k + k y k (p o daddyt ywno±¢),

3. k �x k = j � j k x k (jednoro dno±¢).

Przestrze« linio w ¡, w której okre±lona jest norma nazyw am y przestrzeni¡ li-

nio w ¡ unormo w an¡ (lub krótk o przestrzeni¡ unormo w an¡ ). Cz¦sto dla p o d-

kre±lenia, co jest norm¡ w przestrzeni linio w ej X , b ¦dziem y pisa¢ ( X ; k k ) .

Norma w przestrzeni linio w ej X wyznacza metryk ¦ wzorem

� ( x; y ) = k x � y k :

W ten sp osób przestrze« unormo w ana sta je si¦ przestrzeni¡ top ologiczn¡ me-

tryczn¡. Ilekro ¢ b ¦dzie mo w a o wªasno±ciac h top ologiczn yc h przestrzeni unormo-

w anej ( X ; k k ) , c ho dzi o top ologi¦ zadan¡ metryk ¡ � .

Przestrze« unormo w ana zup eªna nosi nazw ¦ przestrzeni Banac ha .

Z okre±lenia norm y wynik a, »e do da w anie w ektoró w w przestrzeni unormo w a-

nej i mno»enie ic h przez sk alary s¡ op eracjami ci¡ gªymi. P onadto:

1.1. F akt. Domkni¦ cie p o dprzestrzeni liniowej przestrzeni unormowanej jest p o d-

przestrzeni¡ liniow¡ a domkni¦ta p o dprzestrze« liniowa przestrzeni Banacha jest

przestrzeni¡ Banacha.

Gªó wn ym obiektem naszyc h zain tereso w a« b ¦d¡ przestrzenie Banac ha. Zup eª-

no±¢ przestrzeni p ozw ala przy badaniu zbie»no±ci ci¡ gu spra wdza¢ t ylk o w arunek

Cauc h y'ego.
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1.2. Twierdzenie. Ka»d¡ przestrze« unormowan¡ mo»na uzup eªni¢ do prze-

strzeni Banacha.

Do w ó d: Niec h X b ¦dzie przestrzeni¡ unormo w an¡ a

e

X jej uzup eªnieniem me-

tryczn ym (patrz ?? ), tzn. zbiorem klas ró wno w a»no±ci ci¡ gó w Cauc h y'ego. W

e

X

mo»na okre±li¢ struktur¦ linio w ¡ kªad¡c

�

f x

n

g

�

+

�

f y

n

g

�

=

�

f x

n

+ y

n

g

�

; �

�

f x

n

g

�

=

�

f �x

n

g

�

i norm¦





�

f x

n

g

�





= lim

n !1

k x

n

k :

Uw a ga. Udo w o dnim y p ó¹niej (wniosek ?? ), »e w przestrzeni linio w ej s

0

ci¡ gó w,

dla któryc h t ylk o sk o«czenie wiele wyrazó w jest ró»n yc h o d zera, nie da si¦ wpro-

w adzi¢ norm y tak, b y b yªa w niej przestrzeni¡ zup eªm¡.

Szereg

P

1

n =1

x

n

w ektoró w przestrzeni unormo w anej nazyw a si¦ zbie»n y , je»eli

zbie»n y jest ci¡ g jego sum cz¦±cio wyc h s

n

= x

1

+ x

2

+ : : : + x

n

i nazyw a si¦

b ezwzgl¦dnie zbie»n y , je»eli

P

1

n =1

k x

n

k < 1 .

1.3. Zad anie. Na to, b y przestrze« unormo w ana X b yªa zup eªna p otrzeba i

wystarcza, b y k a»dy szereg b ezwzgl¦dnie zbie»n y b yª zbie»n y .

1.4. ‚wiczenia.

1. W k a»dej przestrzeni linio w ej mo»na okre±li¢ norm¦.

2. Ka»dy ci¡ g Cauc h y'ego elemen tó w przestrzeni unormo w anej jest ograni-

czon y .

3. W k a»dej niezero w ej przestrzeni unormo w anej istnieje szereg zbie»n y , który

nie jest b ezwzgl¦dnie zbie»n y .
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Przykªady przestrzeni Banac ha

P o dam y tu kilk a przykªadó w t yp o wyc h przestrzeni Banac ha.

1.5. Przykªad. Zbiór b wszystkic h ograniczon yc h ci¡ gó w liczb zesp olon yc h

f x

n

g

1

n =1

ze zwykªym do da w aniem ci¡ gó w i mno»eniem ic h przez sk alary oraz

norm¡





f x

n

g





1

= sup

n

j x

n

j

t w orzy przestrze« Banac ha.

Jest o czywiste, »e b jest przestrzeni¡ linio w ¡ oraz, »e k k

1

jest norm¡. Uza-

sadnienia wymaga jedynie zup eªno±¢ przestrzeni b . Je»eli f x

1

n

g ; f x

2

n

g ; : : : jest

ci¡ giem Cauc h y'ego w b , tzn. dla k a»dego " > 0 istnieje takie k

0

, »e

(1 : 1) sup

n

j x

k

n

� x

m

n

j < "

dla wszystkic h k ; m  k

0

, to dla k a»dego n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : ci¡ g x

1

n

; x

2

n

; x

3

n

; : : : jest

liczb o wym ci¡ giem Cauc h y'ego, jest zatem zbie»n y do p ewnej liczb y zesp olonej

x

n

. Przec ho dz¡c w nieró wno±ci (1. 1) do granicy przy m ! 1 otrzym ujem y

(1 : 2) sup

n

j x

k

n

� x

n

j ¬ ":

Wnioskujem y st¡d, »e f x

n

g jest ci¡ giem ograniczon ym i »e jest granic¡ ci¡ gu

f x

1

n

g ; f x

2

n

g ; : : : w normie przestrzeni b .

1.6. Zad anie. P ok aza¢, »e zbiory c wszystkic h ci¡ gó w zbie»n yc h oraz c

0

wszy-

stkic h ci¡ gó w zbie»n yc h do zera s¡ domkni¦t ym i p o dprzestrzeniami linio wymi

przestrzeni b , s¡ zatem przestrzeniami Banac ha w normie o dziedziczonej z b .

1.7. Przykªad. Zbiór `

1

wszystkic h absolutnie sumo w aln yc h ci¡ gó w liczb ze-

sp olon yc h z norm¡





f x

n

g





1

=

1

X

n =1

j x

n

j

tak»e t w orzy przestrze« Banac ha.

Zup eªno±¢ przestrzeni `

1

mo»na do wie±¢ p o dobnie jak zup eªno±¢ przestrzeni

b , nale»y t ylk o sym b ol sup

n

zast¡ pi¢ przez

P

1

n =1

.
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1.8. Przykªad. Niec h 1 < p < 1 . Oznaczm y przez `

p

zbiór t yc h ci¡ gó w ze-

sp olon yc h f x

n

g , dla któryc h

P

j x

n

j

p

< 1 i oznaczm y





f x

n

g





p

=

�

1

X

n =1

j x

n

j

p

�

1 =p

:

P ok a»em y , »e `

p

jest przestrzeni¡ linio w ¡ a k k

p

norm¡ zup eªn¡. Udo w o dnim y w

t ym celu dwie w a»ne nieró wno±ci:

1.9. Nier ó wno±¢ H

•

oldera. Je±li f x

n

g 2 `

p

, f y

n

g 2 `

q

, gdzie p; q > 1 or az

1 =p + 1 =q = 1 , to f x

n

y

n

g nale»y do `

1

i zacho dzi nier ówno±¢

1

X

n =1

j x

n

y

n

j ¬

�

1

X

n =1

j x

n

j

p

�

1 =p

�

1

X

n =1

j y

n

j

q

�

1 =q

:

Dla do w o du zau w a»m y na jpierw, »e

ab ¬

1

p

a

p

+

1

q

b

q

dla do w oln yc h a; b  0 :

Mo»na to ªat w o o dczyta¢ z rysunku ob ok, b o

1

p

a

p

=

Z

a

0

s

p � 1

ds oraz

1

q

b

q

=

Z

b

0

t

q � 1

dt;

a funk cje t = s

p � 1

oraz s = t

q � 1

s¡ wza jemnie

o dwrotne.

Je»eli jedna z sum p o pra w ej stronie nieró wno±ci H• oldera jest ró wna zeru, to

nieró wno±¢ o czywi±cie zac ho dzi. Je±li za± obie sum y , które oznaczym y o dp o wiednio

x

p

i y

p

, s¡ ró»ne o d zera, to nieró wno±¢ te» jest sp eªniona, b o mam y

1

xy

1

X

n =1

j x

n

y

n

j =

1

X

n =1

j x

n

j

x

j y

n

j

y

¬

1

p

1

X

n =1

j x

n

j

p

x

p

+

1

q

1

X

n =1

j y

n

j

q

y

q

= 1 :

1.10. Nier ó wno±¢ Mink o wskiego. Nie ch p > 1 . Je»eli f x

n

g ; f y

n

g 2 `

p

, to

�

1

X

n =1

j x

n

+ y

n

j

p

�

1 =p

¬

�

1

X

n =1

j x

n

j

p

�

1 =p

+

�

1

X

n =1

j y

n

j

p

�

1 =p

:
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Istotnie, stosuj¡c nieró wno±¢ H• oldera otrzym ujem y

1

X

n =1

j x

n

+ y

n

j

p

¬

1

X

n =1

j x

n

+ y

n

j

p � 1

j x

n

j +

1

X

n =1

j x

n

+ y

n

j

p � 1

j y

n

j ¬

¬

�

1

X

n =1

j x

n

j

p

�

1 =p

�

1

X

n =1

j x

n

+ y

n

j

( p � 1) q

�

1 =q

+

+

�

1

X

n =1

j y

n

j

p

�

1 =p

�

1

X

n =1

j x

n

+ y

n

j

( p � 1) q

�

1 =q

=

=

"

�

1

X

n =1

j x

n

j

p

�

1 =p

+

�

1

X

n =1

j y

n

j

p

�

1 =p

#

�

1

X

n =1

j x

n

+ y

n

j

p

�

1 =q

;

gdy» ( p � 1) q = p . T o da je nieró wno±¢ Mink o wskiego.

Nieró wno±ci Mink o wskiego oznacza p o daddyt ywno±¢ funk cji k k

p

, a to jest

jedyna nieo czywista wªasno±¢ norm y . Wynik a z niej te», »e suma ci¡ gó w z `

p

tak»e le»y w `

p

, a wi¦c, »e `

p

jest przestrzeni¡ linio w ¡. Do w ó d zup eªno±ci jest

taki jak dla przestrzeni `

1

.

1.11. F akt. Je»eli ci¡g x = f x

n

g nale»y do `

p

0

, p

0

 1 , to nale»y tak»e do `

p

d la p  p

0

or az

lim

p !1

k x k

p

= k x k

1

:

Istotnie, dzi¦ki jednoro dno±ci norm y mo»em y przyj¡¢ max

n

j x

n

j = 1 . Wybiera-

j¡c wsk a¹nik n

0

tak, ab y

P

n>n

0

j x

n

j

p

0

¬ 1 otrzymam y

P

n>n

0

j x

n

j

p

¬ 1 . Zatem

x 2 `

p

oraz

1 ¬

�

1

X

n =1

j x

n

j

p

�

1 =p

¬ ( n

0

+ 1)

1 =p

¬ 1 +

n

0

p

:

F akt ten wyja±nia, dlaczego dla norm y ÿsuprem um" u»yli±m y oznaczenia k k

1

.

Do da jm y , »e z tego te» p o w o du przestrze« b cz¦sto oznaczana jest sym b olem `

1

.

1.12. Zad anie. P ok aza¢, »e gdy 0 < p < 1 , to na zbiorze `

p

ci¡ gó w sumo w al-

n yc h z p -t¡ p ot¦g¡ funk cja





f x

n

g





p

=

�

1

X

n =1

j x

n

j

p

�

1 =p

nie jest norm¡. Czy `

p

jest przestrzeni¡ linio w ¡?
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1.13. Przykªad. Niec h 
 b ¦dzie przestrzeni¡ top ologiczn¡ z nieujemn¡ miar¡

b orelo wsk ¡ � oraz S (
 ; � ) zbiorem wszystkic h funk cji mierzaln yc h x : 
 ! C ,

przy czym uto»samim y ze sob¡ funk cje ró wne � -pra wie wsz¦dzie. Zbiór ten z

naturaln ymi dziaªaniami na funk cjac h t w orzy przestrzeni¡ linio w ¡.

Przez L

p

(
 ; � ) , 1 ¬ p < 1 , oznaczym y p o dprzestrze« przestrzeni S (
 ; � )

zªo»on¡ z t yc h funk cji x , dla któryc h caªk a

R




j x ( t ) j

p

dt jest sk o«czona. P o dobnie

jak w przykªadzie 1.8 do w o dzim y , »e funk cja

k x k

p

=

�

Z




j x ( t ) j

p

dt

�

1 =p

jest norm¡ w L

p

(
 ; � ) . Do w ó d zup eªno±ci przestrzeni L

1

(
 ; � ) zostaª przedsta-

wion y na stronie ?? , zup eªno±¢ p ozostaªyc h przestrzeni L

p

(
 ; � ) , 1 < p < 1 ,

do w o dzi si¦ tak samo.

Oznaczm y p onadto przez L

1

(
 ; � ) p o dprzestrze« przestrzeni S (
 ; � ) , zªo-

»on¡ z funk cji istotnie ograniczon yc h , tj. funk cji x , dla któryc h wielk o±¢

inf

A � 


� ( A )=0

sup

t 2 
 n A

�

�

x ( t )

�

�

jest sk o«czona. Wielk o±¢ t¡ oznaczan y ess sup

t 2 


j x ( t ) j lub k x k

1

i nazyw am y

suprem um istotn ym funk cji x . F unk cja k k

1

jest norm¡ a L

1

(
 ; � ) w tej

normie przestrzeni¡ zup eªn¡.

Ut w orzyli±m y w ten sp osób caª¡ no w ¡ klas¦ przykªadó w przestrzeni Banac ha,

uogólnia j¡cyc h przestrzenie `

p

, 1 ¬ p ¬ 1 .

Jak o mo delu przestrzeni (
 ; � ) b ¦dziem y u»yw a¢ na ogól prostej rzeczywistej

R lub przedziaªó w ( a; b ) z miar¡ Leb esgue'a, pªaszczyzn y zesp olonej C z miar¡

pªask ¡ Leb esgue'a b¡d¹ zbioru liczb naturaln yc h N z miar¡ ÿlicz¡c¡", dla której

miara zbioru jest jego liczno±ci¡. Pisanie sym b olu (
 ; � ) ma ustrzec przed uci¡»li-

wym rozpatryw aniem przypadk ó w oraz wyk orzyst yw aniem do datk o wyc h wªasno-

±ci k onkretn yc h przestrzeni, np. zw arto±ci przestrzeni czy sk o«czono±ci miary .

1.14. Przykªad. Niec h T b ¦dzie do w oln ym zbiorem niepust ym. Zbiór B ( T )

wszystkic h funk cji ograniczon yc h x : T ! C jest przestrzeni¡ Banac ha w normie

k x k

1

= sup

t 2 T

j x ( t ) j .

Gdy za T przyjmiem y zbiór liczb naturaln yc h N , to przestrze« B ( T ) stanie

si¦ iden t yczna z w cze±niej wpro w adzon¡ przestrzeni¡ b ci¡ gó w ograniczon yc h.

1.15. Przykªad. Niec h S b ¦dzie przestrzeni¡ top ologiczn¡. Oznaczm y przez

C ( S ) p o dprzestrze« przestrzeni B ( S ) zªo»on¡ z wszystkic h funk cji ci¡ gªyc h. Jest
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to przestrze« zup eªna, b o granica jednosta jnie zbie»nego ci¡ gu funk cji ci¡ gªyc h

jest funk cj¡ ci¡ gª¡.

Dla unikni¦cia patologiczn yc h przykªadó w b ¦dziem y za wsze zakªadali, »e S

jest przestrzeni¡ top ologiczn¡ caªk o wicie regularn¡. T yp o wymi przykªadami, do

któryc h prakt ycznie wystarczy si¦ ograniczy¢, s¡ przestrzenie C ([ a; b ]) oraz C ( R ) .

Zaªó»m y , »e przestrze« top ologiczna S jest lok alnie zw arta, tzn. k a»dy punkt

w S p osiada baz¦ oto cze« zªo»on¡ ze zbioró w zw art yc h. Oznaczm y przez C

0

( S )

p o dprzestrze« C ( S ) zªo»on¡ z t yc h funk cji x , »e dla k a»dego " > 0 istnieje zbiór

zw art y K � S o wªasno±ci j x ( s ) j < " dla s =2 K . Jest to domkni¦ta p o dprzestrze«

linio w a przestrzeni C ( S ) , jest zatem przestrzeni¡ Banac ha. O funk cjac h x 2 C

0

( S )

mó wi si¦ czasem, »e ÿznik a j¡ w niesk o«czono±ci".

Przestrzenie Banac ha c oraz c

0

opisane w zadaniu 1.6 s¡ szczególn ymi przy-

kªadami o dp o wiednio przestrzeni C ( S ) oraz C

0

( S ) . Mo»na je otrzyma¢ np. bior¡c

za S zbiór f 0 ; 1 ;

1

2

;

1

3

; : : : g z top ologi¡ o dziedziczon¡ z prostej R (jest to przestrze«

top ologiczna normalna, lok alnie zw arta) i uto»samia j¡c funk cje x na S z ci¡ gami

�

x (

1

n

)

	

.

Izomor�zm. Ró wno w a»no±¢ norm

P o wiem y , »e przestrzenie unormo w ane X i Y s¡ izomor�czne top ologicz-

nie , je±li istnieje izomor�zm algebraiczn y T : X ! Y , ci¡ gªy jak o funk cja z prze-

strzeni top ologicznej X do przestrzeni top ologicznej Y i taki, »e T

� 1

: Y ! X

jest tak»e funk cj¡ ci¡ gª¡. Izomor�zm nazwiem y izometryczn ym (lub krótk o izo-

metri¡ ), je»eli k T x k = k x k dla wszystkic h x 2 X .

1.16. Przykªad. Rozpatrzm y w przestrzeni R

2

dwie norm y





( x

1

; x

2

)





1

= j x

1

j + j x

2

j ;





( x

1

; x

2

)





1

= max

�

j x

1

j ; j x

2

j

	

:

Twierdzim y , c ho ¢ na pierwszy rzut ok a mo»e si¦ to wyda¢ niepra wdop o dobne, »e

przestrzenie

�

R

2

; k k

1

�

i

�

R

2

; k k

1

�

s¡ izometrycznie izomor�czne. Odwzoro w a-

nie iden t yczno±cio w e izometri¡ o czywi±cie nie jest, jest ni¡ za to o dwzoro w anie

( x

1

; x

2

) ! ( x

1

+ x

2

; x

1

� x

2

) . Wynik a to z ró wno±ci

max

�

j x

1

+ x

2

j ; j x

1

� x

2

j

	

= j x

1

j + j x

2

j ;

któr¡ ªat w o spra wdzam y rozpatruj¡c przypadki, gdy liczb y x

1

i x

2

s¡ tego samego

i przeciwnego znaku.

W przestrzeni R

3

sytuacja jest o dmienna, kul¡ jednostk o w ¡ w normie k k

1

jest o±mio±cian, a w normie k k

1

sze±cian, nie ma zatem o dwzoro w ania linio w ego
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przepro w adza j¡cego jedn¡ z �gur na drug¡. W przestrzeni R

n

, n > 3 , jest jeszcze

gorzej, pierwsz¡ z kul jednostk o wyc h jest wielo±cian o 2 n wierzc hoªk ac h, a drug¡

wielo±cian o 2

n

wierzc hoªk ac h.

1.17. Przykªad. P ok a»em y , »e przestrzenie c

0

i c s¡ izomor�cznie top ologicz-

nie. P ok a»em y te», »e izometrycznie izomor�czne nie s¡.

Jest rzecz¡ jasn¡, »e o dwzoro w anie T : c

0

! c , okre±lone wzorem

T ( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) = ( x

1

+ x

2

; x

1

+ x

3

; x

1

+ x

4

; : : : )

jest algebraiczn ym izomor�zmem t yc h przestrzeni a jego o dwzoro w anie o dwrotne

T

� 1

: c ! c

0

ma p osta¢

T

� 1

( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) = ( x

0

; x

1

� x

0

; x

2

� x

0

; x

3

� x

0

; : : : ) ;

gdzie x

0

= lim

n !1

x

n

. P oniew a» k T x k ¬ 2 k x k dla x 2 c

0

i k T

� 1

x k ¬ 2 k x k dla

x 2 c , wi¦c oba o dwzoro w ania s¡ ci¡ gªe.

Do w ó d drugiego ze st wierdze« jest znacznie trudniejszy . Nale»y wyk aza¢, »e »a-

den z algebraiczn yc h izomor�zmó w t yc h przestrzeni izometri¡ nie jest. Dla k a»dego

k onkretnego izomor�zm u T mo»na zap ewne nietrudno wsk aza¢ taki elemen t x ,

»e k T x k 6 = k x k , ale dla wszystkic h izomor�zmó w takiego uniw ersalnego elemen tu

nie ma. Uciekniem y si¦ w ob ec tego do p o dobnego rozumo w ania jak p oprzednim

przykªadzie, p ok a»em y miano wicie, »e domkni¦ta kula jednostk o w a K przestrzeni

c ma bardzo wiele wierzc hoªk ó w, a domkni¦ta kula jednostk o w a K

0

przestrzeni c

0

nie ma ic h w cale, nie mo»na zatem w sp osób izometryczn y przepro w adzi¢ jednej

na drug¡.

Hasªo ÿ wierzc hoªek kuli K " zast¡ pim y jednak bardziej precyzyjn ym ÿ punkt

ekstremaln y kuli K ". Z de�nicji jest to k a»dy punkt x 2 K , którego nie mo»na

przedsta wi¢ w p ostaci x = �y + (1 � � ) z dla p ewn yc h y ; z 2 K , y 6= z i 0 < � < 1 ,

tj. punkt, który nie le»y w ewn¡trz »adnego o dcink a

�

�y + (1 � � ) z : 0 ¬ � ¬ 1

	

ª¡cz¡cego dw a ró»ne punkt y y i z kuli K . Jest jasne, »e k a»da izometria przepro-

w adza punkt y ekstremalne jednej kuli na punkt y ekstremalne drugiej kuli.

W domkni¦tej kuli jednostk o w ej K przestrzeni c punktami ekstremaln ym i s¡

wszystkie te punkt y x = ( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) , dla któryc h j x

n

j = 1 , n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : .

1.18. F akt. Domkni¦ta kula je dnostkowa przestrzeni c

0

nie ma punktów ekstr e-

malnych.

Do w ó d: P ok a»em y , »e k a»dy elemen t x kuli K

0

= f x 2 c

0

: k x k ¬ 1 g jest ±ro d-

kiem p ewnego o dcink a le»¡cego caªk o wicie w K

0

, tj., »e x =

1

2

y +

1

2

z dla p ewn yc h
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dw ó c h ró»n yc h elemen tó w y i z tej kuli. Je»eli x ma p osta¢ x = ( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) ,

to j x

n

j ¬ 1 dla n = 1 ; 2 ; 3 : : : oraz x

n

! 0 przy n ! 1 . Wybierzm y wsk a¹nik

n

0

tak, b y j x

n

0

j < 1 i okre±lm y elemen t y y = ( y

1

; y

2

; y

3

; : : : ) i z = ( z

1

; z

2

; z

3

; : : : )

kªad¡c y

n

= z

n

= x

n

dla n 6= n

0

i przyjm uj¡c za y

n

0

i z

n

0

takie liczb y , b y b yªy

ró»ne, b y j y

n

0

j ¬ 1 , j z

n

0

j ¬ 1 oraz, b y x

n

0

=

1

2

y

n

0

+

1

2

z

n

0

. Wtedy y ; z 2 K

0

,

y 6= z oraz x =

1

2

y +

1

2

z .

Definicja. Zaªó»m y , »e w przestrzeni linio w ej X dane s¡ dwie norm y k k

1

i

k k

2

. P o wiem y , »e norm y te s¡ ró wno w a»ne , gdy istniej¡ takie liczb y C

1

i C

2

,

»e

k x k

1

¬ C

1

k x k

2

oraz k x k

2

¬ C

2

k x k

2

dla wszystkic h x 2 X .

1.19. Twierdzenie. W przestrzeni liniowej X normy k k

1

i k k

2

s¡ r ówno-

wa»ne wte dy i tylko wte dy, gdy zbie»no±¢ ci¡gów w normie k k

1

jest r ównowa»ne

ich zbie»no±ci w normie k k

2

, czyli gdy o dwzor owanie to»samo±ciowe T x = x jest

izomor�zmem przestrzeni

�

X ; k k

1

�

na przestrze«

�

X ; k k

2

�

.

Do w ó d: Jest jasne, »e w arunek

k x k

1

¬ C k x k

2

dla x 2 X

wystarcza na to, b y k a»dy ci¡ g zbie»n y w normie k k

2

b yª zbie»n y w normie k k

1

.

P ok a»em y , »e w arunek ten jest tak»e k onieczn y .

Je»eli nieró wno±¢

k x k

1

¬ C k x k

2

dla x 2 X

nie zac ho dzi przy »adnej staªej C , to w X istnieje taki ci¡ g f x

n

g , »e

k x k

1

> n k x

n

k

2

; n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : :

Wtedy dla ci¡ gu

y

n

=

1

p

n k x

n

k

2

x

n

; n = 1 ; 2 ; 3 ; : : :

zac ho dz¡ nieró wno±ci

k y

n

k

1

=

k x

n

k

1

p

n k x

n

k

2

>

p

n;

k y

n

k

2

¬

1

p

n

:

Wynik a z nic h, »e ci¡ g f y

n

g jest zbie»n y (do zera) w normie k k

2

, a nie jest

zbie»n y w normie k k

1

(nie jest na w et ograniczon y).
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Z p o wy»szego t wierdzenia wynik a, »e algebraiczn y izomor�zm T przestrzeni

unormo w anej

�

X ; k k

X

�

na przestrze« unormo w an¡

�

Y ; k k

Y

�

jest izomor�zme m

top ologiczn ym wtedy i t ylk o wtedy , gdy w przestrzeni X norma k k

1

= k k

X

i

norma k k

2

okre±lona wzorem k x k

2

= k T x k

Y

s¡ ró wno w a»ne.

1.20. Przykªad. W przestrzeni C

1

[0 ; 1] funk cji ma j¡cyc h ci¡ gª¡ p o c ho dn¡ na

przedziale [0 ; 1] norm y

k x k

1

= max

t 2 [0 ; 1]

�

�

x ( t )

�

�

+ max

t 2 [0 ; 1]

�

�

x

0

( t )

�

�

k x k

2

=

�

�

x (0)

�

�

+ max

t 2 [0 ; 1]

�

�

x

0

( t )

�

�

s¡ ró wno w a»ne. Nieró wno±¢ k x k

2

¬ k x k

1

jest o czywista. Z drugiej stron y x ( t ) =

x (0) +

R

t

0

x

0

( s ) ds , wi¦c

max

t 2 [0 ; 1]

�

�

x ( t )

�

�

¬

�

�

x (0)

�

�

+ max

s 2 [0 ; 1]

�

�

x

0

( s )

�

�

= k x k

2

;

st¡d k x k

1

¬ 2 k x k

2

.

1.21. Zad anie. P ok aza¢, »e w przestrzeni C [0 ; 1] norm y

k x k

1

=

Z

1

0

�

�

x ( t )

�

�

dt; k x k

2

= max

t 2 [0 ; 1]

�

�

x ( t )

�

�

nie s¡ ró wno w a»ne.

1.22. Twierdzenie. W przestrzeni sko«czenie wymiar owej ka»de dwie normy

s¡ r ównowa»ne. Unormowana przestrze« sko«czenie wymiar owa jest zup eªna.

Do w ó d: Okre±lim y w przestrzeni sk o«czenie wymiaro w ej X p ewn¡ norm¦ k k

1

i

p ok a»em y , »e k a»da inna norma k k jest z ni¡ ró wno w a»na.

Ustalm y w t ym celu baz¦ Hamela e

1

; e

2

; : : : ; e

m

przestrzeni X i dla elemen tu

x 2 X p ostaci

x =

m

X

k =1

x

k

e

k

p oªó»m y

k x k

1

= max

1 ¬ k ¬ m

j x

k

j :

Jasne jest, »e funk cja k k

1

jest norm¡ na X oraz, »e dla do w olnej norm y k k na

X zac ho dzi nieró wno±¢

k x k ¬ C k x k

1

; x 2 X :
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Wynik a to z nieró wno±ci

k x k =









m

X

k =1

x

k

e

k









¬

m

X

k =1

j x

k

jk e

k

k ¬ max

1 ¬ k ¬ m

j x

k

j �

m

X

k =1

k e

k

k :

Zaªó»m y , nie wprost, »e norm y k k

1

i k k nie s¡ ró wno w a»ne. Mo»em y wi¦c

dla k a»dej liczb y naturalnej n znale¹¢ taki elemen t x

n

2 X , »e

k x

n

k

1

> n k x

n

k :

St¡d dla y

n

=

1

k x

n

k

x

n

otrzymam y k y

n

k

1

= 1 oraz k y

n

k ! 0 przy n ! 1 . Ci¡ g

f y

n

g jest zatem zbie»n y do zera w normie k k . Ci¡ g ten nie m usi b y¢ zbie»n y w nor-

mie k k

1

, ale jak o ograniczon y , za wiera (na mo cy t wierdzenia Bolzano-W eierstras-

sa) p ewien p o dci¡ g zbie»n y f y

n

k

g . Dla jego granicy y z jednej stron y mam y y 6= 0 ,

b o k y k

1

= lim

k !1

k y

n

k

k = 1 , a z drugiej y = 0 , b o zbie»no±¢ w normie k k

1

p o ci¡ ga zbie»no±¢ w normie k k . T u sprzeczno±¢.

Zup eªno±¢ przestrzeni X w normie k k wynik a z t wierdzenia 1.19 i o czywistej

zup eªno±ci X w normie k k

1

.

O±ro dk o w o±¢. Bazy top ologi czne

Je»eli przestrze« unormo w ana ma p o dzbiór przeliczaln y g¦st y , to mó wim y , »e

jest o±ro dk o w a , a sam p o dzbiór nazyw am y o±ro dkiem .

1.23. F akt. Przestrze« unormowana X jest o±r o dkowa wte dy i tylko wte dy, gdy

zawier a przeliczalny p o dzbiór liniowo g¦sty P , tzn. lin P = X .

Istotnie, je±li zbiór P = f x

1

; x

2

; x

3

; : : : g jest linio w o g¦st y w X , to k om binacje

linio w e p ostaci �

1

x

1

+ �

2

x

2

+ : : : + �

n

x

n

, �

k

2 W + i W , t w orz¡ zbiór przeliczaln y

g¦st y w X .

Ka»da z przestrzeni `

p

, 1 ¬ p < 1 , jest o±ro dk o w a, p o dzbiór przeliczaln y

g¦st y t w orz¡ tu ci¡ gi z jedynk ¡ w dokªadnie jedn ym miejscu. Przestrze« `

1

nie

jest o±ro dk o w a, k a»de dw a ró»ne ci¡ gi zero-jedynk o w e s¡ o dlegªe o d siebie o 1,

a jest ic h nieprzeliczalni e wiele. F unk cje c harakteryst yczne zbioró w b orelo wskic h

ograniczon yc h na prostej R t w orz¡ przeliczaln y zbiór linio w o g¦st y w k a»dej z

przestrzeni L

p

( R ) , 1 ¬ p < 1 . T ak»e, jak wiem y z t wierdzenia W eierstrassa,

funk cje 1 ; t; t

2

; t

3

; : : : t w orz¡ zbiór linio w o g¦st y w przestrzeni C [ a; b ] . Wszystkie

te przestrzenie s¡ zatem o±ro dk o w e. Przestrzenie C ( R ) i L

1

( R ) nie s¡ o±ro dk o w e

z tego samego p o w o du, co przestrze« `

1
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Definicja. Ci¡ g e

1

; e

2

; e

3

; : : : elemen tó w przestrzeni Banac ha X nazyw am y ba-

z¡ top ologiczn¡ tej przestrzeni, je»eli k a»dy elemen t x 2 X ma jednoznaczne

przedsta wienie w p ostaci zbie»nego szeregu

x =

1

X

n =1

�

n

e

n

:

Jest o czywiste, »e baza top ologiczna jest zbiorem linio w o niezale»n ym i linio w o

g¦st ym w przestrzeni. Baz¦ top ologiczn¡ mog¡ mie¢ wi¦c t ylk o o±ro dk o w e prze-

strzenie Banac ha.

Zbiór ci¡ gó w e

1

; e

2

; e

3

; : : : p ostaci e

n

= (0 ; 0 ; : : : ; 0 ; 1 ; 0 ; : : : ) z jedynk ¡ na

n -t ym miejscu t w orzy baz¦ top ologiczn¡ w k a»dej z przestrzeni c

0

, `

p

, 1 ¬ p < 1 .

Ciek a wszy przykªad bazy p o c ho dzi o d Sc haudera.

1.24. Przykªad. Baza Sc haudera . Niec h f t

0

; t

1

; t

2

; : : : g b ¦dzie zbiorem g¦-

st ym w przedziale [ a; b ] , przy czym t

0

= a , t

1

= b , i niec h x

0

( t ) = 1 , x

1

( t ) =

t � a

t � b

dla t 2 [ a; b ] . F unk cj¦ x

n

dla n  2 okre±lam y w sp osób nast¦puj¡cy . Punkt y

f t

0

; t

1

; t

2

; : : : ; t

n

g dziel¡ przedziaª [ a; b ] na p o dprzedziaªy , do jednego z nic h wpada

punkt t

n

, oznaczm y ten przedziaª [ �

n

; �

n

] . Jak o x

n

okre±lam y funk cj¦ ró wn¡ 0

dla t 2 [ a; �

n

] [ [ �

b

; b ] , ró wn¡ 1 w punk cie t = t

n

i linio w ¡ w k a»dym z przedziaªó w

[ �

n

; t

n

] i [ t

n

; �

n

] .

P ok a»em y , »e funk cje x

0

; x

1

; x

2

; : : : stano wi¡ baz¦ przestrzeni C [ a; b ] . Zau w a»-

m y w t ym celu, »e x

n

( t

i

) = 0 dla i = 0 ; 1 ; 2 ; : : : ; n � 1 oraz x

n

( t

n

) = 1 . Wynik a z

tego, »e je±li funk cja y przedsta wia si¦ w p ostaci jednosta jnie zbie»nego szeregu

(1 : 3) y ( t ) =

1

X

k =0

�

k

x

k

( t ) ;

to y ( t

0

) = �

0

, y ( t

1

) = �

0

x

0

( t

1

) + �

1

, y ( t

2

) = �

0

x

0

( t

2

) + �

1

x ( t

2

) + �

3

, itd. P ozw ala

to jednoznacznie wyznaczy¢ wsp óªczynniki �

k

. Udo w o dnili±m y w ten sp osób, »e

je»eli przedsta wienie (1. 3) istnieje, to jest jedyne.

P ozosta je p ok aza¢, »e je±li wsp óªczynniki �

k

okre±lim y w wy»ej opisan y sp o-

sób, to ci¡ g f y

n

g n -t yc h sum cz¦±cio wyc h szeregu (1. 3) jest jednosta jnie zbie»n y

do y . Z k onstruk cji wynik a, »e wykresem funk cji y

n

jest ªamana o wierzc hoªk ac h

w punktac h o o dci¦t yc h t

0

; t

1

; t

2

; : : : ; t

n

i p okryw a j¡ca si¦ z wykresem funk cji y

w t yc h punktac h. Zatem k y

n

� y k

1

! 0 , b o funk cja y jest jednosta jnie ci¡ gªa.

1.25. Zad anie. P ok aza¢, »e ukªad Sc haudera nie t w orzy bazy top ologicznej w

»adnej z przestrzeni L

p

( a; b ) , 1 ¬ p < 1 .
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Uw a ga. W roku 1932 Stanisªa w Mazur p osta wiª problem, czy k a»da o±ro dk o w a

przestrze« Banac ha ma baz¦. Za jego rozwi¡zanie wyznaczyª nagro d¦ w p ostaci

»yw ej g¦si. G¦± otrzymaª matemat yk szw edzki P er Eno za p o danie w roku 1973

k on trprzykªadu a zdj¦cia z tej uro czysto±ci zamie±ciªa prasa.

Przestrzenie ilorazo w e

Niec h Y b ¦dzie p o dprzestrzeni¡ linio w ¡ przestrzeni unormo w anej X . F unk cja

dist( x; Y ) = inf

y 2 Y

k x � y k ; x 2 X ;

ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:

1.

�

x 2 X : dist( x; Y ) = 0

	

= Y ,

2. dist( x + y ; Y ) ¬ dist( x; Y ) + dist ( y ; Y ) ,

3. dist( � x; Y ) = j � j dist( x; Y ) .

Wynik a st¡d, »e je»eli Y jest domkni¦t¡ p o dprzestrzeni¡ X oraz [ x ] jest w arst w ¡

przestrzeni ilorazo w ej X= Y , to dla k a»dyc h x

1

; x

2

2 [ x ] mam y dist ( x

1

; Y ) =

dist( x

2

; Y ) , a wi¦c funk cjonaª





[ x ]





= dist( x; Y ) = inf

y 2 Y

k x � y k

jest norm¡ w przestrzeni X= Y .

1.26. Zad anie. Niec h x = ( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) 2 `

1

. P ok aza¢, »e w przestrzeni ilo-

razo w ej `

1

= c

0





[ x ]





= lim sup

n !1

j x

n

j :

1.27. Przykªad. Niec h Y oznacza domkni¦t¡ p o dprzestrze« przestrzeni c , zªo-

»on¡ z ci¡ gó w staªyc h. P ok a»em y , »e przestrze« ilorazo w a c = Y jest izomor�czna

z przestrzeni¡ c

0

.

Dla ci¡ gu x = ( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) 2 c w w arst wie [ x ] istnieje dokªadnie jeden ci¡ g

z p o dprzestrzeni c

0

, miano wicie ci¡ g x

0

= ( x

1

� x

0

; x

2

� x

0

; x

3

� x

0

; : : : ) , gdzie

x

0

= lim

n !1

x

n

. P ozw ala to uto»sami¢ przestrze« ilorazo w ¡ c = Y z przestrzeni¡

c

0

. P oniew a» k x

0

k ¬ 2 k x k oraz x

0

2 [ x ] , wi¦c





[ x ]





¬ k x

0

k ¬ 2





[ x ]





:

Zau w a»m y jeszcze, »e norma w c = Y nie p okryw a si¦ z norm¡ w c

0

, a w ukªadzie

p o wy»szyc h nieró wno±ci k a»da z ró wno±ci jest mo»liw a.
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1.28. Twierdzenie. Je»eli X jest przestrzeni¡ Banacha a Y jej domkni¦t¡ p o d-

przestrzeni¡, to X= Y jest te» przestrzeni¡ Banacha.

Do w ó d: Wystarczy p ok aza¢ (p or. zadanie 1.3), »e w X= Y k a»dy szereg b ezwzgl¦d-

nie zbie»n y jest zbie»n y . Niec h x

1

; x

2

; x

3

; : : : b ¦dzie ci¡ giem w X , dla którego

1

X

k =1





[ x

k

]





< 1 :

Z k a»dej z w arst w [ x

k

] wybierzm y elemen t x

0

k

tak, b y k x

0

k

k ¬





[ x

k

]





+ 1 = 2

k

.

Wtedy

P

1

k =1

k x

0

k

k < 1 , a p oniew a» przestrze« X jest zup eªna, wi¦c szereg

P

1

k =1

x

0

k

jest zbie»n y do p ewnego elemen tu x

0

2 X . Z nieró wno±ci









[ x

0

] �

n

X

k =1

[ x

k

]









¬









x

0

�

n

X

k =1

x

0

k









; n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : ;

wynik a, »e [ x

0

] jest granic¡ sum cz¦±cio wyc h szeregu

P

1

k =1

[ x

k

] .

1.29. Przykªad. Niec h S

0

b ¦dzie do w oln ym niepust ym p o dzbiorem domkni¦-

t ym przestrzeni normalnej S . Oznaczm y przez X domkni¦t¡ p o dprzestrze« prze-

strzeni C ( S ) zªo»on¡ z funk cji zeruj¡cyc h si¦ na S

0

. P ok a»em y , »e przestrze«

C ( S

0

) jest izometrycznie izomor�czna z przestrzeni¡ ilorazo w ¡ C ( S ) =X .

Odwzoro w anie przyp orz¡dk o wuj¡ce funk cji x 2 C ( S ) jej ob ci¦cie x j

S

0

do

zbioru S

0

jest k on trak cj¡ z przestrzeni C ( S ) do C ( S

0

) . Jego j¡drem jest zbiór X .

Wzór T [ x ] = x j

S

0

okre±la zatem o dwzoro w anie linio w e T z C ( S ) =X w C ( S

0

) ,

tak»e b ¦d¡ce k on trak cj¡. Z drugiej stron y z t wierdzenia Tietzego-Urysohna (patrz

?? ) wynik a, »e k a»d¡ ograniczon¡ funk cj¦ ci¡ gª¡ x

0

na S

0

mo»na przedªu»y¢ do

ograniczonej funk cji ci¡ gªej x na S i to tak, b y k x k

1

= k x

0

k

1

. Oznacza to, »e

T o dwzoro wuje ÿna" i nie zmniejsza norm y . W ob ec tego jest izometri¡.

Udo w o dnim y jeszcze t wierdzenie o uniw ersalno±ci przestrzeni `

1

dla klasy

wszystkic h o±ro dk o wyc h przestrzeni Banac ha.

1.30. Twierdzenie. Ka»da o±r o dkowa przestrze« Banacha jest izometrycznie

izomor�czna z przestrzeni¡ ilor azow¡ `

1

= Y , gdzie Y jest p ewn¡ domkni¦t¡ p o d-

przestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni `

1

.

Do w ó d: Niec h x

1

; x

2

; x

3

; : : : b ¦dzie do w oln ym p o dzbiorem g¦st ym sfery jednost-

k o w ej

�

x 2 X : k x k = 1

	

przestrzeni X . Okre±lm y o dwzoro w anie T : `

1

! X

wzorem

T ( �

1

; �

2

; �

3

; : : : ) =

1

X

n =1

�

n

x

n

:
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Jest o czywiste, »e T jest k on trak cj¡ linio w ¡. P ok a»em y , »e obrazem T jest caªa

przestrze« X . Zau w a»m y w t ym celu, »e dla k a»dego x 2 X , k a»dej liczb y natu-

ralnej k i k a»dego " > 0 istnieje taki wsk a¹nik n > k , »e





x � k x k x

n





< ":

Ustalm y do w olnie liczb ¦ " > 0 i wybierzm y ci¡ g "

1

; "

2

; "

3

; : : : liczb do datnic h tak,

b y

P

1

k =1

"

k

< " . Niec h x b ¦dzie do w oln ym elemen tem przestrzeni X . Wybierzm y

wsk a¹nik n

1

tak, b y k x � �

n

1

x

n

1

k < "

1

, gdzie przyj¦li±m y oznaczenie �

n

1

= k x k ,

nast¦pnie wsk a¹nik n

2

> n

1

tak, b y





( x � �

n

1

x

n

1

) � �

n

2

x

n

2





< "

2

, z oznaczeniem

�

n

2

= k x � �

n

1

x

n

1

k , itd. W rezultacie otrzymam y ci¡ g �

n

1

; �

n

2

; : : : o wªasno±ci

�

n

k +1

=





x � ( �

n

1

x

n

1

+ �

n

2

x

n

2

+ : : : + �

n

k

x

n

k

)





< "

k

:

Uzup eªnijm y go do ci¡ gu � = ( �

1

; �

2

; �

3

; : : : ) przez przyj¦cie zer za brakuj¡ce

skªadniki. Wtedy T ( � ) = x oraz

k � k

1

=

1

X

k =1

�

n

k

¬ k x k +

1

X

k =1

"

k

< k x k + ":

Wnosim y z tej k onstruk cji, »e T o dwzoro wuje `

1

na caª¡ przestrze« X .

Okre±lm y p o dprzestrze« Y � `

1

jak o j¡dro

Y =

�

� 2 `

1

: T ( � ) = 0

	

o dwzoro w ania T . Wtedy T sta je si¦ algebraiczn ym izomor�zmem `

1

= Y na X .

Ci¡ gªo±¢ o dwzoro w ania T gw aran tuje, »e Y jest domkni¦t¡ p o dprzestrzeni¡ li-

nio w ¡ przestrzeni `

1

. Z p o wy»szej k onstruk cji wynik a, »e je»eli T ( � ) = x , to dla

do w olnego " > 0 zac ho dzi nieró wno±¢





[ � ]





¬ k x k + ";

za± z faktu, »e T jest k on trak cj¡, wynik a nieró wno±¢ przeciwna

k x k ¬





[ � ]





;

m usi zatem b y¢





[ � ]





= k x k . T o do w o dzi, »e T jest izometri¡ `

1

= Y na X .
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Pro dukt przestrzeni

Niec h ( X

k

; k k

k

) , k = 1 ; 2 ; : : : ; n , b ¦d¡ przestrzeniami unormo w an ymi nad

t ym sam ym ciaªem ( R lub C ). pro duktem (top ologiczn ym)

Q

n

k =1

X

k

nazyw am y

pro dukt k artezja«ski zbioró w X

k

z dziaªaniami i norm¡ okre±lon ymi nast¦puj¡co:

( x

1

; x

2

; : : : ; x

k

) + ( x

0

1

; x

0

2

; : : : ; x

0

k

) = ( x

1

+ x

0

1

; x

2

+ x

0

2

; : : : ; x

k

+

0

k

) ;

� ( x

1

; x

2

; : : : ; x

k

) = ( �x

1

; �x

2

; : : : ; x

�

k ) ;





( x

1

; x

2

; : : : ; x

k

)





=

n

X

k =1

k x

k

k

k

:

1.31. F akt. Pr o dukt

Q

n

k =1

X

k

przestrzeni unormowanych jest przestrzeni¡ Ba-

nacha wte dy i tylko wte dy, gdy ka»da z przestrzeni X

k

jest zup eªna.

1.32. Przykªad. Przestrze« C

n

[ a; b ] funk cji ma j¡cyc h ci¡ gªe p o c ho dne do rz¦-

du n wª¡cznie jest izomor�czna z pro duktem C

n

� C [ a; b ] . Istotnie, funk cja f

jest wyznaczona jednoznacznie przez w ektor

�

f ( a ) ; f

0

( a ) ; : : : ; f

( n � 1)

( a )

�

i funk cj¦

f

( n )

. Mo»na w t ym celu u»y¢ wzoru T a ylora

f ( t ) =

n � 1

X

k =0

f

( k )

( a )

k !

( t � a )

k

+

Z

t

a

( t � a )

n � 1

( n � 1)!

f

( n )

( s ) ds:

Definicja. Je»eli X jest przestrzeni¡ linio w ¡ oraz X

1

; X

2

; : : : ; X

n

takimi jej

p o dprzestrzeniami, »e

lin

n

[

k =1

X

k

= X oraz X

k

\

n

X

j =1

j 6= k

X

j

= f 0 g ; k = 1 ; 2 ; : : : ; n;

to X nazyw am y algebraiczn¡ sum¡ prost¡ p o dprzestrzeni X

k

. Ka»dy w ek-

tor x ma wtedy jednoznaczne przedsta wienie x =

P

n

k =1

x

k

, gdzie x

k

2 X

k

,

a o dwzoro w anie ' : ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) !

P

n

k =1

x

k

jest algebraiczn ym izomor�-

zmem

Q

n

k =1

X

k

na X . Je»eli zaªo»ym y do datk o w o, »e X jest przestrzeni¡ unor-

mo w an¡, to o dwzoro w anie ' jest ci¡ gªe. Gdy jest ono izomor�zmem (top ologicz-

n ym), to X nazyw am y sum¡ prost¡ (top ologiczn¡) p o dprzestrzeni X

k

i piszem y

X = X

1

� X

2

� : : : � X

n

.

1.33. Zad anie. Wyk aza¢, »e przestrze« C [ � 1 ; 1] jest sum¡ prost¡ dw ó c h sw oic h

domkni¦t yc h p o dprzestrzeni, zªo»on yc h o dp o wiednio z funk cji parzyst yc h i funk cji

nieparzyst yc h.



Zadania uzup eªnia j¡ce 21

Zadania uzup eªnia j¡ce

1.34. Do wie±¢, »e przestrze« `

1

ma nieprzeliczaln¡ baz¦ Hamela.

1.35. W przestrzeni C

k

( R ) zªo»onej z funk cji ograniczon yc h ma j¡cyc h ci¡ gªe i

ograniczone p o c ho dne do rz¦du k wª¡cznie wpro w adzi¢ tak norm¦, b y staªa si¦

przestrzeni¡ Banac ha.

1.36. Do wie±¢, »e przestrzenie L

p

( R ) i L

p

(0 ; 1) , 1 ¬ p < 1 , s¡ izometryczni e

izomor�czne.

1.37. Czy przestrzenie L

1

(0 ; 1) oraz L

1

(0 ; 1) � L

1

(0 ; 1) s¡ izomor�czne?

1.38. Zaªó»m y , »e X i Y s¡ p o dprzestrzeniami p ewnej przestrzeni linio w ej. Do-

wie±¢, »e przestrzenie ( X + Y ) = Y oraz X= ( X \ Y ) s¡ algebraicznie izomor�czne.

1.39. Je»eli Y jest domkni¦t¡ p o dprzestrzeni¡ przestrzeni Banac ha X , to X= Y

jest przestrzeni¡ Banac ha. Odwzoro w anie k anoniczne � : X ! X= Y okre±lone

wzorem � ( x ) = [ x ] jest ci¡ gªe i ot w arte (obraz zbioru ot w artego jest ot w art y).



R OZDZIAŠ I I

PRZESTRZENIE FUNK CJI

CI• GŠ YCH

Przestrzenie funk cji ci¡ gªyc h, ob ok przestrzeni Hilb erta i przestrzeni t ypu L

p

,

to p o dsta w o w e klasy przestrzeni Banac ha. Szczególne miejsce za jm uj¡ w teorii

aproksymacji i teorii szeregó w F ouriera.

Dw a t wierdzenia W eierstrassa

Oba t wierdzenia mó wi¡ o mo»liw o±ci jednosta jnej aproksymacji na przedziale

[ a; b ] funk cji ci¡ gªyc h wielomianami , pierwsze wielomianami zwykªymi, a drugie

wielomianami trygonometryczn ym i.

2.1. Twierdzenie Weierstrassa. Ka»d¡ funkcj¦ ci¡gª¡ na prze dziale [ a; b ]

mo»na je dnostajnie apr oksymowa¢ wielomianami.

Do w ó d: T ransformacja linio w a

t =

s � a

b � a

; s 2 [ a; b ] ;

spro w adza zagadnienie do przedziaªu [0 ; 1] . T u p osªu»ym y si¦ do w o dem p o c ho-

dz¡cym o d Bernsteina.

Dla funk cji ci¡ gªej x na przedziale [0 ; 1] niec h x

n

oznacza jej n {t y Wielo-

mian Bernsteina

x

n

( t ) =

n

X

k =0

�

n

k

�

x

�

k

n

�

t

k

(1 � t )

n � k

:

P ok a»em y , »e ci¡ g x

n

zbiega do x jednosta jnie na caªym przedziale [0 ; 1] .
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Ustalm y " > 0 . P oniew a» funk cja x jest ci¡ gªa jednosta jnie, wi¦c dla p ewnego

� > 0 nieró wno±¢ j t � s j < � p o ci¡ ga j x ( t ) � x ( s ) j < " . Korzysta j¡c z to»samo±ci

n

X

k =0

�

n

k

�

t

k

(1 � t )

n � k

= 1 ªat w o otrzym ujem y

�

�

x ( t ) � x

n

( t )

�

�

¬

n

X

k =0

�

n

k

�
�

�

�

x ( t ) � x

�

k

n

�

�

�

�

t

k

(1 � t )

n � k

:

Je»eli teraz osobno zsum ujem y p o zbiorze t yc h wsk a¹nik ó w k dla któryc h

�

�

t �

k

n

�

�

<

� i osobno p o zbiorze p ozostaªyc h to

�

�

x ( t ) � x

n

( t )

�

�

< "

X

�

�

t �

k

n

�

�

<�

�

n

k

�

t

k

(1 � t )

n � k

+ 2 M

X

�

�

t �

k

n

�

�

 �

�

n

k

�

t

k

(1 � t )

n � k

< " +

2 M

�

2

n

X

k =0

�

n

k

�

�

t �

k

n

�

2

t

k

(1 � t )

n � k

;

gdzie M = max

0 ¬ t ¬ 1

j x ( t ) j . Z ró wno±ci

(2 : 4)

n

X

k =0

�

n

k

�

�

t �

k

n

�

2

t

k

(1 � t )

n � k

=

t (1 � t )

n

da je to oszaco w anie " +

2 M

�

2

1

n

. A wi¦c

�

�

x ( t ) � x

n

( t )

�

�

< 2 " je±li t ylk o n jest

dostatecznie du»e.

P ozosta je w ery�k acja ró wno±ci (2. 4). Na jªat wiej mo»na j¡ otrzyma¢ ze wzoró w

n

X

k =0

�

n

k

�

t

k

s

n � k

= ( t + s )

n

;

n

X

k =0

k

n

�

n

k

�

t

k

s

n � k

= t ( t + s )

n � 1

;

n

X

k =0

k

2

n

2

�

n

k

�

t

k

s

n � k

=

1

n

t ( t + s )

n � 1

+

n � 1

n

t

2

( t + s )

n � 2

;

p o p o dsta wieniu s = 1 � t , p omno»eniu k olejno stronami przez t

2

, � 2 t oraz

1 i do daniu do siebie. Pierwszy ze wzoró w, to o czywi±cie wzór Newtona, drugi

p o wsta je z pierwszego przez zró»niczk o w anie p o zmiennej t i p omno»eniu stronami

przez

1

n

t , a trzeci w ten sam sp osób z drugiego.

Drugie z t wierdze« W eierstrassa jest o dp o wiednikiem pierwszego dla wielomia-

nó w trygonometryczn yc h.
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2.2. Dr ugie twierdzenie Weierstrassa. Wielomiany trygonometryczne

a

0

+

n

X

k =1

�

a

k

cos k t + b

k

sin k t

�

le»¡ g¦sto w zbiorze wszystkich funkcji ci¡gªych okr esowych o okr esie 2 �

Do w ó d: Zaªó»m y , »e x jest funk cj¡ ci¡ gª¡ okreso w ¡ o okresie 2 � . Je»eli x jest

parzysta, to mo»em y trakto w a¢ j¡ jak o funk cj¦ na przedziale [0 ; � ] i zamieni¢ na

funk cj¦ y 2 C [ � 1 ; 1] wzorem

y (cos t ) = x ( t ) ; t 2 [0 ; � ] ;

a t¡, na mo cy t wierdzenia W eierstrassa, aproksymo w a¢ jednosta jnie na wielomia-

nami. Wielomian o d cos t mo»na spro w adzi¢ do p ostaci wielomian u trygonome-

trycznego parzystego. T o rozumo w anie do w o dzi tezy dla funk cji parzyst yc h. Je±li

x jest nieparzysta, to funk cja

x

1

( t ) = x ( t ) sin t

jest parzysta, wi¦c na mo cy udo w o dnionej ju» cz¦±ci tezy , mo»na j¡ jednosta jnie

aproksymo w a¢ wielomianami trygonometryczn ymi . Wynik a st¡d, »e je±li x jest

funk cj¡ do w oln¡, to mo»liw o±¢ jednosta jnej aproksymacji wielomianami trygono-

metryczn ym i zac ho dzi w k a»dym razie dla funk cji x ( t ) sin t , a co t ym idzie, tak»e

dla funk cji

x ( t ) sin

2

t:

Przyj¦cie tuta j funk cji x

�

�

2

� t

�

zamiast x ( t ) i zamiana zmiennej t na

�

2

� t

(tak a zamiana zac ho wuje zbiór wielomianó w trygonometryczn yc h), da je mo»liw o±¢

aproksymacji wielomianami trygonometryczn ym i funk cji

x ( t ) cos

2

t;

zatem tak»e funk cji x ( t ) = x ( t ) sin

2

t + x ( t ) cos

2

t .
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Twierdzenie Stone'a

Oba przedsta wione wy»ej t wierdzenia W eierstrassa s¡ szczególn ymi przypad-

k ami znacznie ogólniejszego t wierdzenia Stone'a, które udo w o dnim y .

Niec h S b ¦dzie zw art¡ przestrzenia Hausdor�a. Jak wiem y Zbiór C ( S ) jest

przestrzeni¡ Banac ha w normie

k x k = max

t 2 S

�

�

x ( t )

�

�

:

Zau w a»m y , »e w isto cie zbiór C ( S ) ma struktur¦ algebry , wraz z funk cjami x; y

za wiera ic h ilo czyn xy , nadto k xy k ¬ k x k k y k . W przestrzeni C

R

( S ) wszystkic h

funk cji ci¡ gªyc h na S o w arto±ciac h rzeczywist yc h mo»na do datk o w o rozpatryw a¢

dziaªania _ i ^ okre±lone wzorami

( x _ y )( t ) = max f x ( t ) ; y ( t ) g ; ( x ^ y )( t ) = min f x ( t ) ; y ( t ) g :

2.3. Lema t. Nie ch A b ¦ dzie p o dzbior em przestrzeni C

R

( S ) zamkni¦tym na dzia-

ªania _ i ^ . Je»eli dane s¡ x 2 A or az " > 0 , a d la dowolnych s; t 2 S istnieje

taka funkcja y

su

2 A , »e

�

�

x ( s ) � y

su

( s )

�

�

< ";

�

�

x ( u ) � y

su

( u )

�

�

< ";

to w A istnieje te» taka funkcja y , »e

�

�

x ( t ) � y ( t )

�

�

< "

d la wszystkich t 2 S .

Do w ó d: Oznaczm y przez U

su

i V

su

zbiory t yc h punktó w t , dla któryc h o dp o wied-

nio y

su

( t ) < x ( t ) + " i y

su

( t ) > x ( t ) � " . S¡ to zbiory ot w arte, za wiera j¡ce oba

punkt y s , u . Przy ustalon ym u zbiory U

su

t w orz¡ p okrycie przestrzeni zw artej S ,

wybiera j¡c z tego p okrycia sk o«czone p o dp okrycie f U

s

1

u

; U

s

2

u

; : : : ; U

s

n

u

g i kªad¡c

y

u

= y

s

1

u

^ y

s

2

u

� � � ^ y

s

n

u

, otrzymam y funk cj¦ y

u

2 A , sp eªnia j¡c¡ w arunki

y

u

( t ) < x ( t ) + " dla wszystkic h t 2 S;

y

u

( t ) > x ( t ) � " dla t 2 V

u

=

n

\

k =1

V

s

k

u

:

Wybierzm y teraz z p okrycia przestrzeni S zbiorami V

u

sk o«czone p o dp okrycie

f V

u

1

; V

u

2

; : : : ; V

u

m

g i p oªó»m y y = y

u

1

_ y

u

2

� � � _ y

u

m

. Otrzymam y w ten sp osób

funk cj¦ y 2 A sp eªnia j¡c¡ obie nieró wno±ci x ( t ) � " < y ( t ) < x ( t ) + " , funk cj¦

której o czekiw ali±m y .
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2.4. Lema t. Je»eli domkni¦ta p o dalgebr a A algebry C

R

( S ) zawier a funkcj¦ staª¡

1 , to jest zamkni¦ta na dziaªania _ i ^ .

Do w ó d: P oniew a»

x _ y =

1

2

�

x + y + j x � y j

�

; x ^ y =

1

2

�

x + y � j x � y j

�

;

wi¦c wystarczy p ok aza¢, »e wraz z funk cj¡ x zbiór A za wiera tak»e funk cj¦ j x j .

Mo»em y przy t ym do datk o w o zaªo»y¢, »e k x k ¬ 1 . Wtedy

�

�

x ( t )

�

�

=

q

1 �

�

1 � x

2

( t )

�

= 1 �

1

X

n =1

(2 n � 3)!!

(2 n )!!

�

1 � x

2

( t )

�

n

;

a szereg jest zbie»n y na S jednosta jnie, zatem j x j 2 A .

Mo»em y teraz przyst¡ pi¢ do do w o du zap o wiadanego t wierdzenia Stone'a. Us-

talm y przedtem, »e o zbiorze A funk cji na S p o wiem y , i» rozdziela punkt y

przestrzeni S , gdy dla do w oln yc h dw ó c h ró»n yc h punktó w s; t 2 S istnieje p ewna

funk cja x 2 A , sp eªnia j¡ca x ( s ) 6= x ( t ) .

2.5. Twierdzenie Stone'a. Nie ch S b ¦ dzie zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a

or az A domkni¦t¡ p o dalgebr ¡ algebry C ( S ) . Je»eli A r ozdziela punkty S , zawier a

funkcj¦ staª¡ 1 i jest zamkni¦ta na op er acj¦ sprz¦»enia x ! x , to A = C ( S ) .

Do w ó d: Oznaczm y przez A

R

zbiór wszystkic h funk cji rzeczywist yc h x 2 A .

Wtedy A

R

jest domkni¦t¡ p o dalgebr¡ algebry C

R

( S ) , za wiera j¡c¡ funk cj¦ 1 . Z

lematu 2.4 wynik a, »e zbiór A

R

jest zamkni¦t y na dziaªania _ i ^ . Je»eli s; u 2 S ,

s 6= u , to y ( s ) 6= y ( u ) dla p ewnej funk cji y 2 A . P oniew a» obie funk cje

Re y =

1

2

( y + y ) ; Im y =

1

2 i

( y � y )

nale»¡ do A

R

, wi¦c Re y ( s ) 6= Re y ( u ) lub Im y ( s ) 6= Im y ( u ) , zatem A

R

rozdziela

punkt y przestrzeni S . Dla k a»dej funk cji x 2 C

R

( S ) i k a»dej pary punktó w s; u 2

S istnieje tak a funk cja y

su

2 A

R

, »e y

su

( s ) = x ( s ) , y

su

( u ) = x ( u ) . Wystarczy w

t ym celu w A

R

obra¢ tak ¡ funk cj¦ y , »e y ( s ) 6= y ( u ) i p oªo»y¢

y

su

( t ) =

x ( s ) � x ( u )

y ( s ) � y ( u )

y ( t ) �

x ( s ) y ( u ) � x ( u ) y ( s )

y ( s ) � y ( u )

:

Z lematu 2.3 wnioskujem y , »e A

R

= C

R

( S ) , a dalej »e A = C ( S ) . Dla x 2 C ( S )

mam y b o wiem Re x; Im x 2 C

R

( S ) = A

R

, zatem x = Re x + i Im x 2 A .

Uw a ga. Zaªo»enie w t wierdzeniu Stone'a, »e p o dalgebra A wraz z funk cj¡ x

za wiera tak»e funk cj¦ sprz¦»on¡ x jest istotne. Wida¢ to z p oni»szego przykªadu.
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2.6. Przykªad. Okr¡ g jednostk o wy

T = f z 2 C ; j z j = 1 g

z top ologi¡ o dziedziczon¡ z C jest przestrzeni¡ zw art¡. Na jmniejsza domkni¦ta

p o dalgebra A � C ( T ) za wiera j¡ca funk cje x ( z ) = 1 oraz x ( z ) = z rozdziela

punkt y T . P ok a»em y , »e dla funk cji x

0

( z ) = z zac ho dzi ró wno±¢

dist( x

0

; A ) = 1 :

Wielomian y w ( z ) = a

0

+ a

1

z + a

2

z

2

+ � � � + a

n

z

n

le»¡ g¦sto w A oraz





x

0

� w





2



1

2 �

Z

2 �

0

�

�

x

0

( e

it

) � w ( e

it

)

�

�

2

dt = 1 +

n

X

k =0

j a

k

j

2

 1 :

Istotnie

�

�

x

0

( e

it

) � w ( e

it

)

�

�

2

= 1 �

n

X

k =0

a

k

e

i ( k +1) t

�

n

X

k =0

a

k

e

� i ( k +1) t

+

n

X

k =0

n

X

r =0

a

k

a

r

e

i ( k � r ) t

;

a caªk a

R

2 �

0

e

imt

dt jest ró wna 0 , gdy m 6= 0 oraz ró wna 2 � , gdy m = 0 . Z tego

wnosim y , »e dist( x

0

; A )  1 . Nieró wno±¢ przeciwna jest o czywista.

Lemat Urysohna

i t wierdzenie Tietzego-Urysohna

P omo cn ym narz¦dziem przy k onstruk cji funk cji ci¡ gªyc h na ogóln yc h prze-

strzeniac h top ologiczn yc h s¡ dw a p oni»sze t wierdzenia. Wynik a z nic h w szczegól-

no±ci, »e gdy S jest przestrzeni¡ top ologiczn¡ normaln¡, to przestrze« C ( S ) jest

niezdegenero w ana.

Pierwsze t wierdzenie tradycyjnie nosi nazw ¦ lematu Urysohna i jego do w ó d

zamieszczon y jest w rozdziale Uzup eªnienia ?? .

2.7. Lema t Ur ysohna. Je»eli S jest przestrzeni¡ top olo giczn¡ normaln¡, to d la

ka»dej p ary K

0

, K

1

r ozª¡cznych p o dzbior ów domkni¦tych S istnieje taka funkcja

ci¡gªa x : S ! [0 ; 1] , »e x j

K

0

= 0 or az x j

K

1

= 1 .
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2.8. Twierdzenie Tietzego-Ur ysohna. Nie ch S

0

b ¦ dzie p o dzbior em dom-

kni¦tym przestrzeni normalnej S . Dla ka»dej funkcji ci¡gªej x

0

: S

0

! [ � 1 ; 1]

istnieje prze dªu»enie ci¡gªe x : S ! [ � 1 ; 1] .

Do w ó d: Zaªó»m y , »e j x

0

( s ) j ¬ c ¬ 1 dla s 2 S

0

. P o dam y k onstruk cj¦ takiego

ci¡ gu x

1

; x

2

; : : : funk cji ci¡ gªyc h na S , »e

j x

n

( s ) j ¬

1

3

�

2

3

�

n � 1

dla s 2 S

oraz

�

�

�

x

0

( s ) �

n

X

k =1

x

k

( s )

�

�

�

¬

�

2

3

�

n

dla x 2 S

0

:

P oniew a» zbiory K

0

= x

� 1

0

�

[ � c ; �

1

3

c ]

�

i K

1

= x

� 1

0

�

[

1

3

c ; c ]

�

s¡ rozª¡czne i

domkni¦te w S

0

, a wi¦c domkni¦te w S , to z lematu Urysohna ?? wynik a istnienie

takiej funk cji k : S ! [ � 1 ; 1] , »e k j

K

0

= 0 i k j

K

1

= 1 . Šat w o spra wdzi¢, »e

funk cja x

1

( s ) =

2

3

c

�

k ( s ) �

1

2

�

sp eªnia »¡dane w arunki. F unk cj¦ x

2

k onstruujem y

w p o dobn y sp osób, przyjm uj¡c x

0

� x

1

w miejsce x

0

i

2

3

c w miejsce c , itd.

Szereg

P

1

k =1

x

k

jest jednosta jnie zbie»n y . Jego suma x jest wi¦c funk cj¡ ci¡ gª¡

na S , sp eªnia w arunek j x ( t ) j ¬ 1 dla s 2 S oraz x ( s ) = x

0

( s ) dla s 2 S

0

, jest

zatem p oszukiw an ym przedªu»eniem funk cji x

0

.

2.9. Wniosek. Nie ch S

0

b ¦ dzie p o dzbior em domkni¦tym przestrzeni normalnej

S . Ka»d¡ o gr aniczon¡ funkcj¦ ci¡gª¡ x

0

: S

0

! C mo»na prze dªu»y¢ do o gr ani-

czonej funkcji ci¡gªej x : S ! C i to tak, by k x k

1

= k x

0

k

1

.

Do w ó d: Mo»em y zaªo»y¢, »e k x

0

k

1

= 1 . Z t wierdzenia Tietzego-Urysohna wy-

nik a, »e funk cje Re x

0

i Im x

0

mo»na przedªu»y¢ do ograniczon yc h funk cji rzeczy-

wist yc h na S . Nazwijm y je y

1

oraz y

2

i p oªó»m y y = max f 1 ; j y

1

+ i y

2

jg . F unk cja

x = ( y

1

+ i y

2

) =y ma »¡dan¡ wªasno±¢, gdy» y j

S

0

= 1 .
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Twierdzenia o na jlepszej aproksymacji

2.10. Twierdzenie K oªmogor o w a . Nie ch S b ¦ dzie zwart¡ przestrzeni¡

Hausdor�a or az W domkni¦t¡ p o dprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni C ( S ) . Ustalmy

funkcje x

0

2 C ( S ) or az w

0

2 W i oznaczmy

S

0

=

�

t 2 S :

�

�

x

0

( t ) � w

0

( t )

�

�

= k x

0

� w

0

k

1

	

:

F unkcja w

0

najlepiej w W apr oksymuje funkcj¦ x

0

w normie je dnostajnej wte dy

i tylko wte dy, gdy d la ka»dej funkcji w 2 W zacho dzi nier ówno±¢

(2 : 5) min

t 2 S

0

Re ( x

0

( t ) � w

0

( t )) w ( t ) ¬ 0 :

Do w ó d: Niec h na razie S

0

b ¦dzie do w oln ym niepust ym p o dzbiorem domkni¦t ym

S . P ok a»em y , »e wªasno±¢ (2. 5) p o ci¡ ga

dist( x

0

; W )  min

t 2 S

0

�

�

x

0

( t ) � w

0

( t )

�

�

:

Przyjm uj¡c za S

0

zbiór okre±lon y w t wierdzeniu, otrzymam y wtedy dist( x

0

; W ) 

k x

0

� w

0

k

1

; a wi¦c, »e w

0

na jlepiej w W aproksym uje x

0

.

Zaªó»m y nie wprost, »e dist( x

0

; W ) < min

t 2 S

0

�

�

x

0

( t ) � w

0

( t )

�

�

a wi¦c, »e

dist( x

0

; W ) < k x

0

� w

1

k

1

< min

t 2 S

0

�

�

x

0

( t ) � w

0

( t )

�

�

dla p ewnej funk cji w

1

2 W , wtedy

�

�

x

0

( t ) � w

1

( t )

�

�

<

�

�

x

0

( t ) � w

0

( t )

�

�

dla wszystkic h t 2 S

0

, a przyjm uj¡c w (2. 5) za w funk cj¦ w

1

� w

0

otrzymam y

Re ( x

0

� w

0

) ( w

1

� w

0

) = j x

0

� w

0

j

2

� Re ( x

0

� w

0

) ( x

0

� w

1

)

 j x

0

� w

0

j

2

� j x

0

� w

0

j j x

0

� w

1

j

= j x

0

� w

0

j

�

j x

0

� w

0

j � j x

0

� w

1

j

�

> 0

na S

0

, co stoi w sprzeczno±ci z (2. 5).

Do w ó d w drug¡ stron¦ tak»e przepro w adzim y nie wprost. Zaªó»m y w ob ec tego,

»e

min

t 2 S

0

Re ( x

0

( t ) � w

0

( t )) w

1

( t ) = a > 0
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dla p ewnej funk cji w

1

2 W . Wybierzm y w S zbiór ot w art y U � S

0

tak, ab y

Re ( x

0

( t ) � w

0

( t )) w

1

( t ) >

a

2

dla t 2 U i oznaczm y

k x

0

� w

0

k

1

� max

t 2 S n U

�

�

x

0

( t ) � w

0

( t )

�

�

= b > 0 :

Je±li przyjmiem y

� = min

n

a

2 c

2

;

b

2 c

o

;

gdzie c = k w

1

k

1

, oraz w

2

= w

0

+ � w

1

, to dla t 2 U sp eªniona jest nieró wno±¢

�

�

x

0

( t ) � w

2

( t )

�

�

2

¬ k x

0

� w

0

k

2

1

� 2 � Re ( x

0

( t ) � w

0

( t )) w

1

( t ) + �

2

k w

1

k

2

1

¬ k x

0

� w

0

k

2

1

�

a�

2

;

a dla t 2 S n U nieró wno±¢

�

�

x

0

( t ) � w

2

( t )

�

�

¬

�

�

x

0

( t ) � w

0

( t )

�

�

+ � k w

1

k

1

¬ k x

0

� w

0

k

1

�

b

2

:

T o oznacza, »e

k x

0

� w

2

k

1

< k x

0

� w

0

k

1

tj., »e funk cja w

2

da je lepsz¡ aproksymacj¦ x

0

ni» funk cja w

0

.

Ze wzgl¦du na liczne zastoso w ania prakt yczne, szczególnie w a»n ym przypad-

kiem t wierdze« o na jlepszej aproksymacji jest ten, w którym S jest domkni¦t ym

przedziaªem na prostej, za± W zbiorem wielomianó w nie przekracza j¡cyc h usta-

lonego stopnia. Udo w o dnim y:

2.11. Twierdzenie. Dla ka»dej funkcji x

0

2 C [ a; b ] p o±r ó d wielomianów stop-

nia ni»sze go ni» n dokªadnie je den wielomian w

0

le»y najbli»ej x

0

. W tym przy-

p adku zbiór

S

0

=

�

t 2 [ a; b ] :

�

�

x

0

( t ) � w

0

( t )

�

�

= k x

0

� w

0

k

1

	

ma przynajmniej n + 1 elementów.

Do w ó d: Przestrze« W wielomianó w stopnia ni»szego ni» n ma wymiar n , a wie-

lomian u w

0

, na jbli»szego x

0

, wystarczy szuk a¢ w zbiorze

f w 2 W : k w k

1

¬ 2 k x

0

k

1

g ;
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który jest zw art y . F unk cja k x

0

� w k

1

jest ci¡ gªa, osi¡ ga wi¦c na nim sw ó j kres

doln y . T o do w o dzi istnienia w

0

. T ak»e zbiór S

0

za wiera przyna jmniej n + 1 ele-

men tó w, w przeciwn ym przypadku w zbiorze W moglib y±m y wsk aza¢ wielomian

w

1

, dla którego

w

1

( t ) = x

0

( t ) � w

0

( t ) ; t 2 S

0

i p o wsta wieniu w

1

do (2. 5) w miejsce w otrzymalib y±m y

min

t 2 S

0

Re ( x

0

( t ) � w

0

( t )) w

1

( t ) = min

t 2 S

0

�

�

x

0

( t ) � w

0

( t )

�

�

2

> 0 :

Do da jm y , »e je±li S

0

= f t

1

; t

2

; : : : ; t

m +1

g oraz m < n , to za w

1

mo»na wybra¢

m -t y wielomian in terp olacyjn y Lagrange'a dla funk cji x

0

� w

0

w

1

( t ) =

m +1

X

k =1

' ( t )

�

x

0

( t

k

) � w

0

( t

k

)

�

( t � t

k

) '

0

( t

k

)

; gdzie ' ( t ) =

m +1

Y

k =1

( t � t

k

) :

Do do w o du p ozosta je jedyno±¢ wielomian u w

0

. Gdy wielomian y w

0

0

i w

00

0

ze

zbioru W da j¡ na jlepsz¡ aproksymacj¦ funk cji x

0

, to da je j¡ te» wielomian

(2 : 6) w

0

=

1

2

w

0

0

+

1

2

w

00

0

:

W zbiorze S

0

punktó w ekstremaln yc h funk cji x

0

� w

0

wybierzm y n + 1 punk-

tó w t

1

; t

2

; : : : ; t

n +1

. Mam y wtedy x

0

( t

k

) � w

0

( t

k

) = d e

is

k

dla d = dist( x

0

; W ) i

p ewn yc h liczb rzeczywist yc h s

1

; s

2

; : : : ; s

n +1

. P oniew a»

�

�

x

0

( t

k

) � w

0

0

( t

k

)

�

�

¬ d;

�

�

x

0

( t

k

) � w

00

0

( t

k

)

�

�

¬ d

dla k = 1 ; 2 ; : : : ; n + 1 , wi¦c z okre±lenia (2. 6) wynik a, »e

x

0

( t

k

) � w

0

0

( t

k

) = x

0

( t

k

) � w

00

0

( t

k

) = d e

is

k

;

tj. w

0

0

( t

k

) � w

00

0

( t

k

) = 0 dla k = 1 ; 2 ; : : : ; n + 1 , a p oniew a» niezero wy wielomian

w W nie mo»e mie¢ wi¦cej ni» n zer, wi¦c m usi b y¢ w

0

0

= w

00

0

.

Mimo, »e w klasie wielomianó w stopnia ni»szego ni» n , jak wida¢ z t wierdzenia

2.11, wielomian w

0

na jlepiej aproksym uj¡cy ustalon¡ funk cj¦ x

0

na przedziale

[ a; b ] jest jedyn y , nie jest znan y »aden algorytm p ozw ala j¡cy wyznaczy¢ w

0

. Jest

bardzo niewiele przykªadó w, w któryc h w

0

mo»na wsk aza¢ k onkretnie. Oto jeden

z nic h.



32 I I. PRZESTRZENIE FUNK CJI CI• GŠ YCH

2.12. Przykªad. P ok a»em y , »e na przedziale [ � 1 ; 1] p o±ró d wielomianó w stop-

nia ni»szego ni» n na jlepiej aproksym uj¡cym jednomian t

n

jest wielomian (stopnia

n � 2 )

(2 : 7) w

0

( t ) = t

n

� T

n

( t ) ;

gdzie T

n

jest n -t ym wielomianem Czeb yszew a

T

0

( t ) = 1 ; T

n

( t ) =

1

2

n � 1

cos( n arc cos t ) ; n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : :

Wykresy funk cji cos ( n arc cos t ) dla n = 0 ; 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 .

Kolejne wielomian y Czeb yszew a ma j¡ p osta¢ T

0

( t ) = 1 , T

1

( t ) = t , T

2

( t ) =

t

2

�

1

2

, nast¦pne mo»na ªat w o wyznaczy¢ ze wzoru rekurencyjnego

T

n

( t ) = t T

n � 1

( t ) �

1

4

T

n � 2

( t ) dla n = 3 ; 4 ; 5 ; : : : ;

zatem T

3

( t ) = t

3

�

3

4

t , T

4

( t ) = t

4

�

5

4

t

2

+

1

4

, itd. Wida¢, »e w isto cie T

n

jest

wielomianem stopnia n ze wsp óªczynnikiem przy na jwy»szej p ot¦dze ró wn ym 1,

zatem funk cja w

0

, okre±lona wzorem (2. 7), jest wielomianem stopnia n � 2 .

Zbiór S

0

punktó w ekstremaln yc h funk cji x

0

� w

0

= T

n

skªada si¦ z liczb

t

k

= arc cos

�

k �

n

�

; k = 0 ; 1 ; 2 ; : : : ; n:

Gdyb y w

0

nie b yª wielomianem opt ymaln ym , to na mo cy t wierdzenia Koªmogo-

ro w a mieli b y±m y

min

0 ¬ k ¬ n

( � 1)

k

Re w ( t

k

) > 0

dla p ewnego wielomian u w stopnia ni»szego ni» n . Wielomian Re w m usiaªb y

wtedy zmienia¢ znak w k a»dym z przedziaªó w ( t

k

; t

k +1

) , a taki wielomian m usi

mie¢ stopie« przyna jmniej n .
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2.13. Zad anie. Do wie±¢, »e p o±ró d wielomianó w stopnia ni»szego ni» n wie-

lomian w

0

na jlepiej przybli»a funk cj¦ rzeczywist¡ x

0

2 C [ a; b ] wtedy i t ylk o

wtedy , gdy sam jest rzeczywist y a w przedziale [ a; b ] mo»na tak wybra¢ p o dzbiór

t

1

< t

2

< � � � < t

n +1

, zw an y alternansem , »e funk cja bª¦du x

0

� w

0

przyj-

m uje na nim na przemian w arto±ci k x

0

� w

0

k

1

oraz �k x

0

� w

0

k

1

(niek oniecznie

rozp o czyna j¡c o d w arto±ci do datniej).

Przedsta wim y jeszcze jeden przykªad na jlepszej aproksymacji funk cji przez

wielomian y . Przykªad ten p o c ho dzi o d Bernsteina, mo»na go znale¹¢ w wielu p o d-

r¦cznik ac h i monogra�ac h z teorii aproksymacji, wymaga jednak zna jomo±ci do±¢

zaa w anso w an yc h tec hnik teorii funk cji zmiennej zesp olonej. P oni»sza prezen tacja

jest dªu»sza, za to elemen tarna.

2.14. Przykªad. Zna jdziem y wielomian y na jlepiej aproksym uj¡ce jednosta jnie

na przedziale [ � 1 ; 1] funk cj¦ x

0

( t ) =

1

a � t

, gdzie a jest ustalon¡ liczb¡ rzeczywi-

st¡, wi¦ksz¡ ni» 1 .

Ustalm y n = 0 ; 1 ; 2 ; : : : i rozw a»m y funk cj¦ y

n

: [ � 1 ; 1] ! C okre±lon¡ wzorem

y

n

( t ) = z

n

z � �

1 � �z

;

gdzie z = t + i

p

1 � t

2

oraz � = a �

p

a

2

� 1 . P oniew a» j z j = 1 , wi¦c

�

�

�

z � �

1 � �z

�

�

�

= 1

oraz

Re

z � �

1 � �z

=

(1 + �

2

) t � 2 �

1 � 2 �t + �

2

=

at � 1

a � t

= ( a

2

� 1) x

0

( t ) � a:

Wynik a st¡d, »e

�

�

y

n

( t )

�

�

� 1 oraz

(2 : 8)

x

0

( t ) �

�

n

a

2

� 1

Re y

n

( t ) =

a

a

2

� 1

+

1

a

2

� 1

Re

�

1 � �

n

z

n

�

z � �

1 � �z

=

a

a

2

� 1

+

1

a

2

� 1

Re( z � � )

�

1 + �z + : : : + �

n � 1

z

n � 1

�

:

P oniew a» Re z

k

= cos( k arc cos t ) = 2

k � 1

T

k

( t ) jest wielomianem Czeb yszew a stop-

nia k , wi¦c x

0

�

�

n

a

2

� 1

Re y

n

jest wielomianem stopnia n , który oznaczym y przez

w

n

. Ze wzoru (2. 8) otrzym ujem y w

0

( t ) =

a

a

2

� 1

oraz

(2 : 9) w

n

( t ) =

(2 � )

n � 1

a

2

� 1

T

n

( t ) +

1

p

a

2

� 1

n � 1

X

k =0

(2 � )

k

T

k

( t )

dla n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : .
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Twierdzim y , »e sp o±ró d wszystkic h wielomianó w stopnia ¬ n to wªa±nie wie-

lomian w

n

da je na jlepsz¡ aproksymacj¦ funk cji x

0

. By tego do wie±¢, wystarczy

dla funk cji bª¦du x

0

� w

n

=

�

n

a

2

� 1

Re y

n

wsk aza¢ alternans dªugo±ci n + 2 .

Dla u = arg z = arc cos t oznaczm y

' ( u ) = arg

z � �

1 � z �

= arg ( e

iu

� � ) � arg (

1

�

� e

iu

) :

Wida¢ (patrz rysunek), »e ' ( u ) ro±nie o d 0 do � na

przedziale [0 ; � ] . Dlatego arg y

n

(cos u ) = nu + ' ( u )

ro±nie o d 0 do ( n + 1) � na t ym przedziale i mo»na

wsk aza¢ takie punkt y

0 = u

0

< u

1

< u

2

< � � � < u

n +1

= � ;

dla któryc h arg y

n

(cos u

k

) = k � , k = 0 ; 1 ; 2 ; : : : ; n + 1 , tj. y

n

(cos u

k

) = ( � 1)

k

.

St wierdzam y zatem, »e ukªad punktó w cos u

n +1

; cos u

n

; : : : ; cos u

0

jest szuk an ym

alternansem funk cji x

0

� w

n

.

Kolejne funk cje bª¦du dla a =

5

4

i n = 0 ; 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 .

Zadania uzup eªnia j¡ce

2.15. Dla n = 0 ; 1 ; 2 ; 3 ; 4 obliczy¢ n -t y wielomian Bernsteina funk cji x ( t ) =

cos � t .

2.16. Czy p otra�sz wsk aza¢ k onkretn y ci¡ g wielomianó w zbie»n y jednosta jnie do

funk cji x ( t ) = cos � t na przedziale [0 ; 1] ?

2.17. Obliczy¢ n -t y wielomian Bernsteina funk cji: x ( t ) = t

2

, x ( t ) = t

3

.
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2.18. Uogólni¢ wzór na n -t y wielomian Bernsteina dla funk cji okre±lon yc h na

do w oln ym przedziale [ a; b ] .

2.19. Do wie±¢, »e je»eli przestrzenie top ologiczne normalne S

1

i S

2

s¡ homeomor-

�czne, to C ( S

1

) i C ( S

2

) s¡ izometrycznie izomor�czne. Wyk aza¢ na przykªadzie,

»e t wierdzenie o dwrotne nie za wsze jest pra wdziw e.

2.20. Niec h X b ¦dzie na jmniejsz¡ domkni¦t¡ p o dprzestrzeni¡ przestrzeni C ( R )

za wiera j¡c¡ wszystkie ograniczone funk cje jednosta jnie ci¡ gªe. Czy X = C ( R ) ?



R OZDZIAŠ I I I

PRZESTRZENIE HILBER T A

Przestrzenie unitarne

Przestrzeni¡ unitarn¡ nazyw am y przestrze« linio w ¡ H nad ciaªem C liczb

zesp olon yc h wraz z zesp olon¡ funk cj¡ h ; i okre±lon¡ na H � H i ma j¡c¡ nast¦-

puj¡ce wªasno±ci:

(1) h x; x i  0 dla x 2 H oraz h x; x i = 0 wtedy i t ylk o wtedy , gdy x = 0 .

(2) h x; x i  0 dla x 2 H .

(3) h x + y ; z i = h x; z i + h y ; z i dla x; y ; z 2 H (addyt ywno±¢).

(4) h �x; y i = � h x; y i dla � 2 C , x; y 2 H (jednoro dno±¢).

(5) h y ; x i = h x; y i dla x; y 2 H (hermito wsk o±¢).

F unk cja h ; i nosi nazw ¦ ilo czyn u sk alarnego w H . Norm¦ w przestrzeni

unitarnej H okre±lam y wzorem

k x k =

p

h x; x i :

Przestrze« zup eªn¡ w normie k k nazyw am y przestrzeni¡ Hilb erta .

3.1. Przykªad. Na przestrzeni C

n

funk cja h ; i okre±lona wzorem

h x; y i =

n

X

k =1

x

k

y

k

;

gdzie x = ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) , y = ( y

1

; y

2

; : : : ; y

n

) , jest ilo czynem sk alarn ym. Prze-

strze« C

n

ma sk o«czon y wymiar, jest zatem przestrzeni¡ Hilb erta. Jest to dobrze

nam znana przestrze« euklideso w a.

3.2. Przykªad. T ak»e przestrze« `

2

z ilo czynem sk alarn ym

h x; y i =

1

X

k =1

x

k

y

k

jest przestrzeni¡ Hilb erta. Zau w a»m y , »e j x

k

y

k

j ¬

1

2

j x

k

j

2

+

1

2

j y

k

j

2

, a wi¦c szereg

p o wy»szy jest b ezwzgl¦dnie zbie»n y .
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3.3. Przykªad. Przestrze« C

�

[0 ; 1]

�

z ilo czynem sk alarn ym

h x; y i =

Z

1

0

x ( t ) y ( t ) dt

jest przestrzeni¡ unitarn¡. Nie jest jednak przestrzeni¡ zup eªn¡ w normie

k x k

2

=

�

Z

1

0

j x ( t ) j

2

dt

�

1 = 2

:

P o uzup eªnieniu otrzymam y przestrze« Hilb erta L

2

�

[0 ; 1]

�

funk cji caªk o w aln yc h

z kw adratem w sensie Leb esgue'a na przedziale [0 ; 1] .

3.4. Przykªad. Zamiast przestrze« L

2

�

[0 ; 1]

�

z p oprzedniego przykªadu mo»na

bada¢ bardzo ogóln¡ klas¦ przestrzeni L

2

(
 ; B ; � ) , gdzie (
 ; B ; � ) jest do w oln¡

przestrzeni¡ miaro w ¡ � -sk o«czon¡. S¡ to wszystk o przestrzenie Hilb erta a ilo czyn

sk alarn y ma p osta¢

h x; y i =

Z




x ( t ) y ( t ) d� ( t ) :

Ka»d¡ z w cze±niejszyc h przestrzeni mo»na zrealizo w a¢ jak o szczególn y przypa-

dek przestrzeni L

2

(
 ; B ; � ) . Przestrze« C

n

otrzymam y bior¡c 
 = f 1 ; 2 ; : : : ; n g ,

za B � -ciaªo wszystkic h p o dzbioró w 
 a za � miar¦ licz¡c¡ ilo±¢ elemen tó w

zbioru; przestrze« `

2

bior¡c 
 = N a B i � jak wy»ej, za± L

2

�

[0 ; 1]

�

bior¡c


 = [0 ; 1] , za B � -ciaªo wszystkic h p o dzbioró w b orelo wskic h [0 ; 1] a za � miar¦

Leb esgue'a na [0 ; 1] .

3.5. Przykªad. P o dam y jeszcze jeden w a»n y przykªad przestrzeni Hilb erta.

Oznaczm y przez H

2

zbiór wszystkic h t yc h funk cji holomor�czn yc h f na dysku

jednostk o wym D = f z 2 C : j z j < 1 g , dla któryc h

k f k =

�

sup

0 ¬ r < 1

1

2 �

Z

2 �

0

�

�

f ( r e

it

)

�

�

2

dt

�

1 = 2

< 1 :

P ok a»em y , »e przestrze« H

2

jest zup eªna i mo»na w niej tak wpro w adzi¢ ilo czyn

sk alarn y h ; i , b y k f k =

p

h f ; f i .

Jak wiadomo, k a»d¡ funk cj¦ f holomor�czn¡ na D mo»na przedsta wi¢ w p o-

staci zbie»nego szeregu p ot¦go w ego

f ( z ) =

1

X

n =0

a

n

z

n

:
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Mam y wtedy

1

2 �

Z

2 �

0

�

�

f ( r e

it

)

�

�

2

dt =

1

X

n =0

1

X

k =0

r

n + k

a

n

a

k

1

2 �

Z

2 �

0

e

i ( n � k ) t

dt =

1

X

n =0

r

2 n

j a

n

j

2

:

Wyra»enie sup

0 ¬ r < 1

w de�nicji norm y k k mo»na wi¦c zast¡ pi¢ przez lim

r ! 1 �

otrzym uj¡c

k f k =

�

lim

r ! 1 �

1

X

n =0

r

2 n

j a

n

j

2

�

1 = 2

=

�

1

X

n =0

j a

n

j

2

�

1 = 2

;

Oznacza to, »e przestrze« H

2

jest izometryczni e izomor�czna z przestrzeni¡ `

2

,

jest zatem przestrzeni¡ Hilb erta a ilo czyn sk alarn y do niej mo»na przenie±¢ z

przestrzeni `

2

. Otrzym ujem y

h f ; g i = lim

r ! 1 �

1

2 �

Z

2 �

0

f ( r e

it

) g ( r e

it

) dt:

P o dam y teraz kilk a prost yc h t wierdze« o przestrzeniac h unitarn yc h.

3.6. Twierdzenie Pit a gorasa. Je±li h x; y i = 0 , to k x + y k

2

= k x k

2

+ k y k

2

.

Do w ó d: Korzysta j¡c z wªasno±ci (2) { (4) ilo czyn u sk alarnego otrzym ujem y

k x + y k

2

= h x + y ; x + y i = h x; x i + h x; y i + h x; y i + h y ; y i =

= k x k

2

+ k y k

2

:

W in terpretacji geometrycznej k ¡t � , ut w orzon y przez

w ektory x i y , to k ¡t przy wierzc hoªku 0 tró jk ¡ta o b o-

k ac h dªugo±ci k x k , k y k i k x � y k , zatem na mo cy t wier-

dzenia cosin usó w

k x � y k

2

= k x k

2

+ k y k

2

� 2 k x k k y k cos �:

Z drugiej stron y , z de�nicji ilo czyn u sk alarnego, otrzym ujem y

k x � y k

2

= k x k

2

+ k y k

2

� 2 Re h x; y i :

P oró wnanie t yc h wielk o±ci da je nast¦puj¡c¡ in terpretacj¦ k ¡ta � :

cos � =

Re h x; y i

k x k k y k

:

W in terpretacji tej tró jk ¡t, rozpatryw an y w t wierdzeniu Pitagorasa 3.6, to

tró jk ¡t prostok ¡tn y .



Przestrzenie unitarne 39

3.7. Nier ó wno±¢ Schw arza. Dla dowolnych x; y 2 H zacho dzi nier ówno±¢

�

�

h x; y i

�

�

¬ k x k k y k :

Do w ó d: Dla y = 0 nieró wno±¢ jest o czywista, dla y 6= 0 za± wynik a b ezp o±rednio

z nieró wno±ci

0 ¬ h x � �y ; x � �y i = k x k

2

� � h x; y i � � h x; y i + j � j

2

k y k

2

;

je±li p o dsta wi¢ � =

h x; y i

k y k

2

.

Z nieró wno±ci Sc h w arza ªat w o wynik a, »e funk cjonaª k x k =

p

h x; x i istotnie

jest norm¡ w H . Mam y b o wiem

k x + y k

2

= k x k

2

+ k y k

2

+ 2 Re h x; y i ¬

¬ k x k

2

+ k y k

2

+ 2 k x k k y k =

�

k x k + k y k

�

2

;

co do w o dzi p o daddyt ywno±ci norm y . P ozostaªe p ostulat y norm y s¡ sp eªnione w

sp osób o czywist y .

Z nieró wno±ci Sc h w arza wynik a te», »e ilo czyn sk alarn y h ; i jest ci¡ gªy jak o

funk cja dw ó c h zmienn yc h. Rzeczywi±cie, je»eli x

n

! x i y

n

! y , to

�

�

h x

n

; y

n

i � h x; y i

�

�

¬ k x

n

� x k k y k + k x k k y

n

� y k + k x

n

� x k k y

n

� y k ! 0 :

3.8. Wzór polar yza cyjny . Dla dowolnych x; y 2 H zacho dzi r ówno±¢

h x; y i =

1

4

�

k x + y k

2

� k x � y k

2

+ i k x + iy k

2

� i k x � iy k

2

�

:

W rzeczywistej przestrzeni Hilb erta wzór p olaryzacyjn y przyjm uje p osta¢

h x; y i =

1

4

�

k x + y k

2

� k x � y k

2

�

:

3.9. R ó wno±¢ r ó wnolegªobo ku. Dla dowolnych x; y 2 H zacho dzi r ówno±¢

k x + y k

2

+ k x � y k

2

= 2 k x k

2

+ 2 k y k

2

:

Nazw a ÿró wno±¢ ró wnolegªob oku" p o c ho dzi o d znanego t wierdzenia geometrii

mó wi¡cego, »e suma kw adrató w dªugo±ci przek ¡tn yc h ró wnolegªob oku jest ró wna

sumie kw adrató w dªugo±ci jego b ok ó w.

Ró wno±¢ ró wnolegªob oku c harakteryzuje przestrzenie unitarne, miano wicie:
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3.10. Zad anie. Je»eli w przestrzeni unormo w anej X ró wno±¢ ró wnolegªob oku

zac ho dzi dla k a»dej pary w ektoró w, to wzór p olaryzacyjn y 3.8 okre±la w niej ilo-

czyn sk alarn y zgo dn y z norm¡, tzn. k x k =

p

h x; x i , zatem X jest przestrzeni¡

unitarn¡.

Twierdzenia o na jlepszej aproksymacji

Twierdzenia, które teraz udo w o dnim y , dot ycz¡ cen traln yc h zagadnie« teorii

opt ymalizacji w przestrzeniac h Hilb erta.

Przedtem przyp omnijm y , »e p o dzbiór W przestrzeni linio w ej jest nazyw an y

wypukªym, gdy wraz z k a»dymi dw oma punktami x i y za wiera caªy o dcinek

�

(1 � � ) x + �y : 0 ¬ � ¬ 1

	

ª¡cz¡cy te punkt y .

3.11. Twierdzenie (o najlepszej apr oksyma cji). Nie ch H b ¦ dzie prze-

strzeni¡ Hilb erta or az W jej domkni¦tym p o dzbior em wypukªym. Dla ka»de go x

0

2

H istnieje dokªadnie je den taki element w

0

2 W , »e

(3 : 10) k x

0

� w

0

k = dist( x

0

; W ) = inf

w 2 W

k x

0

� w k :

Do w ó d: Oznaczm y d = dist ( x

0

; W ) i wybierzm y w zbiorze W taki ci¡ g f w

n

g , »e

k x

0

� w

n

k ! d . P ok a»em y , »e jest to ci¡ g zbie»n y do p ewnego elemen tu w

0

2 W .

Z ró wno±ci ró wnolegªob oku mam y

k w

n

� w

m

k

2

= 2 k x

0

� w

n

k

2

+ 2 k x

0

� w

m

k

2

� 4





(

1

2

w

n

+

1

2

w

m

) � x

0





2

:

P oniew a»

1

2

w

n

+

1

2

w

m

2 W , wi¦c k (

1

2

w

n

+

1

2

w

m

) � x

0

k  d , st¡d

k w

n

� w

m

k

2

¬ 2 k x

0

� w

n

k

2

+ 2 k x

0

� w

m

k

2

� 4 d

2

:

Pra w a strona tej nieró wno±ci d¡»y do zera, gdy n; m ! 1 . Oznacza to, »e f w

n

g

jest ci¡ giem Cauc h y'ego w H , jest zatem zbie»n y do p ewnego elemen tu w

0

. Z

domkni¦to±ci zbioru W wnosim y , »e w

0

2 W .

Jest o czywiste, »e k x

0

� w

0

k = d . Je±li ró wno±¢ tak a jest sp eªniona dla dw ó c h

elemen tó w w

0

0

; w

00

0

2 W , to przyjm uj¡c jak o ci¡ g f w

n

g ci¡ g f w

0

0

; w

00

0

; w

0

0

; w

00

0

; : : : g ,

który m usi b y¢ zbie»n y , otrzym ujem y w

0

0

= w

00

0

.

Twierdzenie o na jlepszej aproksymacji istotnie wyró»nia przestrzenie Hilb erta

sp o±ró d przestrzeni Banac ha. Ilustruje to nast¦puj¡cy przykªad:
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3.12. Przykªad. Ustalm y niezero wy w ektor y = ( y

1

; y

2

; : : : ) 2 `

1

i okre±lm y

funk cj¦ ' : `

1

! C wzorem

' ( x ) =

1

X

n =1

x

n

y

n

; gdy x = ( x

1

; x

2

; : : : ) :

Jest to funk cja linio w a i ci¡ gªa, linio w o±¢ jest o czywista, a ci¡ gªo±¢ wynik a z nie-

ró wno±ci j ' ( u ) � ' ( v ) j ¬ k u � v k

1

k y k

1

; zatem zbiór

W =

n

x 2 `

1

:

1

X

n =1

x

n

y

n

= 1

o

jest wypukªy i domkni¦t y w `

1

. Zbadam y czy w W istniej¡ w ektory o na jmniejszej

normie.

Dla w ektora y = (1 ; 1 ; : : : ) otrzym ujem y

W =

n

x 2 `

1

:

1

X

n =1

x

n

= 1

o

i je±li x 2 W , to k x k

1

=

P

1

n =1

j x

n

j 

P

1

n =1

x

n

= 1 ; wi¦c w ektorem o na jmniejszej

normie jest k a»dy w ektor x 2 W , dla którego x

n

 0 , n = 1 ; 2 ; : : : , np. k a»dy

w ektor p ostaci x = ( �; 1 � �; 0 ; 0 : : : ), 0 ¬ � ¬ 1 . W zbiorze W istnieje zatem

nieprzeliczalnie wiele w ektoró w o na jmniejszej normie.

Przyjmijm y teraz y = (

1

2

;

2

3

;

3

4

; : : : ) , wtedy

W =

n

x 2 `

1

:

1

X

n =1

n

n + 1

x

n

= 1

o

:

Zau w a»m y , »e k a»dy z w ektoró w

n +1

n

e

n

, n = 1 ; 2 ; : : : , gdzie e

n

jest w ektorem

e

n

= (0 ; : : : ; 0 ; 1 ; 0 ; : : : ) z jedynk ¡ na n -t ym miejscu, le»y w W oraz k

n +1

n

e

n

k

1

=

n +1

n

, wi¦c dist(0 ; W ) ¬ 1 . Jednak w zbiorze W nie ma w ektoró w o normie 1 ,

gdy»

k x k

1

=

1

X

n =1

j x

n

j >

1

X

n =1

n

n + 1

j x

n

j 

1

X

n =1

n

n + 1

x

n

= 1 :

Ogólnie dist(0 ; W ) = 1 = k y k

1

, a o dp o wied¹ na p ytanie, czy w W istniej¡

w ektory o na jmniejszej normie, zale»y o d liczno±ci zbioru f n 2 N : j y

n

j = k y k

1

g .

Je»eli jest to zbiór pust y | jak w drugim przypadku | to w zbiorze W nie ma

w ektoró w o na jmniejszej normie; je»eli jest jedno elemen to wy , p o wiedzm y p ostaci

f n

0

g , to w W istnieje dokªadnie jeden w ektor o na jmniejszej normie, jest nim

w ektor e

n

0

=y

n

0

, a je»eli p osiada wi¦cej ni» jeden elemen t | jak w przypadku

pierwszym | to w W jest nieprzeliczalnie wiele w ektoró w o na jmniejszej normie.
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3.13. Twierdzenie. Wektor w

0

2 W ma wªasno±¢ (3. 10) z t wierdzenia o na j-

lepszej aproksymacji wtedy i t ylk o wtedy , gdy

Re h x

0

� w

0

; w

0

� w i  0

dla wszystkic h w 2 W .

Do w ó d: Zaªó»m y , »e k x

0

� w

0

k = inf

w 2 W

k x

0

� w k i niec h w b ¦dzie do w oln ym

elemen tem zbioru W . P oniew a» (1 � � ) w

0

+ �w 2 W dla � 2 [0 ; 1] , wi¦c funk cja

g ( � ) =





x

0

� (1 � � ) w

0

� � w





2

= k x

0

� w

0

k

2

+ 2 � Re h x

0

� w

0

; w

0

� w i + �

2

k w

0

� w k

2

przyjm uje na przedziale [0 ; 1] na jmniejsz¡ w arto±¢ w punk cie � = 0 , m usi zatem

b y¢ g

0

(0)  0 . T o do w o dzi p ostulo w anej nieró wno±ci Re h x

0

� w

0

; w

0

� w i  0 .

Z drugiej stron y nieró wno±¢ p o wy»sza p o ci¡ ga g (0) ¬ g (1) , czyli k x

0

� w

0

k ¬

k x

0

� w k .

Twierdzenie to ma nast¦puj¡c¡ in terpretacj¦ geometryczn¡: zbiór t yc h w ekto-

ró w x w przestrzeni H , dla któryc h

Re h x

0

� w

0

; x i = Re h x

0

� w

0

; w

0

i = c

t w orzy hip erpªaszczyzn¦ przec ho dz¡c¡ przez punkt w

0

(i normaln¡ do w ektora

x

0

� w

0

). Hip erpªaszczyzn¦ tak ¡ nazyw am y p o dpiera j¡c¡ zbiór W w punk cie

w

0

, b o wiem Re h x

0

� w

0

; w

0

i = c oraz Re h x

0

� w

0

; w i ¬ c dla wszystkic h w 2 W

(zbiór W st yk a si¦ z hip erpªaszczyzn¡, ale le»y t ylk o p o jej jednej stronie).

3.14. Wniosek. Je»eli W jest domkni¦t¡ p o dprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni

Hilb erta H , to wektor w

0

najlepiej sp o±r ó d wszystkich wektor ów W apr oksymuje

wektor x

0

2 H wte dy i tylko wte dy, gdy h x

0

� w

0

; w i = 0 d la wszystkich w 2 W .

Do w ó d: P oniew a» w ektor w

0

+ h x

0

� w

0

; w i w tak»e nale»y do W , wi¦c z t wier-

dzenia 3.13 otrzym ujem y �

�

�

h x

0

� w

0

; w i

�

�

2

 0 , czyli h x

0

� w

0

; w i = 0 .

Ab y obliczy¢ o dlegªo±¢ w ektora x o d domkni¦tej p o dprzestrzeni H

0

prze-

strzeni Hilb erta nie za wsze p otrzebna jest zna jomo±¢ w ektora na jlepiej w H

0

aproksym uj¡cego w ektor x . P ok a»em y jak mo»na j¡ obliczy¢ p osªuguj¡c si¦ p o j¦-

ciem wyznacznik a Gramma.
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Definicja. Wyznacznikiem Gramma G ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) ukªadu w ektoró w x

1

; x

2

; : : : ; x

n

przestrzeni unitarnej H nazyw am y liczb ¦

G ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) = det

�

h x

i

; x

j

i

	

1 ¬ i;j ¬ n

:

3.15. Lema t. Nie ch x

1

; x

2

; : : : ; x

n

b ¦ dzie ukªadem wektor ów przestrzeni unitar-

nej H i nie ch H

n � 1

oznacza p o dprzestrze« liniow¡ w H r ozpi¦t¡ na wektor ach

x

1

; x

2

; : : : ; x

n � 1

. Wte dy

G ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) = G ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n � 1

) � dist( x

n

; H

n � 1

)

2

:

Do w ó d: Zau w a»m y na wst¦pie, »e zaªo»enie zup eªno±ci przestrzeni H nie jest nam

p otrzebne. Caªa ÿak cja" o db yw a si¦ w p o dprzestrzeni H

n

= lin f x

1

; x

2

; : : : ; x

n

g ,

a ta, jak o sk o«czenie wymiaro w a, jest zup eªna.

Zaªó»m y , »e w ektor w , na jlepiej w przestrzeni H

n � 1

aproksym uj¡cy w ektor

x

n

, ma p osta¢ w = �

1

x

1

+ �

2

x

2

+ : : : �

n � 1

x

n � 1

. Odejm uj¡c o d ostatniego wiersza

macierzy

h x

1

; x

1

i : : : h x

1

; x

n � 1

i h x

1

; x

n

i

.

.

.

.

.

.

.

.

.

h x

n � 1

; x

1

i : : : h x

n � 1

; x

n � 1

i h x

n � 1

; x

n

i

h x

n

; x

1

i : : : h x

n

; x

n � 1

i h x

n

; x

n

i

(której wyznacznikiem jest G ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) ) k om binacj¦ linio w ¡ p ozostaªyc h wie-

rszy , ze wsp óªczynnik ami wynosz¡cymi o dp o wiednio �

1

; �

2

; : : : ; �

n � 1

, otrzymam y

macierz, której wyznacznik si¦ nie zmieni, a ostatni wiersz przyjmie p osta¢

h x

n

� w ; x

1

i : : : h x

n

� w ; x

n � 1

i h x

n

� w ; x

n

i :

Z wniosku 3.14 wynik a, »e h x

n

� w ; x i = 0 dla k a»dego x 2 H

n � 1

, zatem w isto cie

wiersz ten przyjmie p osta¢

0 : : : 0 h x

n

� w ; x

n

i :

P ost¦puj¡c p o dobnie z ostatni¡ k olumn¡, t ym razem o dejm uj¡c o d niej k om bina-

cj¦ linio w ¡ p ozostaªyc h k olumn ze wsp óªczynnik ami �

1

; �

2

; : : : ; �

n � 1

otrzymam y

macierz

h x

1

; x

1

i : : : h x

1

; x

n � 1

i 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

h x

n � 1

; x

1

i : : : h x

n � 1

; x

n � 1

i 0

0 : : : 0 h x

n

� w ; x

n

� w i

o wyznaczniku wynosz¡cym G ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n � 1

) � k x

n

� w k

2

.



44 I I I. PRZESTRZENIE HILBER T A

3.16. F akt. Dla dowolnych wektor ów x

1

; x

2

; : : : ; x

n

przestrzeni unitarnej zacho-

dzi nier ówno±¢ G ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

)  0 , przy czym G ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) = 0 wte dy i

tylko wte dy, gdy wektory te s¡ liniowo zale»ne.

Do w ó d: Przyjm uj¡c H

0

= f 0 g , z lematu 3.15 otrzym ujem y

G ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) =

n

Y

k =1

dist( x

k

; H

k � 1

)

2

;

wi¦c G ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

)  0 . W ektory x

1

; x

2

; : : : ; x

n

s¡ linio w o niezale»ne wtedy i

t ylk o wtedy , gdy k a»dy skªadnik p o wy»szego ilo czyn u jest ró»n y o d zera.

Liczb ¦

p

G ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) mo»em y in terpreto w a¢ jak o ( n -wymiaro w ¡) ob j¦-

to±¢ ró wnolegªo±cian u rozpi¦tego na w ektorac h x

1

; x

2

; : : : ; x

n

. Istotnie, ob j¦to±¢

ta V ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) jest ilo czynem p ola p o dsta wy ró wnolegªo±cian u i jego wy-

sok o±ci, p o dsta w ¡ jest ró wnolegªo±cian rozpi¦t y na w ektorac h x

1

; x

2

; : : : ; x

n � 1

a

wysok o±ci¡ o dlegªo±¢ wierzc hoªk a x

n

o d hip erpªaszczyzn y p o dsta wy , zatem

V ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) = V ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n � 1

) � dist( x

n

; H

n � 1

) ;

a w k onsekw encji V ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) =

Q

n

k =1

dist( x

k

; H

k � 1

) .

Nat yc hmiasto w ¡ k onsekw encj¡ lematu 3.15 jest nast¦puj¡ce t wierdzenie:

3.17. Twierdzenie. Nie ch x

1

; x

2

; : : : ; x

n

b ¦ dzie liniowe niezale»nym ukªadem

wektor ów przestrzeni unitarnej H i nie ch H

n

oznacza p o dprzestrze« liniow¡ w H

r ozpi¦t¡ na tych wektor ach. Dla dowolne go wektor a x 2 H zacho dzi r ówno±¢

dist( x; H

n

) =

s

G ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

; x )

G ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

)

:

3.18. Przykªad. Obliczym y o dlegªo±¢ w L

2

(0 ; 1) jednomian u t

n

o d p o dprze-

strzeni H

n � 1

wszystkic h wielomianó w stopnia ni»szego ni» n , tj. p o dprzestrzeni

rozpi¦tej na jednomianac h 1 ; t; : : : ; t

n � 1

. Šat w o spra wdzam y , »e

G (1 ; t; : : : ; t

n

) = det

n

1

i + j + 1

o

0 ¬ i;j ¬ n

;

zatem ze wzoru wyznacznik o w ego Cauc h y'ego (patrz ?? )

G (1 ; t; : : : ; t

n

) =

Q

i<j

( i � j )

2

Q

i;j

( i + j + 1)

=

[ 1! 2! � � � n ! ]

3

( n + 1)! ( n + 2)! � � � (2 n + 1)!

;
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st¡d na mo cy t wierdzenia 3.17

dist( t

n

; H

n � 1

) =

r

[ n !]

4

(2 n )! (2 n + 1)!

=

1

p

2 n + 1

�

2 n

n

�

:

3.19. Zad anie. Niec h x

1

; x

2

; : : : ; x

n

b ¦dzie do w oln ym ukªadem funk cji z prze-

strzeni L

2

( R ) . Do wie±¢, »e wyznacznik Gramma

G ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) = det

�

h x

i

; x

j

i

	

1 ¬ i;j ¬ n

tego ukªadu mo»na wyrazi¢ w p ostaci

G ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) =

1

n !

Z

R

n

�

�

�

det

�

x

i

( t

j

)

	

1 ¬ i;j ¬ n

�

�

�

2

dt

1

dt

2

: : : dt

n

:

Ortogonalno ±¢

Dw a w ektory x , y przestrzeni unitarnej H nazyw am y ortogonaln ymi je-

»eli h x; y i = 0 . Gdy k a»dy elemen t zbioru A � H jest ortogonaln y do k a»dego

elemen tu zbioru B � H , to p o wiem y , »e zbiory te s¡ ortogonalne do siebie. Orto-

gonalno±¢ w ektoró w b ¦dziem y oznacza¢ x ? y a zbioró w A ? B . Je»eli f x g ? A ,

to piszem y x ? A .

Z linio w o±ci i ci¡ gªo±ci ilo czyn u sk aranego ªat w o wypro w adzi¢, »e w ektory or-

togonalne do zbioru A t w orz¡ domkni¦t¡ p o dprzestrze« linio w ¡ w H . B¦dziem y

j¡ oznacza¢ A

?

i nazyw a¢ dop eªnieniem ortogonaln ym zbioru A .

3.20. Twierdzenie (o r ozkªadzie or togonalnym). Je»eli H

0

jest dom-

kni¦t¡ p o dprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni Hilb erta H , to ka»dy wektor x 2 H

mo»na prze dstawi¢, i to dokªadnie na je den sp osób, w p ostaci

x = x

1

+ x

2

; gdzie x

1

2 H

0

; x

2

2 H

?

0

:

Do w ó d: Je»eli x 2 H , to w p o dprzestrzeni H

0

| na mo cy t wierdzenia o na jlep-

szej aproksymacji 3.11 | jest taki w ektor x

0

, »e

k x � x

0

k = dist( x; H

0

) :

Wyk a»em y , »e w ektor x

1

= x � x

0

le»y w H

?

0

, tzn., »e h x

1

; y i = 0 dla wszystkic h

y 2 H

0

.
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Obierzm y � = h x

1

; y i = k y k

2

. P oniew a» x

0

+ � y 2 H

0

, wi¦c k x � ( x

0

+ � y ) k 

dist( x; H

0

) , a zatem

0 ¬ k x � ( x

0

+ � y ) k

2

� k x � x

0

k = k x

1

� � y k

2

� k x

1

k

2

=

= � � h x

1

; y i � � h x

1

; y i + j � j

2

k y k

2

P o dsta wia j¡c przyj¦t¡ w arto±¢ � dosta jem y �jh x

1

; y ij

2

= k y k

2

 0 , a w k onse-

kw encji h x

1

; y i = 0 .

Do udo w o dnienia p ozosta je jednoznaczno±¢ rozkªadu. Przypu±¢m y , »e mam y

jeszcze rozkªad x = x

0

0

+ x

0

1

, x

0

0

2 H

0

, x

0

1

2 H

?

0

. W ó w czas x

0

+ x

1

= x

0

0

+ x

0

1

, czyli

x

0

� x

0

0

= x

1

� x

0

1

. W ektor z lew ej stron y ró wno±ci le»y w p o dprzestrzeni H

0

, a

w ektor z pra w ej w H

?

0

; jednak H

0

\ H

?

0

= f 0 g , co oznacza x

0

� x

0

0

= x

1

� x

0

1

= 0 ,

lub inaczej x

0

= x

0

0

i x

1

= x

0

1

.

3.21. Wniosek. Dla p o dzbioru A � H zbiór ( A

?

)

?

jest najmniejsz¡ domkni¦t¡

p o dprzestrzeni¡ liniow¡ w H zawier aj¡c ¡ A .

Do w ó d: Nale»y wyk aza¢, »e je»eli H

0

jest domkni¦t¡ p o dprzestrzeni¡ linio w ¡ w H

oraz H

0

� A , to tak»e H

0

� ( A

?

)

?

. Jest tak w isto cie, b o inkluzja H

0

� A p o-

ci¡ ga inkluzj¦ H

?

0

� A

?

, a ta z k olei inkluzj¦ ( H

?

0

)

?

� ( A

?

)

?

, za± z t wierdzenia

o rozkªadzie ortogonaln ym otrzym ujem y ró wno±¢ ( H

?

0

)

?

= H

0

.

3.22. Zad anie. Niec h H b ¦dzie przestrzeni¡ Hilb erta oraz H

0

jej domkni¦t¡

p o dprzestrzeni¡. Do wie±¢, »e H = H

0

jest przestrzeni¡ Hilb erta, izometryczni e izo-

mor�czn¡ z H

?

0

. Opisa¢ ten izomor�zm.

Ukªady ortogonalne

Zbiór A � H nazyw am y ortogonaln ym je»eli k a»de dw a w ektory A s¡ orto-

gonalne. Je»eli p onadto norma k a»dego w ektora z A wynosi 1 , to mó wim y , »e jest

to zbiór ortonormaln y . Zbiór ortonormaln y nazyw am y zup eªn ym , je»eli nie ma

w H niezero w ego w ektora ortogonalnego do A .

3.23. ‚wiczenia.

1. Zbiór ortonormaln y jest linio w o niezale»n y .

2. W o±ro dk o w ej przestrzeni unitarnej zbiór ortonormaln y m usi b y¢ sk o«czon y

lub przeliczaln y .
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3.24. Przykªad. Wielomian y Legendre'a L

n

, n = 0 ; 1 ; 2 ; 3 ; : : : , gdzie

L

n

( t ) =

1

n !2

n

d

n

dt

n

( t

2

� 1)

n

t w orz¡ ukªad ortogonaln y w przestrzeni Hilb erta L

2

( � 1 ; 1) .

Istotnie, L

n

jest wielomianem stopnia n a dla do w olnego wielomian u P , caª-

kuj¡c n -krotnie przez cz¦±ci, dosta jem y

h P ; L

n

i =

( � 1)

n

n !2

n

Z

1

� 1

d

n

dt

n

P ( t ) ( t

2

� 1)

n

dt;

wi¦c dosta jem y h P ; L

n

i = 0 dla k a»dego wielomian u P stopienia ni»szego ni» n ,

st¡d < L

m

; L

n

> = 0 dla m 6= n .

Spra wd¹m y jeszcze, czy jest to ukªad ortonormaln y . P oniew a»

d

n

dt

n

L

n

( t ) =

1

(2 n )!!

d

2 n

dt

2 n

( t

2

� 1)

n

=

(2 n )!

(2 n )!!

= (2 n � 1)!! ;

wi¦c

h L

n

; L

n

i =

(2 n � 1)!!

(2 n )!!

Z

1

� 1

(1 � t

2

)

n

dt =

2(2 n � 1)!!

(2 n )!!

Z

� = 2

0

cos

2 n +1

u du =

2

2 n + 1

:

Zatem ukªad ortonormaln y t w orz¡ funk cje

p

2 n + 1

p

2

L

n

; n = 0 ; 1 ; 2 ; : : : :

Przez analogi¦ w przestrzeni L

2

( a; b ) mo»em y okre±li¢ ukªad wielomianó w or-

togonaln yc h

P

n

( t ) =

d

n

dt

n

( t � a )

n

( t � b )

n

:

3.25. Przykªad. W przykªadzie 3.18 obliczyli±m y o dlegªo±¢ w L

2

(0 ; 1) jedno-

mian u t

n

o d p o dprzestrzeni H

n � 1

wszystkic h wielomianó w stopnia ni»szego ni»

n , Jak wiem y o dlegªo±¢ ta jest ró wna normie wielomian u t

n

� W ( t ) , gdzie W jest

wielomianem stopnia ni»szego ni» n , na jlepiej aproksym uj¡cym jednomian t

n

w

L

2

(0 ; 1) . Jest on jednoznacznie wyznaczon y przez wªasno±¢

Z

1

0

�

t

n

� W ( t )

�

P ( t ) dt = 0
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dla wszystkic h P 2 H

n � 1

. W p oprzednim przykªadzie p oznali±m y ju» wielomian

stopnia n o takiej wªasno±ci, miano wicie wielomian

P

n

( t ) =

d

n

dt

n

t

n

( t � 1)

n

:

Jego wsp óªczynnikiem przy t

n

jest

(2 n )!

n !

, zatem m usi b y¢

W ( t ) = t

n

�

n !

(2 n )!

d

n

dt

n

t

n

( t � 1)

n

:

P ozw ala to obliczy¢

dist( t

n

; H

n � 1

)

2

=







n !

(2 n )!

P

n







2

2

=

[ n !]

2

(2 n )!

Z

1

0

t

n

(1 � t )

n

dt =

[ n !]

4

(2 n )! (2 n + 1)!

:

3.26. Zad anie. P ok aza¢, »e funk cje Rademac hera

r

n

( t ) = sgn sin 2

n � 1

� t; n = 1 ; 2 ; 3 ; : : :

t w orz¡ ukªad ortonormaln y w L

2

(0 ; 1) . Czy jest to ukªad zup eªn y?

P o dam y teraz opis pro cesu ortonormalizacyjnego, p ozw ala j¡cego ze zbioru li-

nio w o niezale»nego zbudo w a¢ zbiór ortonormaln y .

3.27. Twierdzenie or tonormaliza cyjne Schmidt a. Zaªó»my, »e f x

1

; x

2

;

: : : ; x

n

g jest zbior em liniowo niezale»nym w przestrzeni unitarnej H . Wte dy w H

istnieje dokªadnie je den taki zbiór ortonormalny f y

1

; y

2

; : : : ; y

n

g , »e

1. lin f x

1

; x

2

; : : : ; x

k

g = lin f y

1

; y

2

; : : : ; y

k

g ,

2. h x

k

; y

k

i > 0 ,

d la k = 1 ; 2 ; : : : ; n .

Do w ó d: Przepro w adzim y go przez induk cj¦ wzgl¦dem k . Dla k = 1 wystarczy

przyj¡¢ y

1

=

1

k x

1

k

x

1

, a je»eli elemen t y y

1

; y

2

; : : : ; y

k

s¡ ju» okre±lone, to kªadziem y

y

k +1

=

1

k z

k +1

k

z

k +1

; gdzie z

k +1

= x

k +1

�

k

X

j =1

h x

k +1

; y

j

i y

j

:

Zau w a»m y , »e z

k +1

6= 0 , w przeciwn ym przypadku elemen t y x

1

; x

2

; : : : ; x

k +1

b y-

ªyb y linio w o zale»ne. Z k onstruk cji jest o czywiste, »e y

k +1

2 lin f x

1

; x

2

; : : : ; x

k +1

g ,

»e k y

k +1

k = 1 oraz, »e h y

k +1

; y

j

i = 0 dla j = 1 ; 2 ; : : : ; k . St¡d

h y

k +1

; x

k +1

i = h y

k +1

; z

k +1

i = k z

k +1

k > 0 :
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P ok a»em y jeszcze, »e elemen t y

k +1

jest jedyn y . Je»eli p ewien elemen t y

0

ma

te same wªasno±ci, co y

k +1

, to jest p ostaci

y

0

=

k

X

j =1

�

j

y

j

:

Jednak y

0

m usi b y¢ ortogonaln y do k a»dego z elemen tó w y

1

; y

2

; : : : ; y

k

, wi¦c w

isto cie y

0

= �

k +1

y

k +1

. Wiem y te», »e h y

0

; x

k +1

i = �

k +1

h y

k +1

; x

k +1

i > 0 oraz, »e

k y

0

k = 1 . Z w arunk ó w t yc h wynik a, »e �

k +1

jest liczb¡ do datni¡ i j �

k +1

j = 1 .

Da je to y

0

= y

k +1

.

Dla wyznaczenia elemen tó w y

1

; y

2

; : : : ; y

n

mo»na p osªu»y¢ si¦ wyznacznik ami

Gramma. Wzór, który przedsta wim y mo»e b y¢ szczególnie przydatn y do oblicze«

n umeryczn yc h.

3.28. Twierdzenie Gramma. Elementy zbioru f y

1

; y

2

; : : : ; y

n

g w twier dzeniu

ortonormalizacyjnym mo»na otrzyma¢ z formalne go wyznacznika

y

k

= c

k

� det

0

B

@

h x

1

; x

1

i h x

1

; x

2

i : : : h x

1

; x

k � 1

i x

1

h x

2

; x

1

i h x

2

; x

2

i : : : h x

2

; x

k � 1

i x

2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

h x

k

; x

1

i h x

k

; x

2

i : : : h x

k

; x

k � 1

i x

k

1

C

A

;

gdzie

c

k

=

1

p

G ( x

1

; x

2

; : : : ; x

k � 1

) G ( x

1

; x

2

; : : : ; x

k

)

;

r ozwijaj¡c go wzgl¦ dem ostatniej kolumny.

Do w ó d: Jest o czywiste, »e y

k

2 lin f x

1

; x

2

; : : : ; x

k

g . Oblicza j¡c ilo czyn sk alarn y

h y

k

; x

j

i przy j < k otrzymam y wyznacznik, w którym ostatnia k olumna p okryw a

si¦ z k olumn¡ j -t¡. T aki wyznacznik jest ró wn y zeru, zatem h y

k

; x

j

i = 0 dla

j < k , w szczególno±ci y

k

? y

j

dla takic h j . Dla j = k otrzym ujem y

h y

k

; x

k

i = c

k

G ( x

1

; x

2

; : : : ; x

k

) > 0 :

P ozosta je spra wdzi¢, czy k y

k

k = 1 . Oblicza j¡c k y

k

k

2

= h y

k

; y

k

i otrzymam y wy-

znacznik, w którym ostatnia k olumna przyjm uje p osta¢

0 0 : : : 0 h x

k

; y

k

i ;

wi¦c jego w arto±¢ jest ró wna G ( x

1

; x

2

; : : : ; x

k � 1

) h x

k

; y

k

i . St¡d

k y

k

k

2

= c

2

k

G ( x

1

; x

2

; : : : ; x

k � 1

) G ( x

1

; x

2

; : : : ; x

k

) = 1 :
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3.29. Przykªad. W L

2

( � 1 ; 1) pro ces ortonormalizacji Sc hmidta ukªadu jedno-

mianó w 1 ; t; t

2

; t

3

; : : : pro w adzi do ukªadu funk cji

p

2 n + 1

p

2

L

n

: n = 0 ; 1 ; 2 ; 3 ; : : : ;

gdzie

L

n

( t ) =

1

n !2

n

d

n

dx

n

( x

2

� 1)

n

jest n -t ym wielomianem Legendre'a.

St wierdzenie to nie jest wido czn¡ k onsekw encj¡ t wierdzenia ortonormalizacyj-

nego a wynik a z wªasno±ci wielomianó w Legendre'a, które p ok azali±m y w przy-

kªadzie 3.24: L

n

jest wielomianem stopnia n ,

R

1

� 1

P ( t ) L

n

( t ) dt = 0 dla k a»dego

wielomian u P stopnia ni»szego ni» n oraz

Z

1

� 1

t

n

L

n

( t ) dt =

1

2

n

Z

1

� 1

(1 � t

2

)

n

dt > 0 :

Inne klasyczne wielomian y ortogonalne mo»na otrzyma¢ zast¦puj¡c miar¦ Le-

b esgue'a na ( � 1 ; 1) inn ymi miarami. Dla przykªadu, wielomian y Czeb yszew a

T

0

( t ) = 1 ; T

n

( t ) =

1

2

n � 1

cos( n arc cos t ) ; n = 1 ; 2 ; 3 ; : : :

(a dokªadniej wielomian y 2

n � 1 = 2

�

� 1 = 2

T

n

( t ) ) otrzymam y dla miary � okre±lonej

wzorem

� ( E ) =

Z

E

dt

p

1 � t

2

:

Jest tak istotnie, b o p o dsta wia j¡c u = arc cos t otrzym ujem y

Z

1

� 1

cos( m arc cos t ) cos( n arc cos t )

dt

p

1 � t

2

=

Z

�

0

cos mu cos nu du:

Kolejne wielomian y Czeb yszew a ma j¡ p osta¢ T

0

( t ) = 1 , T

1

( t ) = t , T

2

( t ) =

t

2

�

1

2

. Nast¦pne mo»na ªat w o obliczy¢ ze wzoru rekurencyjnego

T

n

( t ) = t T

n � 1

( t ) �

1

4

T

n � 2

( t ) dla n = 3 ; 4 ; 5 ; : : : :

3.30. Zad anie. P ok aza¢, »e w przestrzeni L

2

�

( � 1 ; 1) ;

p

1 � t

2

dt

�

pro ces orto-

normalizacji Sc hmidta ukªadu jednomianó w 1 ; t; t

2

; t

3

; : : : pro w adzi do funk cji

2

n +1 = 2

�

� 1 = 2

U

n

( t ) , gdzie

U

n

( t ) =

1

n + 1

d

dt

T

n +1

( t ) n = 0 ; 1 ; 2 ; : : :

jest n -t ym wielomianem Czeb yszew a 2-giego ro dza ju .
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Szeregi ortogonalne

Z t wierdzenia Pitagorasa 3.6 wynik a, »e je»eli x

1

; x

2

; : : : ; x

n

jest zbiorem or-

togonaln ym, to

k x

1

+ x

2

+ : : : + x

n

k

2

= k x

1

k

2

+ k x

2

k

2

+ : : : + k x

n

k

2

:

Dla niesk o«czon yc h zbioró w ortonormaln yc h mo»na to uogólni¢ w nast¦puj¡cy

sp osób:

3.31. Twierdzenie. Je»eli x

1

; x

2

; : : : jest ci¡giem orto gonalnym w przestrzeni

Hilb erta H , to warunkiem konie cznym i wystar czaj¡cym na to, by szer e g

P

1

n =1

x

n

byª zbie»ny, jest aby

P

1

n =1

k x

n

k

2

< 1 . Wte dy









1

X

n =1

x

n









2

=

1

X

n =1

k x

n

k

2

:

Do w ó d: Je±li f s

n

g jest ci¡ giem sum cz¦±cio wyc h szeregu

P

1

k =1

x

k

, za± f S

n

g ci¡-

giem sum cz¦±cio wyc h szeregu

P

1

k =1

k x

k

k

2

, to dla n > m , z t wierdzenia Pitago-

rasa, mam y

k s

n

� s

m

k

2

= k x

m +1

+ x

m +2

+ : : : + x

n

k

2

=

= k x

m +1

k

2

+ k x

m +2

k

2

+ : : : + k x

n

k

2

= S

n

� S

m

:

Zatem f s

n

g jest ci¡ giem Cauc h y'ego w H wtedy i t ylk o wtedy , gdy f S

n

g jest

liczb o wym ci¡ giem Cauc h y'ego.

3.32. Wniosek. Zbie»ny szer e g orto gonalny jest zbie»ny b ezwarunkowo, tj. zbie-

»ny przy ka»dej p ermutacji swoich wyr azów.

Do w ó d: Niec h � b ¦dzie do w oln¡ p erm utacj¡ wsk a¹nik ó w. Ustalm y do w olnie " > 0

i wybierzm y wsk a¹nik n

0

tak, ab y

P

n>n

0

k x

n

k

2

< " a wsk a¹nik n

1

tak, ab y zbiór

f � (1) ; � (3) ; : : : ; � ( n

1

) g za wieraª wszystkie liczb y 1 ; 2 ; : : : ; n

0

. Je»eli n > n

1

to









n

X

k =1

x

k

�

n

X

k =1

x

� ( k )









2

¬ 2

X

k >n

0

k x

k

k

2

¬ 2 "

2

;

wi¦c

lim

n !1

n

X

k =1

x

k

= lim

n !1

n

X

k =1

x

� ( k )

:
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Uw a ga. Przyp omnijm y , »e w zbiorze C liczb zesp olon yc h, a wi¦c tak»e w k a»dej

sk o«czenie wymiaro w ej przestrzeni unormo w anej zbie»no±¢ b ezw arunk o w a szere-

gó w p okryw a si¦ z ic h zbie»no±ci¡ b ezwzgl¦dn¡. W niesk o«czenie wymiaro wyc h

przestrzeniac h Hilb erta jest inaczej, istniej¡ szeregi b ezw arunk o w o zbie»ne, które

nie s¡ zbie»ne b ezwzgl¦dnie. Dla przykªadu w przestrzeni `

2

szereg ortogonaln y

P

1

n =1

x

n

, gdzie x

n

jest w ektorem (0 ; : : : ; 0 ;

1

n

; 0 ; : : : ) z liczb¡

1

n

na n -t ym miej-

scu, jest zbie»n y b ezw arunk o w o (do w ektora (1 ;

1

2

1

3

; : : : ) ) lecz nie jest zbie»n y

b ezwzgl¦dnie.

Klasyczne szeregi F ouriera

Dla funk cji x 2 L

2

(0 ; 1) szereg

(3 : 11) a

0

+

1

X

k =1

�

a

k

cos 2 k � it + b

k

sin 2 k � it

�

;

gdzie a

0

=

Z

1

0

x ( t ) dt oraz

a

k

= 2

Z

1

0

x ( t ) cos 2 k � it dt; b

k

= 2

Z

1

0

x ( t ) sin 2 k � it dt;

nosi nazw ¦ klasycznego szeregu F ouriera funk cji x . Szereg ten jest zbie»n y

b ezw arunk o w o, b o funk cje 1 ,

p

2 cos 2 � it ,

p

2 sin 2 � it ,

p

2 cos 4 � it ,

p

2 sin 4 � it ,

p

2 cos 6 � it , itd, t w orz¡ ukªad ortonormaln y w L

2

(0 ; 1) . Naszym celem b ¦dzie

p ok azanie, »e jest to ukªad zup eªn y . Ukªad ten mo»na przenie±¢ na do w oln y sk o«-

czon y przedziaª ( a; b ) wsta wia j¡c

t

p

b � a

w miejsce zmiennej t i dopisuj¡c do dat-

k o wy wsp óªczynnik

1

p

b � a

Zau w a»m y , »e suma (3. 11) jest ró wna sumie szeregu

1

X

k = �1

c

k

e

2 k � it

;

gdy c

0

= a

0

oraz c

k

=

1

2

( a

k

� i b

k

) , c

� k

=

1

2

( a

k

� i b

k

) dla k = 1 ; 2 ; 3 ; : : : F unk cje

y

k

( t ) = e

2 k � it

, k = 0 ; � 1 ; � 2 ; : : : tak»e t w orz¡ ukªad ortonormaln y w L

2

(0 ; 1) .

Ukªad ten jest wygo dniejszy o d ukªadu opisanego na p o cz¡tku, dlatego t ylk o nim

b ¦dziem y si¦ p osªugiw ali. Do datk o w o, wsp óªczynniki c

k

b ¦dziem y oznaczali bx ( k ) ,

tj.

bx ( k ) = h x; y

k

i =

Z

1

0

x ( t ) e

� 2 k � it

dt:

Zaczniem y o d udo w o dnienia dw ó c h p omo cniczyc h lemató w.
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3.33. Lema t. Je»eli funkcja x : [0 ; 1] ! C jest klasy C

1

or az x (0) = x (1) , to

c

x

0

( k ) = 2 k � i bx ( k ) d la k = 0 ; � 1 ; � 2 ; : : : :

Do w ó d: Caªkuj¡c przez cz¦±ci otrzym ujem y

c

x

0

( k ) = x ( t ) e

� 2 k � it

�

�

�

1

0

�

Z

1

0

x ( t )( � 2 k � i ) e

� 2 k � it

dt = 2 k � i bx ( k ) :

3.34. Lema t (Riemanna-Lebesgu e'a ). Je»eli x 2 L

1

( a; b ) , to

lim

� !1

Z

b

a

x ( t ) sin �t dt = 0 :

Do w ó d: Dla funk cji y klasy C

1

lemat wynik a z ró wno±ci

Z

b

a

y ( t ) sin �t dt =

1

�

�

� y ( t ) cos �t

�

�

�

b

a

+

Z

b

a

y

0

( t ) cos �t dt

�

:

Ustalm y teraz do w olnie " > 0 i dobierzm y funk cj¦ y klasy C

1

tak, b y k x � y k

1

<

"

2

a nast¦pnie wsk a¹nik �

0

, b y

�

�

R

b

a

y ( t ) sin �t dt

�

�

<

"

2

dla �  �

0

. Wtedy

�

�

�

�

Z

b

a

x ( t ) sin �t dt

�

�

�

¬





x � y





1

+

�

�

�

Z

b

a

y ( t ) sin �t dt

�

�

�

< "

dla �  �

0

, o co c ho dziªo.

3.35. Twierdzenie. Je»eli x : R ! C jest funkcj¡ klasy C

1

, okr esow¡ o okr e-

sie 1 , to ci¡g

s

n

( t ) =

X

j k j¬ n

bx ( k ) e

2 k � it

; n = 0 ; 1 ; 2 ; : : : ;

sum cz¦±ciowych szer e gu F ourier a funkcji x , jest do niej zbie»ny je dnostajnie. Co

wi¦ c ej





x � s

n





1

¬

C

p

n

d la p ewnej staªej C .
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Do w ó d: Gdy m < n , to k orzysta j¡c k olejno z lematu 3.33, nieró wno±ci Sc h w arza

i nieró wno±ci Bessela otrzym ujem y

(3 : 12)

�

�

s

n

( t ) � s

m

( t )

�

�

¬

X

m< j k j¬ n

�

�

bx ( k )

�

�

=

X

m< j k j¬ n

�

�

c

x

0

( k )

�

�

1

2 k � j k j

¬

�

X

m< j k j¬ n

�

�
c

x

0

( k )

�

�

2

�

1 = 2

�

X

m< j k j¬ n

1

4 �

2

k

2

�

1 = 2

¬

1

2 �





x

0





2

m

� 1 = 2

;

gdy»

X

k >m

1

k

2

¬

X

k >m

1

( k � 1) k

=

1

m

:

Wynik a st¡d, »e ci¡ g f s

n

g jest zbie»n y jednosta jnie. P ok a»em y , »e jego granic¡

jest funk cja x .

F unk cj¦ s

n

mo»na zapisa¢ w p ostaci

(3 : 13) s

n

( t ) =

X

j k j¬ n

Z

1

0

x ( u ) e

� 2 k � iu

du e

2 k � it

=

Z

1

0

x ( u ) D

n

( t � u ) du;

gdzie

D

n

( t ) =

X

j k j¬ n

e

2 k � it

=

sin(2 n + 1) � t

sin � t

jest tzw. j¡drem Diric hleta . Zau w a»m y , »e D

n

jest funk cj¡ parzyst¡, okreso w ¡

o okresie 1 oraz

Z

1

0

D

n

( t ) dt =

X

j k j¬ n

Z

1

0

y

k

( t ) dt =

X

j k j¬ n

h y

k

; y

0

i = 1 :

P oniew a» funk cja x jest tak»e okreso w a o okresie 1 , wi¦c przedziaª caªk o w ania

w drugiej z caªek (3. 13) mo»em y zmieni¢ na do w oln y przedziaª dªugo±ci 1 . Je»eli

wybierzem y przedziaª ( � t; 1 � t ) a nast¦pnie w caªce zamienim y zmienn¡ u na

t + u , to otrzymam y

s

n

( t ) =

Z

1

0

x ( t + u ) D

n

( u ) du:

Uwzgl¦dnia j¡c teraz fakt, »e

R

1

0

D

n

( u ) du = 1 , ró»nic¦ s

n

( t ) � x ( t ) mo»em y przed-

sta wi¢ w p ostaci

s

n

( t ) � x ( t ) =

Z

1

0

�

x ( t + u ) � x ( t )

�

D

n

( u ) du =

Z

1

0

'

t

( u ) sin (2 n + 1) � u du;
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gdzie

'

t

( u ) =

x ( t + u ) � x ( t )

sin � u

:

F unk cja '

t

jest ci¡ gªa i ograniczona, b o lim

u ! 0

'

t

( u ) =

x

0

( t )

�

oraz lim

u ! 1

'

t

( u ) = �

x

0

( t )

�

,

zatem na mo cy lematu Riemanna-Leb esgue'a s

n

( t ) ! x ( t ) dla k a»dego ustalonego

t 2 [0 ; 1] . Przec ho dz¡c w nieró wno±ci 3.35 do granicy przy n ! 1 otrzymam y





x � s

m





1

¬

1

2 �





x

0





2

m

� 1 = 2

:

3.36. Wniosek. W przestrzeni L

2

(0 ; 1) trygonometryczny ukªad ortonormalny

e

2 k � it

, k = 0 ; � 1 ; � 2 ; : : : jest zup eªny.

Do w ó d: W przestrzeni L

2

(0 ; 1) funk cje, które da j¡ si¦ przedªu»y¢ do funk cji klasy

C

1

, okreso wyc h o okresie 1 (tj. takie funk cje x klasy C

1

na (0 ; 1) , dla któryc h

lim

t ! 0

x ( t ) = lim

t ! 1

x ( t ) oraz lim

t ! 0

x

0

( t ) = lim

t ! 1

x

0

( t ) ) t w orz¡ zbiór g¦st y . Z t wierdzenia

3.35 wiem y , »e k a»d¡ tak ¡ funk cj¦ w normie k k

1

, a wiec t ym bardziej w normie

k k

2

, mo»na do w olnie przybli»a¢ sk o«czon ymi k om binacjami linio wymi funk cji

ukªadu. Zatem funk cje ukªadu t w orz¡ zbiór linio w o g¦st y w L

2

(0 ; 1) .

3.37. Przykªad. Rozwiniem y w szereg F ouriera funk cj¦ x ( t ) = t �

1

2

. Šat wy

rac h unek da je bx (0) = 0 oraz

bx ( k ) =

Z

1

0

�

t �

1

2

�

e

� 2 � ik t

dt =

1

� 2 � ik

dla k = � 1 ; � 2 ; : : : ;

zatem

(3 : 14) t �

1

2

=

X

k 6=0

1

� 2 k � i

e

2 k � it

=

1

X

k =1

sin 2 k � t

� k �

:

P oniew a»

1

X

k = �1

�

�

bx ( k )

�

�

2

=

1

2 �

2

1

X

k =1

1

k

2

oraz





x





2

2

=

Z

1

0

�

t �

1

2

�

2

dt =

1

12

;

wi¦c z ró wno±ci P arsev ala otrzym ujem y

1

X

k =1

1

k

2

=

�

2

6

:



56 I I I. PRZESTRZENIE HILBER T A

Rozwini¦cie (3. 14) mo»na ªat w o wypro w adzi¢ b ez u»ycia tec hniki szeregó w

F ouriera, opiera j¡c si¦ na wzorze

n

X

k =1

cos 2 k � t =

sin(2 n + 1) � t

2 sin � t

�

1

2

:

Miano wicie

n

X

k =1

sin 2 k � t

� k �

= � 2

Z

t

0

n

X

k =1

cos 2 k � s ds = t �

Z

t

0

sin(2 n + 1) � s

sin � s

ds

= t �

Z

t

0

h

1

sin � s

�

1

� s

i

sin(2 n + 1) � s ds +

1

�

Z

t

0

sin(2 n + 1) � s

s

ds:

P oniew a» funk cja

1

sin � s

�

1

� s

jest ograniczona na przedziale (0 ; t ) , wi¦c na mo cy

lematu Riemanna-Leb esgue'a pierwsza z caªek p o pra w ej stronie ostatniej ró wno±ci

d¡»y do 0 przy n ! 1 . Druga caªk a przez p osta wienie u = (2 n + 1) � s spro w adza

si¦ do caªki

1

�

(2 n +1) � t

Z

0

sin u

u

du;

a wi¦c d¡»y do

1

�

Z

1

0

sin u

u

du =

1

2

: W k onsekw encji

lim

n !1

n

X

k =1

sin 2 k � t

� k �

= t �

1

2

:

3.38. Przykªad. Lemat 3.33 nasu w a p om ysª uogólnienia rezultató w przykªadu

3.37 tak, b y mó c obliczy¢ tak»e sum y szeregó w

1

X

k =1

1

k

2 n

; n = 2 ; 3 ; : : : :

Wybierzm y w przestrzeni L

2

(0 ; 1) tak ci¡ g funk cji x

0

; x

1

; : : : , b y x

0

= 1 oraz

x

0

n

= x

n � 1

i

Z

1

0

x

n

( t ) dt = 0 dla n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : :

Istnieje t ylk o jeden taki ci¡ g funk cji. Mam y miano wicie

x

1

( t ) = t �

1

2

; x

2

( t ) =

1

2

t

2

�

1

2

t +

1

12

; x

3

( t ) =

1

6

t

3

�

1

4

t

2

+

1

12

t;

x

4

( t ) =

1

24

t

4

�

1

12

t

3

+

1

24

t

2

�

1

720

; itd.,



Klasyczne szeregi F ouriera 57

ogólnie

x

n

( t ) =

Z

t

0

x

n � 1

( s ) ds + a

n

;

gdzie

a

n

= �

Z

1

0

Z

t

0

x

n � 1

( s ) ds dt =

Z

1

0

( s � 1) x

n � 1

( s ) ds:

Mam y zatem

x

n

( t ) =

n

X

k =0

a

k

( n � k )!

t

n � k

;

gdzie a

0

= 1 i dla k a»dego n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : zac ho dzi ró wno±¢

n

X

k =0

a

k

( n + 1 � k )!

= 0 :

Mno»¡c obie stron y tej ró wno±ci przez ( n + 1)! i przyjm uj¡c k ! a

k

= �

k

otrzymam y

n

X

k =0

�

n + 1

k

�

�

k

= 0 ; n = 1 ; 2 ; : : : ;

zatem (patrz [3], 449]) �

0

; �

1

; �

2

; : : : jest ci¡ giem wsp óªczynnik ó w rozwini¦cia w

szereg T a ylora funk cji t= ( e

t

� 1) , tzn.

t

e

t

� 1

=

1

X

n =0

�

n

n !

t

n

:

W szczególno±ci �

2 n

= ( � 1)

n � 1

B

n

, gdzie B

1

; B

2

; : : : jest ci¡ giem liczb Berno-

ulli'ego

B

1

=

1

6

; B

2

=

1

30

; B

3

=

1

42

; B

4

=

1

30

; B

5

=

5

66

; B

6

=

691

2730

; : : :

Wiem y , »e funk cje e

k

( t ) = exp 2 � ik t , k = 0 ; � 1 ; � 2 ; : : : t w orz¡ ukªad ortonor-

maln y zup eªn y w L

2

(0 ; 1) a dla funk cji x 2 L

2

(0 ; 1) zac ho dzi ró wno±¢ P arsev ala

Z

1

0

�

�

x ( t )

�

�

2

dt =

+ 1

X

�1

�

�

bx ( k )

�

�

2

; gdzie bx ( k ) =

Z

1

0

x ( t ) e

k

( t ) dt

jest ci¡ giem wsp óªczynnik ó w F ouriera funk cji x .

Šat w o obliczam y

bx

1

(0) = 0 ; bx

1

( k ) =

Z

1

0

�

t �

1

2

�

e

� 2 � ik t

dt =

1

� 2 � ik

dla k = � 1 ; � 2 ; : : : ;
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a dla n > 1 caªkuj¡c przez cz¦±ci dosta jem y

cx

n

( k ) =

1

� 2 � ik

dx

n � 1

( k ) = : : : =

1

( � 2 � ik )

n

; dla k 6= 0 oraz cx

n

(0) = 0 :

Z drugiej stron y , tak»e caªkuj¡c przez cz¦±ci, dla n; m = 1 ; 2 ; : : : otrzym ujem y

Z

1

0

x

n

( t ) x

m

( t ) dt = x

n +1

( t ) x

m

( t )

�

�

�

�

1

0

�

Z

1

0

x

n +1

( t ) x

m � 1

( t ) dt:

Gdy m = 1 , to lew a strona przyjm uje w arto±¢

1

2

�

x

n +1

(1) + x

n +1

(0)

�

= x

n +1

(0) = a

n +1

;

a gdy m > 1 , to przyjmie w arto±¢ �

R

1

0

x

n +1

( t ) x

m � 1

( t ) dt i mo»na znó w caªk o w a¢

przez cz¦±ci otrzym uj¡c w k o«cu

Z

1

0

x

n

( t ) x

m

( t ) dt = ( � 1)

m � 1

x

n + m

(0) = ( � 1)

m � 1

a

n + m

:

W szczególno±ci

Z

1

0

�

�

x

n

( t )

�

�

2

dt = ( � 1)

n � 1

a

2 n

=

B

n

(2 n )!

:

Uwzgl¦dnia j¡c obliczone w arto±ci wsp óªczynnik ó w F ouriera funk cji x

n

, z ró wno±ci

P arsev ala, otrzym ujem y

1

X

k =1

1

k

2 n

=

(2 � )

2 n

2 (2 n )!

� B

n

:

F unk cje Hermite'a

P ok a»em y , »e funk cje Hermite'a

(3 : 15) h

n

( t ) =

( � 1)

n

n !

e

� t

2

d

n

dt

n

e

� 2 � t

2

; n = 0 ; 1 ; 2 ; : : :

s¡ funk cjami wªasn ymi transformat y F ouriera, o dp o wiada j¡cymi w arto±ciom wªa-

sn ym ( � i )

n

, tj.

c

h

n

= ( � i )

n

h

n

:

Zamiast funk cji Hermite'a wygo dniej jest p osªugiw a¢ si¦ ukªadem funk cji przesk a-

lo w an yc h

e

n

=

h

n

k h

n

k

2

=

r

p

2 n !

(4 � )

n

h

n

;

które t w orz¡ ukªad ortonormaln y zup eªn y w L

2

( R ) .
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3.39. Twierdzenie. F unkcje

e

n

=

h

n

k h

n

k

2

=

r

p

2 n !

(4 � )

n

h

n

; n = 0 ; 1 ; 2 ; : : : ;

gdzie

h

n

( t ) =

( � 1)

n

n !

e

� t

2

d

n

dt

n

e

� 2 � t

2

jest n -t¡ funkcj¡ Hermite'a, tworz¡ ukªad ortonormalny zup eªny w L

2

( R ) . Po-

nadto ka»da z funkcji e

n

jest funkcj¡ wªasn¡ tr ansformaty F ourier a o dp owiadaj¡c ¡

warto±ci wªasnej ( � i )

n

, tj.

be

n

= ( � i )

n

e

n

:

Do w ó d: Zau w a»m y , »e n -ta funk cja Hermite'a jest p ostaci

h

n

( t ) = H

n

( t ) e

� � t

2

;

gdzie H

n

jest p ewn ym wielomianem stopnia n , tzw. n -t ym wielomianem Her-

mite'a . Wynik a st¡d, »e h

n

2 S

Ró»niczkuj¡c (3. 15) otrzymam y

(3 : 16) h

0

n

( t ) � 2 � t h

n

( t ) = � ( n + 1) h

n +1

( t ) ;

a p oniew a» ze wzoru Leibniza dla funk cji gªadkiej x zac ho dzi ró wno±¢

d

n

dt

n

�

4 � t x ( t )

�

= 4 � t

d

n

dt

n

x ( t ) + 4 � n

d

n � 1

dt

n � 1

x ( t ) ;

wi¦c przyjm uj¡c x ( t ) = e

� 2 � t

2

i mno»¡c obie stron y przez e

� t

2

otrzymam y

( n + 1) h

n +1

= 4 � t h

n

( t ) � 4 � h

n � 1

;

co p o wsta wieniu w (3. 16) da je (przyjm ujem y h

� 1

( t ) � 0 )

(3 : 17) h

0

n

( t ) + 2 � t h

n

( t ) = 4 � h

n � 1

( t ) :

Je±li teraz wyrugujem y z ró wna« (3. 16) i (3. 17) p o c ho dn¡ h

0

n

( t ) , to otrzymam y

nast¦puj¡cy wzór rekurencyjn y dla funk cji Hermite' a:

(3 : 18) 4 � t h

n

( t ) = ( n + 1) h

n +1

( t ) + 4 � h

n � 1

( t ) ; n = 0 ; 1 ; 2 ; : : :

P osªuguj¡c si¦ wzorem (3. 18) ªat w o mo»em y obliczy¢ wszystkie ilo czyn y sk a-

larne h h

n

; h

m

i . Miano wicie, gdy m  1 , to caªkuj¡c dla przez cz¦±ci funk cj¦

h

e

2 � t

2

d

n

dt

n

e

� 2 � t

2

i

d

m

dt

m

e

� 2 � t

2
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i u wzgl¦dnia j¡c (3. 18) otrzym ujem y

h h

n

; h

m

i =

1

m

Z

1

�1

�

4 � t h

n

( t ) � ( n + 1) h

n +1

( t )

�

h

m � 1

( t ) dt =

4 �

m

h h

n � 1

; h

m � 1

i ;

a p oniew a» h h

0

; h

0

i =

Z

1

�1

e

� 2 � t

2

dt =

1

p

2

; wi¦c h h

n

; h

m

i = 0 , gdy n 6= m oraz

k h

n

k

2

2

= h h

n

; h

n

i =

(4 � )

n

p

2 n !

:

Udo w o dnili±m y w ten sp osób, »e funk cje e

0

; e

1

; e

2

; : : : t w orz¡ ukªad ortonormaln y .

P ok a»em y teraz, »e jest to ukªad zup eªn y . Niec h x 2 L

2

( R ) . Wtedy transformata

F ouriera funk cji y ( t ) = x ( t ) e

� � t

2

ma p osta¢

by ( t ) =

Z

1

�1

y ( s )

1

X

n =0

( � 2 � ts )

n

n !

ds =

1

X

n =0

( � 2 � t )

n

n !

Z

1

�1

x ( s ) s

n

e

� � s

2

ds:

Je»eli funk cja x jest ortogonalna do wszystkic h funk cji e

n

, to k a»da z caªek p o

pra w ej stronie jest ró wna zeru, wi¦c by = 0 , st¡d y = 0 , a w k onsekw encji tak»e

x = 0 .

P ozosta je do wie±¢, »e

c

h

n

= ( � i )

n

h

n

dla wszystkic h n . Stosuj¡c transformat¦

F ouriera ró wno±ci (3. 16) i (3. 17) oraz u wzgl¦dnia j¡c ?? dostaniem y

2 � it

c

h

n

( t ) + i

c

h

n

0

( t ) = � ( n + 1)

d

h

n +1

( t ) ;

2 � it

c

h

n

( t ) � i

c

h

n

0

( t ) = 4 �

d

h

n +1

( t ) ;

sk ¡d

4 � it

c

h

n

( t ) = � ( n + 1)

d

h

n +1

( t ) + 4 �

d

h

n � 1

( t ) :

P oró wn uj¡c t¡ ró wno±¢ z (3. 18) widzim y , »e funk cje

c

h

n

oraz ( � i )

n

h

n

sp eªnia j¡

ten sam wzór rekurencyjn y , ab y p ok aza¢, »e s¡ ró wne wystarczy spra wdzi¢, »e

d

h

� 1

= i h

� 1

oraz

b

h

0

= h

0

. Pierwsza z ró wno±ci jest o czywista, a drug¡ udo w o d-

nili±m y ju» w ?? .



R OZDZIAŠ IV

CI• GŠE FUNK CJONAŠ Y

LINIO WE

Wªasno±ci ogólne

4.1. Twierdzenie. Nie ch X b ¦ dzie przestrzeni¡ unormowan¡. Dla funkcjonaªu

liniowe go x

�

na X nast¦puj¡c e warunki s¡ r ównowa»ne:

(i). x

�

jest ci¡gªy;

(ii). x

�

jest ci¡gªy w je dnym punkcie;

(iii). x

�

� 1

�

f 0 g

�

jest zbior em domkni¦tym;

(iv). istnieje taki zbiór otwarty U � X or az liczb a � 2 C , »e � =2 x

�

( U ) ;

(v). istnieje taka staªa M , »e

�

�

x

�

( x )

�

�

¬ M k x k ; x 2 X :

Do w ó d:

(i) ) (ii). Oczywiste.

(ii) ) (iii). Zaªó»m y , »e x

n

! x

0

i x

�

( x

n

) = 0 dla n = 1 ; 2 ; : : : . P ok a»em y , »e

tak»e x

�

( x

0

) = 0 . Je»eli funk cjonaª x

�

jest ci¡ gªy w punk cie y

0

, to x

n

� x

0

+ y

0

!

y

0

, zatem x

�

( x

n

� x

0

+ y

0

) ! x

�

( y

0

) , a p oniew a» x

�

( x

n

� x

0

+ y

0

) = x

�

( x

n

) �

x

�

( x

0

) + x

�

( y

0

) , wi¦c x

�

( x

0

) = 0 .

(iii) ) (iv). Je±li x

�

= 0 , to 1 =2 x

�

( X ) = f 0 g a je±li x

�

6= 0 , to 0 =2 x

�

( U ) ,

gdzie U = X � x

�

� 1

�

0 g

�

.

(iv) ) (v). Ustalm y elemen t x

0

nale»¡cy do U . Zbiór U jest ot w art y , zatem

dla p ewnego " > 0 do U nale»¡ wszystkie elemen t y p ostaci x

0

+ "x , k x k ¬ 1 .

Je»eli � =2 x

�

( U ) , to kªad¡c � =

1

"

[ � � x

�

( x

0

)] otrzym ujem y ªat w o, »e � =2 x

�

( K ) ,

gdzie K jest kul¡ jednostk o w ¡ w X . Wynik a st¡d, »e

�

�

x

�

( x )

�

�

¬ j � j dla x 2 K .

Rzeczywi±cie, gdyb y dla p ewnego x 2 K zac ho dziªa nieró wno±¢

�

�

x

�

( x )

�

�

> j � j , to
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dla elemen tu y =

�

x

�

( x )

x le»¡cego w K mielib y±m y x

�

( y ) = � . Je»eli teraz x jest

do w oln ym elemen tem w X i x 6= 0 , to

1

k x k

x 2 K . St¡d

(4 : 19)

�

�

x

�

( x )

�

�

=

�

�

�

x

�

�

1

k x k

x

�

�

�

�

k x k ¬ j � j k x k :

(v) ) (i). Oczywiste.

Kres doln y liczb M sp eªnia j¡cyc h nieró wno±¢ (v) oznaczam y przez k x

�

k i

nazyw am y norm¡ funk cjonaªu x

�

.

4.2. Twierdzenie. Dla ka»de go ci¡gªe go funkcjonaªu liniowe go x

�

na X zacho-

dzi nier ówno±¢

�

�

x

�

( x )

�

�

¬ k x

�

k k x k ; x 2 X ;

a tak»e

k x

�

k = sup

k x k¬ 1

�

�

x

�

( x )

�

�

= sup

k x k =1

�

�

x

�

( x )

�

�

:

Do w ó d: Niec h M = sup fj x

�

( x ) j : k x k = 1 g . Wtedy rozum uj¡c jak w (4. 19)

otrzym ujem y , »e j x

�

( x ) j ¬ M k x k dla wszystkic h x 2 X , a wi¦c M  k x

�

k . Z

drugiej stron y , gdy k x k = 1 , to j x

�

( x ) j ¬ k x

�

k , zatem M ¬ k x

�

k .

4.3. Przykªad. Niec h x

0

b ¦dzie do w oln¡ funk cj¡ caªk o w aln¡ w sensie Leb es-

gue'a na przedziale [0 ; 1] . Na przestrzeni C [0 ; 1] okre±lm y funk cjonaª linio wy x

�

wzorem

x

�

( x ) =

Z

1

0

x ( t ) x

0

( t ) dt:

Wtedy

�

�

x

�

( x )

�

�

=

�

�

�

�

Z

1

0

x ( t ) x

0

( t ) dt

�

�

�

�

¬

Z

1

0

�

�

x ( t )

�

�

�

�

x

0

( t )

�

�

dt ¬

¬ k x k

1

Z

1

0

�

�

x

0

( t )

�

�

dt = k x k

1

k x

0

k

1

:

Zatem x

�

jest ci¡ gªy i k x

�

k ¬ k x

0

k

1

.

P ok a»em y , »e zac ho dzi ró wno±¢ obu norm. Z regularno±ci miary Leb esgue'a

(patrz ?? ) wynik a, »e dla do w olnego " > 0 istnieje tak a funk cja x

1

2 C [0 ; 1] , »e

k x

0

� x

1

k

1

< " . Mo»em y przy t ym do datk o w o za»¡da¢, b y x

1

( t ) 6= 0 dla t 2 [0 ; 1] .

P oªó»m y x = sgn x

1

, tzn.

x ( t ) =

x

1

( t )

j x

1

( t ) j

dla t 2 [0 ; 1] :
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Oczywi±cie x 2 C [0 ; 1] , k x k

1

= 1 oraz

�

�

x

�

( x )

�

�



�

�

�

�

Z

1

0

x ( t ) x

1

( t ) dt

�

�

�

�

�

Z

1

0

�

�

x ( t )

�

�

�

�

x

1

( t ) � x

0

( t )

�

�

dt 



Z

1

0

�

�

x

1

( t )

�

�

dt � k x

1

� x

0

k

1

 k x

0

k

1

� 2 ";

a to da je nieró wno±¢ przeciwn¡ k x

�

k  k x

0

k

1

.

4.4. Przykªad. Niec h x

�

b ¦dzie funk cjonaªem z p oprzedniego przykªadu, lecz

t ym razem okre±lon ym na przestrzeni C

1

[0 ; 1] z norm¡ k x k

C

1

= j x (0) j + k x

0

k

1

.

Jest to o czywi±cie funk cjonaª ci¡ gªy , gdy» k k

1

¬ k k

C

1
. Obliczym y k x

�

k .

Je»eli funk cj¦ x 2 C

1

[0 ; 1] przedsta wim y w p ostaci x ( t ) = x (0) +

R

t

0

x

0

( s ) ds ,

to

x

�

( x ) = x (0)

Z

1

0

x

0

( t ) dt +

Z

1

0

Z

t

0

x

0

( s ) x

0

( t ) ds dt =

= x (0) ex

0

(0) +

Z

1

0

x

0

( s ) ex

0

( s ) ds;

gdzie ex

0

( s ) =

R

1

s

x

0

( t ) dt . P oniew a» x

0

mo»e b y¢ do w oln¡ funk cj¡ ci¡ gª¡ na [0 ; 1] ,

wi¦c rozum uj¡c jak przy obliczaniu norm y funk cjonaªu w p oprzednim przykªadzie

i opiera j¡c si¦ na o czywistej ró wno±ci

sup

j � j + j � j¬ 1

j �a + � b j = max fj a j ; j b jg

otrzymam y

k x

�

k = max

�

�

�

ex

0

(0)

�

�

; k ex

0

k

1

	

:

T a wielk o±¢ jest na ogóª istotnie mniejsza ni» k x

0

k

1

. Niec h na przykªad x

�

"

,

dla 0 < " ¬ 1 , oznacza funk cjonaª, w którym w miejsce x

0

wsta wiono funk cj¦ x

"

okre±lon¡ wzorem

x

"

( t ) =

(

1

2 t � 1

gdy " < j 2 t � 1 j ¬ 1;

0 p oza t ym.

Wtedy

(4 : 20) k x

�

"

� x

�

�

k = k ex

"

� ex

�

k

1

=

1

4

( � � " ) dla 0 < " < � ¬ 1 :

W szczególno±ci k x

�

"

k =

1

4

(1 � " ) , natomiast k x

"

k

1

= ln

1

"

.
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Z (4. 20) wynik a p onadto, »e dla k a»dej funk cji x 2 C

1

[0 ; 1] istnieje granica

lim

" ! 0

x

�

"

( x ) , P ozw ala to okre±li¢ na przestrzeni C

1

[0 ; 1] ci¡ gªy funk cjonaª linio wy

w p ostaci w arto±ci gªó wnej caªki niewªa±ciw ej

lim

" ! 0

Z

"< j 2 t � 1 j¬ 1

x ( t )

2 t � 1

dt:

Norma tego funk cjonaªu wynosi

1

4

.

Dla funk cji x z przestrzeni C [0 ; 1] caªk a p o wy»sza zwykle jest rozbie»na.

Przestrze« sprz¦»ona

4.5. Twierdzenie. Nie ch X b ¦ dzie przestrzeni¡ unormowan¡. Zbiór X

�

wszy-

stkich ci¡gªych funkcjonaªów liniowych na X , p o wpr owadzeniu dziaªa« do dawania

funkcjonaªów i mno»enia funkcjonaªu przez liczb ¦ w sp osób nast¦puj¡cy

�

x

�

1

+ x

�

2

�

( x ) = x

�

1

( x ) + x

�

2

( x ) ;

�

�x

�

�

( x ) = � x

�

( x )

or az normy jako normy funkcjonaªu, staje si¦ przestrzeni¡ Banacha, nazywan¡

przestrzeni¡ sprz¦»on¡ do przestrzeni X .

Do w ó d: Spra wdzenie, »e X

�

jest przestrzeni¡ linio w ¡ unormo w an¡ jest nietrudne.

P ok a»em y wi¦c t ylk o jej zup eªno±¢.

Niec h x

�

n

b ¦dzie ci¡ giem Cauc h y'ego w X

�

. P oniew a»

�

�

x

�

n

( x ) � x

�

m

( x )

�

�

¬ k x

�

n

� x

�

m

k k x k ;

wi¦c x

�

n

( x ) jest dla k a»dego x 2 X ci¡ giem Cauc h y'ego w C . Zatem istnieje gra-

nica lim

n !1

x

�

n

( x ) , któr¡ oznaczym y x

�

( x ) . P ok a»em y k olejno, »e x

�

jest linio wy ,

ci¡ gªy oraz, »e k x

�

n

� x

�

k ! 0 .

Linio w o±¢ funk cjonaªu x

�

otrzym ujem y ªat w o przec ho dz¡c do granicy w ró w-

no±ciac h

x

�

n

( x

1

+ x

2

) = x

�

n

( x

1

) + x

�

n

( x

2

) ;

x

�

n

( �x ) = � x

�

n

( x ) :

P ok a»em y , »e funk cjonaª x

�

jest ci¡ gªy . Zau w a»m y w t ym celu, »e k x

�

n

k jest licz-

b o wym ci¡ giem Cauc h y'ego, a wi¦c dla p ewnej staªej M zac ho dzi k x

�

n

k ¬ M ,

n = 1 ; 2 ; : : : . St¡d dla k a»dego x 2 X mam y

�

�

x

�

n

( x )

�

�

¬ M k x k , a to z k olei

p o ci¡ ga

�

�

x

�

( x )

�

�

¬ M k x k :
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P ozosta je wi¦c t ylk o do wie±¢, »e x

�

n

d¡»y do x

�

w X

�

. Dla do w olnego " > 0

mam y

�

�

x

�

n

( x ) � x

�

m

( x )

�

�

< k x

�

n

� x

�

m

k k x k < " k x k

przy dostatecznie du»yc h m i n , Ustala j¡c n i przec ho dz¡c do granicy przy

m ! 1 otrzymam y

�

�

x

�

n

( x ) � x

�

( x )

�

�

¬ " k x k ;

co z de�nicji norm y da je k x

�

n

� x

�

k ¬ " .

4.6. Twierdzenie. Na przestrzeni sko«czenie wymiar owej ka»dy funkcjonaª li-

niowy jest ci¡gªy, or az przestrze« sprz¦»ona jest izomor�czna z wyj±ciow¡.

Do w ó d: Ustalm y baz¦ Hamela e

1

; e

2

; : : : ; e

n

przestrzeni X i wpro w ad¹m y norm¦

k k kªad¡c

k x k = max

1 ¬ i ¬ n

j x

i

j ; dla x =

n

X

i =1

x

i

e

i

:

Ka»dy funk cjonaª linio wy x

�

na X jest jednoznacznie wyznaczon y przez sw o je

w arto±ci na w ektorac h bazy , gdy»

x

�

( x ) = x

�

�

n

X

i =1

x

1

e

i

�

=

n

X

i =1

x

1

x

�

( e

i

) :

P onadto

�

�

x

�

( x )

�

�

=

�

�

�

�

n

X

i =1

x

i

x

�

( e

i

)

�

�

�

�

¬ max

1 ¬ i ¬ n

j x

i

j

n

X

i =1

�

�

x

�

( e

1

)

�

�

¬ M k x k ;

gdzie M =

P

n

i =1

j x

�

( e

i

) j . Wynik a st¡d, »e x

�

jest ci¡ gªy w normie k k , a wi¦c

jest ci¡ gªy tak»e w k a»dej innej normie przestrzeni X , b o w X k a»de dwie norm y

s¡ ró wno w a»ne.

Z drugiej stron y do w oln y ukªad liczb �

1

; �

2

: : : ; �

n

wzorem

x

�

( x ) =

n

X

i =1

�

i

x

i

okre±la (ci¡ gªy) funk cjonaª linio wy na X . P oniew a» ukªad taki okre±la tak»e (jed-

noznacznie) elemen t y =

P

n

i =1

�

i

e

i

przestrzeni X , zatem przyp orz¡dk o w anie

y ! x

�

y

x

�

y

( x ) =

n

X

i =1

�

i

x

i

; x 2 X ;
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elemen tom przestrzeni X funk cjonaªó w linio wyc h z X

�

jest wza jemnie jedno-

znaczne. Jest ono linio w e | jest wi¦c algebraiczn ym izomor�zmem X na X

�

, a

p oniew a» w przestrzeni X

�

k a»de dwie norm y s¡ tak»e ró wno w a»ne, jest home-

omor�zmem .

4.7. Przykªad. P o dobne rozumo w anie jak w p o wy»szym do w o dzie mo»na prze-

pro w adzi¢ przy opisie przestrzeni `

1

�

wszystkic h ci¡ gªyc h funk cjonaªó w linio wyc h

na przestrzeni `

1

.

Jak wiem y (patrz str. 16), k a»dy w ektor x = ( x

1

; x

2

; : : : ) przestrzeni `

1

mo»na

jednoznacznie przesta wi¢ w p ostaci (b ezwzgl¦dnie) zbie»nego szeregu

(4 : 21) x =

1

X

n =1

x

n

e

n

;

gdzie e

n

, n = 1 ; 2 ; : : : , jest w ektorem e

n

= (0 ; : : : ; 0 ; 1 ; 0 ; : : : ) z jedynk ¡ na n -t ym

miejscu. Je»eli y

�

jest ci¡ gªym funk cjonaªem linio wym na przestrzeni `

1

, to

y

�

( x ) = y

�

�

1

X

n =1

x

n

e

n

�

=

1

X

n =1

x

n

y

�

( e

n

) :

P oªó»m y y

n

= y

�

( e

n

) , Ci¡ g f y

n

g jest o czywi±cie ograniczon y , de�niuje wi¦c w ek-

tor y = ( y

1

; y

2

; : : : ) z przestrzeni `

1

, o normie k y k

1

¬ k y

�

k . Odwrotnie, k a»dy

w ektor y = ( y

1

; y

2

; : : : ) 2 `

1

wzorem

(4 : 22) y

�

( x ) =

1

X

n =1

x

n

y

n

; gdzie x = ( x

1

; x

2

; : : : )

okre±la funk cjonaª linio wy na przestrzeni `

1

. Mam y

�

�

y

�

( x )

�

�

¬

1

X

n =1

j x

n

j j y

n

j ¬ k x k

1

k y k

1

;

co p o ci¡ ga, »e y

�

jest ci¡ gªy i k y

�

k ¬ k y k

1

. W raz z w cze±niej udo w o dnion¡

nieró wno±ci¡ k y

�

k  k y k

1

oznacza to, »e przyp orz¡dk o w anie y ! y

�

okre±lone

wzorem (4. 22) jest izometryczn y m izomor�zmem `

1

na `

1

�

.

Wzór (4. 22) mo»e te» p osªu»y¢ do okre±lenia ci¡ gªyc h funk cjonaªó w linio wyc h

na przestrzeni c

0

. Je»eli y = ( y

1

; y

2

: : : ) le»y w `

1

, to szereg (4. 22) jest zbie»n y

oraz j y

�

( x ) j ¬ k x k

1

k y k

1

, zatem y

�

jest ci¡ gªy na c

0

i k y

�

k ¬ k y k

1

. Ab y do-

wie±¢, »e przyp orz¡dk o w anie y ! y

�

jest izometryczn ym izomor�zmem `

1

na c

0

wystarczy p ok aza¢, »e k a»dy ci¡ gªy funk cjonaª linio wy y

�

na c

0

ma p osta¢ (4. 22)
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oraz, »e k y

�

k  k y k

1

. Pierwszy fakt wynik a z tego, »e ci¡ g f e

n

g jest baz¡ prze-

strzeni c

0

, a wi¦c k a»dy w ektor ma przedsta wienie (4. 21). Dla do w o du drugiego

niec h x b ¦dzie w ektorem x = ( x

1

; : : : ; x

n

; 0 ; 0 ; : : : ) , gdzie x

k

= sgn y

k

(przyp o-

mnijm y , »e dla liczb y zesp olonej z, sgn z = z = j z j , gdy z 6= 0 oraz sgn z = 0 w

przeciwn ym przypadku). Wtedy

y

�

( x ) =

n

X

k =1

x

k

y

k

=

n

X

k =1

j y

k

j :

P oniew a» k x k

1

¬ 1 a n jest do w olne, wi¦c

P

1

k =1

j y

k

j ¬ k y

�

k .

4.8. Zad anie. Czy przestrze« `

1

�

jest izometrycznie izomor�czna z przestrze-

ni¡ `

1

?

4.9. Zad anie. Udo w o dni¢, »e je»eli 1 < p < 1 , to przyp orz¡dk o w anie y ! y

�

okre±lone wzorem (4. 22) jest izometryczn ym izomor�zmem przestrzeni `

q

na prze-

strze« `

P

�

, gdzie q =

p

p � 1

.

4.10. Twierdzenie (Riesz). Nie ch H b ¦ dzie przestrzeni¡ Hilb erta. Dla ka»de go

y

�

2 H

�

istnieje, i to tylko je den, taki wektor y 2 H , »e

y

�

( x ) = h x; y i ; x 2 H :

Przyp orz¡dkowanie � : y

�

! y jest wzajemnie je dnoznacznym o dwzor owaniem

izometrycznym H

�

na H , przy czym � ( y

�

+ z

�

) = � ( y

�

) + � ( z

�

) i � ( �y

�

) =

� � ( y

�

) .

Do w ó d: Niec h H

0

= f x 2 H : y

�

( x ) = 0 g . P oniew a» y

�

jest ci¡ gªym funk cjona-

ªem linio wym, H

0

jest domkni¦t¡ p o dprzestrzeni¡ linio w ¡ w H .

Je»eli H

0

= H , to y

�

( x ) = 0 dla k a»dego x 2 H , wystarczy wtedy przyj¡¢

y = 0 . Zaªó»m y w ob ec tego, »e H

0

6= H . W przestrzeni H

?

0

istnieje wtedy taki

niezero wy elemen t y , »e y

�

( y ) = k y k

2

. Wystarczy dla do w olnego 0 6= x 2 H

?

0

p oªo»y¢

y =

y

�

( x )

k x k

2

x:

P ok a»em y , »e elemen t y ma »¡dane wªasno±ci. Je»eli x 2 H , to

y

�

�

x �

y

�

( x )

k y k

2

y

�

= y

�

( x ) � y

�

( x ) = 0 ;

st¡d x �

y

�

( x )

k y k

2

y nale»¡ do H

0

, a wi¦c

0 =

D

x �

y

�

( x )

k y k

2

y ; y

E

= h x; y i � y

�

( x ) :
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Elemen t y jest wyznaczon y jednoznacznie przez funk cjonaª y

�

. Rzeczywi±cie,

je»eli y

0

; y

00

2 H oraz

y

�

( x ) = h x; y

0

i = h x; y

00

i ;

to h x; y

0

� y

00

i = 0 dla k a»dego x 2 H , W szczególno±ci dla x = y

0

� y

00

otrzymam y

k y

0

� y

00

k

2

= 0 , a st¡d y

0

= y

00

.

W e¹m y teraz do w oln y elemen t y 2 H i okre±lm y funk cjonaª y

�

wzorem

y

�

( x ) = h x; y i :

Z linio w o±ci ilo czyn u sk alarnego wzgl¦dem pierwszej zmiennej wynik a, »e y

�

jest

linio wy , a z nieró wno±ci Sc h w arza

�

�

y

�

( x )

�

�

=

�

�

h x; y i

�

�

¬ k x k k y k ;

»e y

�

jest ci¡ gªy . W ob ec tego y

�

2 H

�

i k y

�

k ¬ k y k . Z drugiej stron y jh x; y ij =

j y

�

( x ) j ¬ k y

�

k k x k dla x 2 H . P o dsta wia j¡c tu x = y otrzym ujem y k y k

2

¬

k y

�

k k y k , czyli k y k ¬ k y

�

k . W k onsekw encji k y

�

k = k y k .

4.11. Twierdzenie Hahna-Bana cha . Nie ch X

0

b ¦ dzie p o dprzestrzeni¡ (nie-

konie cznie domkni¦t¡) przestrzeni liniowej unormowanej X . Ka»dy ci¡gªy funk-

cjonaª liniowy x

�

0

na X

0

mo»na prze dªu»y¢ do ci¡gªe go funkcjonaªu liniowe go x

�

na c aªej przestrzeni X b ez p o dnoszenia je go normy.

Do w ó d: W X okre±lm y p óªnorm¦ p wzorem

p ( x ) = k x k k x

�

k

X

�

0

i zastosujm y w ersj¦ t wierdzenia Hahna-Banac ha dla zesp olon yc h przestrzeni linio-

wyc h (patrz ?? ). Dla przedªu»enia x

�

otrzymam y wtedy

�

�

x

�

( x )

�

�

¬ p ( x ) = k x k k x

�

0

k

X

�

0

;

czyli

k x

�

k

X

�

¬ k x

�

0

k

X

�

0

:

Uw a ga. Dla przestrzeni Hilb erta przedªu»enie, o którym mo w a w t wierdzeniu

Hahna-Banac ha jest jednoznaczne. Rzeczywi±cie, przedªu»enie funk cjonaªu ci¡-

gªego z p o dprzestrzeni do jej domkni¦cia jest za wsze jednoznaczne. Zaªó»m y w o-

b ec tego, »e y

�

0

jest ci¡ gªym funk cjonaªem linio wym na wªa±ciw ej domkni¦tej

p o dprzestrzeni H

0

przestrzeni Hilb erta H . Z t wierdzenia Riesza 4.10 wynik a, »e

y

�

0

( x ) = h x; y

0

i ; x 2 H

0

;
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dla p ewnego w ektora y

0

2 H

0

, przy czym k y

�

0

k = k y

0

k . F unk cjonaª y

�

jest

przedªu»eniem y

�

0

na H wtedy i t ylk o wtedy , gdy

y

�

( x ) = h x; y i ; x 2 H ;

oraz h x; y � y

0

i = 0 dla k a»dego x 2 H

0

czyli, gdy y � y

0

? H

0

. W k onsekw encji

k y

�

k = k y k =

q

k y

0

k

2

+ k y � y

0

k

2

 k y

0

k = k y

�

0

k ;

a ró wno±¢ zac ho dzi t ylk o wtedy , gdy y = y

0

.

4.12. Twierdzenie (Hahn). Nie ch X

0

b ¦ dzie p o dprzestrzeni¡ przestrzeni

unormowanej X or az x

0

2 X , przy czym

dist( x

0

; X

0

) = inf

x 2 X

0

k x

0

� x k = d:

Wte dy istnieje taki funkcjonaª liniowy x

�

2 X

�

, »e

x

�

( x ) = 0 d la x 2 X

0

; x

�

( x

0

) = d; k x

�

k ¬ 1 :

Do w ó d: Mo»em y o czywi±cie zaªo»y¢, »e d > 0 . Wtedy k a»dy elemen t y przestrzeni

X

1

= lin ( X

0

[ f x g ) ma jednoznaczne przedsta wienie w p ostaci = x + �x

0

, gdzie

x 2 X

0

i � 2 C . Na przestrzeni X

1

okre±lm y funk cjonaª linio wy x

�

1

wzorem

x

�

1

( y ) = � d:

Mam y w ó w czas x

�

1

( x ) = 0 dla x 2 X

0

i x

�

1

( x

0

) = d . F unk cjonaª x

�

1

jest ci¡ gªy na

X

1

i k x

�

1

k ¬ 1 . Rzeczywi±cie

k x + �x

0

k = j � j







1

�

x + x

0







 j � j d =

�

�

x

�

1

( x + �x

0

)

�

�

dla � 6= 0 , a wi¦c k x

�

1

k ¬ 1 . Do w olne przedªu»enie x

�

1

na caª¡ przestrze«, zac ho-

wuj¡ce jego norm¦, sp eªnia tez¦.

4.13. Wniosek. Je»eli x

�

( x ) = 0 d la wszystkich x

�

2 X

�

, to x = 0 . Co wi¦ c ej

k x k = max

k x

�

k¬ 1

�

�

x

�

( x )

�

�

:

Zau w a»m y , »e dla k a»dego x 2 X wzór

(4 : 23) x

��

( x

�

) = x

�

( x ) ; x

�

2 X

�

;

okre±la ci¡ gªy funk cjonaª linio wy na X

�

. Z Wniosku 4.13 wynik a, »e k x

��

k = k x k .

Udo w o dnili±m y w ten sp osób:
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4.14. Twierdzenie. Przyp orz¡dkowanie x ! x

��

okr e±lone wzor em (4. 23) jest

izometryczn y m izomor�zmem przestrzeni unormo w anej X na p o dprzestrze« prze-

strzeni X

��

.

Reeksywno±¢

Przestrze« Banac ha X nazyw am y reeksywn¡ , je»eli naturalne wªo»enie

�

X

: X ! X

��

, okre±lone wzorem

�

X

x ( x

�

) = x

�

( x ) ; x

�

2 X

�

;

jest (izometryczn ym izomor�zme m ) przestrzeni X na przestrze« X

��

tzn., gdy

dla k a»dego x

��

2 X

��

istnieje taki w ektor x 2 X , »e x

��

( x

�

) = x

�

( x ) dla k a»dego

x

�

2 X

�

.

4.15. F akt. Z wniosku 4.13 wynik a, »e je»eli przestrze« Banac ha jest reek-

sywna, to k a»dy ci¡ gªy funk cjonaª linio wy x

�

2 X

�

osi¡ ga sw o j¡ norm¦ na kuli

jednostk o w ej przestrzeni X .

Oznacza to, »e ani przestrze« c

0

, ani `

1

nie s¡ reeksywne. Na przestrzeni c

0

norm y nie osi¡ ga »aden funk cjonaª wyznaczon y przez ci¡ g y = ( y

1

; y

2

; : : : ) 2 `

1

,

dla którego y

n

6= 0 dla niesk o«czenie wielu n , za± na przestrzeni `

1

»aden funk-

cjonaª wyznaczon y przez ci¡ g y = ( y

1

; y

2

; : : : ) 2 `

1

, dla którego k y k

1

6= j y

n

j dla

wszystkic h n , np. przez ci¡ g y

n

= n= ( n + 1) .

Pra wdziw e jest t wierdzenie o dwrotne do p o wy»szego, ale do w ó d jest znaczne

trudniejszy .

4.16. Lema t. Nie ch ' : X ! Y b ¦ dzie ci¡gªym o dwzor owaniem liniowym prze-

strzeni Banacha X w przestrze« Banacha Y . Wówczas o dwzor owanie sprz¦»one

'

�

: Y

�

! X

�

, okr e±lone wzor em

'

�

y

�

( x ) = y

�

( 'x ) ; x 2 X ;

te» jest ci¡gªe or az k '

�

k ¬ k ' k .

Je±li o dwzor owanie ' jest izomor�zmem, to izomor�zmem jest r ównie» o dwzo-

r owanie '

�

.

Nie ch '

��

: X

��

! Y

��

oznacza o dwzor owanie '

��

= ( '

�

)

�

sprz¦»one do '

�

,

za± �

X

i �

Y

natur alne wªo»enia o dp owie dnio przestrzeni X w X

��

or az Y w Y

��

.

Wte dy

'

��

�

X

= �

Y

';
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tzn. nast¦puj¡cy diagr am jest przemienny

X

'

� ! Y

?

?

y

�

X

?

?

y

�

Y

X

��

'

��

� ! Y

��

Do w ó d: Pierwsza cz¦±¢ lematu jest o czywista.

Je»eli ' jest izomor�zmem X na Y , to prost y rac h unek da je ( '

� 1

)

�

'

�

= id

Y

�

oraz '

�

( '

� 1

)

�

= id

X

�

, tzn. ( '

�

)

� 1

= ( '

� 1

)

�

. Z pierwszej cz¦±ci lematu wnosim y ,

»e '

�

i ( '

�

)

� 1

s¡ ci¡ gªe, czyli »e '

�

jest homeomor�zme m .

Dla do w o du ostatniej cz¦±ci lematu wybierzm y do w olnie x 2 X oraz y

�

2 Y

�

.

Wtedy

'

��

�

X

x ( y

�

) = �

X

x ( '

�

y

�

) = '

�

y

�

( x )

oraz

�

Y

'x ( y

�

) = y

�

( 'x ) = '

�

y

�

( x ) ;

a wi¦c '

��

�

X

= �

Y

' .

4.17. Twierdzenie. Przestrze« Banacha izomor�czna z przestrzeni¡ r eeksyw-

n¡ jest tak»e r eeksywna.

Do w ó d: Zaªó»m y , »e ' : X ! Y jest izomor�zmem reeksywnej przestrzeni Ba-

nac ha X na przestrze« Banac ha Y . Wtedy o dwzoro w ania '

��

: X

��

! Y

��

oraz wªo»enie �

X

: X ! X

��

s¡ tak»e izomor�zmam i. Z lematu 4.16 wynik a, »e

wªo»enie �

Y

: Y ! Y

��

ma p osta¢ �

Y

= '

��

�

X

'

� 1

, jest wi¦c izomor�zmem .

4.18. Lema t. Domkni¦ta p o dprzestrze« przestrzeni r eeksywnej jest r eeksyw-

na.

Do w ó d: Niec h X

0

b ¦dzie domkni¦t¡ p o dprzestrzeni¡ linio w ¡ przestrzeni reek-

sywnej X i niec h � : X

�

! X

�

0

oznacza op eracj¦ zw ¦»ania funk cjonaªu. Jest

to op eracja sprz¦»ona do iden t yczno±cio w ego wªo»enia X

0

w X . Z t wierdzenia

Hahna-Banac ha wynik a, »e � jest k on trak cj¡ oraz � ( X

�

) = X

�

0

. Dla x

��

0

2 X

��

0

okre±lm y w ektor x

0

2 X wzorem x

0

= �

� 1

X

�

�

x

��

0

. Dla x

�

2 X

�

mam y wtedy

x

�

( x

0

) = �

�

x

��

0

( x

�

) = x

��

0

( �x

�

) :

P ok a»em y , »e w isto cie x

0

2 X

0

. Gdyb y tak nie b yªo, to na mo cy t wierdzenia

Hahna w X

�

istniaªb y taki funk cjonaª x

�

, »e x

�

( x

0

) = 1 , lecz x

�

( x ) = 0 dla

wszystkic h x 2 X

0

, tzn. �x

�

= 0 , to nie jest mo»liw e, b o wtedy mielib y±m y

1 = x

�

( x

0

) = x

��

0

( �x

�

) = x

��

0

(0) = 0 :
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Sk oro x

0

2 X

0

, to dla x

�

2 X

�

mam y

x

�

( x

0

) = �x

�

( x

0

) = �

X

0

x

0

( �x

�

) ;

a p oniew a» � ( X

�

) = X

�

0

, wi¦c x

��

0

= �

X

0

x

0

, w k onsekw encji �

X

0

( X

0

) = X

��

0

.

4.19. Przykªad. Wiem y , »e przestrze« c

0

nie jest reeksywna. Z lematu 4.18

wynik a, »e reeksywne nie s¡ w ob ec tego tak»e przestrzenie c i m ( = `

1

).

4.20. Twierdzenie. Przestrze« Banacha jest r eeksywna wte dy i tylko wte dy,

gdy przestrze« z ni¡ sprz¦»ona jest r eeksywna.

Do w ó d: Je»eli X jest przestrzeni¡ reeksywn¡, to o dwzoro w anie �

� 1

X

: X

��

! X

jest izomor�zmem . Z lematu 4.16 wynik a, »e wtedy o dwzoro w anie �

X

�

= ( �

� 1

X

)

�

jest izomor�zmem X

�

na X

���

, to za± oznacza reeksywno±¢ przestrzeni sprz¦-

»onej X

�

.

Zaªó»m y teraz, »e X

�

jest przestrzeni¡ reeksywn¡. Z udo w o dnionej ju» cz¦±ci

t wierdzenia wynik a, »e X

��

jest reeksywna. Przestrze« X jest izomor�czna z

domkni¦t¡ p o dprzestrzeni¡ linio w ¡ �

X

( X ) przestrzeni X

��

, jest wi¦c przestrzeni¡

reeksywn¡ na mo cy lemató w 4.16 i 4.18.

4.21. Wniosek. Je»eli X jest nier eeksywn¡ przestrzeni¡ Banacha, to wszystkie

kanoniczne inkluzje X � X

��

� X

( iv )

� : : : or az X

�

� X

���

� X

( v )

� : : : s¡

wªa±ciwe.

4.22. Wniosek. Je»eli X

0

jest domkni¦t¡ p o dprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni

r eeksywnej X , to X

0

i X=X

0

s¡ r eeksywne.

Do w ó d: Reeksywno±¢ p o dprzestrzeni X

0

udo w o dnili±m y ju» w lemacie 4.18.

Przestrze« ( X=X

0

)

�

jest izometryczni e izomor�czna z anihilatorem

X

?

0

= f x

�

2 X

�

: x

�

j

X

0

� 0 g

p o dprzestrzeni X

0

. P oniew a» X

?

0

jest domkni¦t¡ p o dprzestrzeni¡ linio w ¡ w X

�

,

jest reeksywna, dlatego przestrze« ( X=X

0

)

�

, a w k onsekw encji tak»e przestrze«

X=X

0

, jest reeksywna.

4.23. Przykªad. Niec h S b ¦dzie przestrzeni¡ top ologiczn¡ normaln¡. P ok a-

»em y , »e przestrze« C ( S ) jest reeksywna wtedy i t ylk o wtedy , gdy S jest zbiorem

sk o«czon ym.

Je»eli zbiór S jest sk o«czon y , to przestrze« C ( S ) jest reeksywna, b o ma sk o«-

czon y wymiar. Je»eli za± S jest zbiorem niesk o«czon ym, to za wiera p o dzbiór do-

mkni¦t y S

0

b ¦d¡cy ci¡ giem zbie»n ym lub ci¡ giem izolo w an ym. Przestrze« C ( S

0

)
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jest wtedy izometryczni e izomor�czna o dp o wiednio z przestrzeni¡ c lub m , w

k a»dym razie z przestrzeni¡ niereeksywn¡. Z drugiej stron y , jak wiem y z przy-

kªadu 1.29, przestrze« C ( S

0

) jest izometrycznie izomor�czna z przestrzeni¡ ilora-

zo w ¡ C ( S ) =X , gdzie X jest domkni¦t¡ p o dprzestrzeni¡ linio w ¡ w C ( S ) zªo»on¡

z funk cji zeruj¡cyc h si¦ na zbiorze S

0

. Z wniosku 4.22 wynik a, »e C ( S ) nie jest

przestrzeni¡ reeksywn¡.

Przestrze« sprz¦»ona

z przestrzeni¡ C(S)

Opis wszystkic h ci¡ gªyc h funk cjonaªó w linio wyc h na przestrzeni C ( S ) jest

trudn y i wymaga zna jomo±ci ogólnej teorii miary , dlatego p oprzedzim y go opisem

ci¡ gªyc h funk cjonaªó w linio wyc h na przestrzeni C [ a; b ] . Opis taki mo»na otrzyma¢

w sp osób zdecydo w anie bardziej elemen tarn y .

W przykªadzie 4.3 zobaczyli±m y , »e k a»da funk cja x

0

, caªk o w alna w sensie

Leb esgue'a na przedziale [0 ; 1] , okre±la ci¡ gªy funk cjonaª linio wy na przestrzeni

C [0 ; 1] wzorem

(4 : 24) x

�

( x ) =

Z

1

0

x ( t ) x

0

( t ) dt:

Z drugiej stron y przestrze« C [0 ; 1] p osiada ci¡ gªe funk cjonaªy linio w e zup eªnie

innej natury , np. takie, jak

(4 : 25) x

�

( x ) =

1

2

x (0) +

1

2

x (1) :

Co ª¡czy te przykªady? Otó» oba mo»na wyrazi¢ w p ostaci caªki z funk cji x , trzeba

jednak p osªu»y¢ si¦ ogólniejszym p o j¦ciem caªki ni» znana nam caªk a Riemanna

(a w p ewn ym sensie ogólniejszym na w et ni» caªk a Leb esgue'a), miano wicie caªk ¡

Sieltjesa.

Niec h x i f b ¦d¡ funk cjami na przedziale [ a; b ] , z któryc h pierwsza jest ci¡ gªa

a druga ograniczona. Dla do w olnego rozbicia P przedziaªu [ a; b ] punktami

a = t

0

< t

1

< t

2

< : : : < t

n

= b

oznaczm y przez S ( P ; x; f ) sum¦

S ( P ; x; f ) =

n

X

k =1

x ( t

k

)

�

f ( t

k

) � f ( t

k � 1

�

:
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Liczb ¦ � P = max

�

j t

k

� t

k � 1

j : k = 1 ; 2 ; : : : ; n

	

b ¦dziem y nazyw a¢ ±rednic¡

rozbicia P . P o wiem y , »e funk cja x jest caªk o w alna wzgl¦dem funk cji f w

sensie Stieltjesa, je»eli istnieje tak a liczba A , »e dla k a»dej liczb y " > 0 mo»na

tak dobra¢ liczb ¦ � > 0 , ab y dla rozbicia P w arunek � P < � p o ci¡ gaª

�

�

A � S ( P ; x; f )

�

�

< ":

Liczb ¦ A oznaczym y wtedy

Z

1

0

x ( t ) d f ( t )

i nazwiem y caªk ¡ z funk cji x wzgl¦dem funk cji f .

Zbadam y jaki w arunek winna sp eªnia¢ funk cja f , ab y caªk a Stieltjesa wzgl¦-

dem f okre±laªa ci¡ gªy funk cjonaª linio wy na przestrzeni C [ a; b ] , tj. ab y k a»da

funk cja ci¡ gªa x b yªa caªk o w alna wzgl¦dem f i ab y

�

�

�

Z

1

0

x ( t ) d f ( t )

�

�

�

¬ C k x k

1

:

Je»eli dla rozbicia P = f t

0

; t

1

; t

2

; : : : ; t

n

g wybierzem y funk cj¦ x tak, »eb y

x ( t

k

) = sgn

�

f ( t

k

) � f ( t

k � 1

)

�

dla k = 1 ; 2 ; : : : ; n oraz k x k

1

¬ 1 , to suma

S ( P ; x; f ) przyjmie w arto±¢

(4 : 26)

n

X

k =1

�

�

f ( t

k

) � f ( t

k � 1

)

�

�

:

Nale»y wi¦c o czekiw a¢, »e dla funk cji f wszystkie takie sum y s¡ wsp ólnie ograni-

czone.

Definicja. Je»eli zbiór sum (4. 26) jest ograniczon y , to mó wim y , »e funk cja f

ma w przedziale [ a; b ] w ahanie ograniczone , a kres górn y t yc h sum nazyw am y

w ahaniem funk cji f w przedziale [ a; b ] i oznaczam y V ar

[ a;b ]

f .

Przyjrzyjm y si¦ bli»ej funk cjom o w ahaniu ograniczon ym. Jest o czywiste, »e

gdy funk cja f ma w przedziale [ a; b ] ograniczon¡ p o c ho dn¡, to ma te» w t ym

przedziale ograniczone w ahanie. Ci¡ gªo±¢ na to jednak nie wystarcza, gdy» np.

funk cja f : [0 ; 1] ! R p ostaci f (0) = 0 , f ( t ) = t cos

�

t

dla t 6= 0 , jest ci¡ gªa, a

dla rozbicia P =

�

0 ;

1

n

;

1

n � 1

; : : : ;

1

2

; 1

	

otrzym ujem y

V ar

[0 ; 1]

f 

1

n

+

n

X

k =2

�

1

k

+

1

k � 1

�

 log n:
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4.24. Twierdzenie. F unkcja zesp olona f ma w prze dziale [ a; b ] wahanie o gr a-

niczone wte dy i tylko wte dy, gdy obie funkcje rze czywiste Re f or az Im f maj¡ t¡

wªasno±¢. F unkcja rze czywista ma w prze dziale [ a; b ] wahanie o gr aniczone wte dy i

tylko wte dy, gdy jest sum¡ dwó ch funkcji monotonicznych.

Do w ó d: Pierwsza cz¦±¢ t wierdzenia jest o czywista. Dla do w o du cz¦±ci drugiej za-

u w a»m y , »e gdy funk cja f jest monotoniczna w przedziale [ a; b ] , to ma w nim

ograniczone w ahanie i V ar

[ a;b ]

f =

�

�

f ( b ) � f ( a )

�

�

. Zatem suma sk o«czonej liczb y

takic h funk cji te» ma w ahanie sk o«czone w t ym przedziale.

Zaªó»m y teraz, »e V ar

[ a;b ]

f < 1 . F unk cja f

1

( t ) = V ar

[ a;t ]

f jest rosn¡ca w

przedziale [ a; b ] . Wystarczy zatem p ok aza¢, »e funk cja f

2

= f

1

� f te» jest rosn¡ca.

Otó» dla s < t z przedziaªu [ a; b ] mam y

f

2

( t ) � f

2

( s ) = V ar

[ s;t ]

f �

�

f ( t ) � f ( s )

�



�

�

f ( t ) � f ( s )

�

�

�

�

f ( t ) � f ( s )

�

 0

na mo cy de�nicji w ahania funk cji.

4.25. Zad anie. P ok aza¢, »e gdy f jest funk cj¡ klasy C

1

na przedziale [ a; b ] , to

V ar

[ a;b ]

f =

Z

b

a

�

�

f

0

( t )

�

�

dt:

Jeste±m y goto wi teraz do przedsta wienia c harakteryzacji wszystkic h ci¡ gªyc h

funk cjonaªó w linio wyc h na przestrzeni C [ a; b ] .

4.26. Twierdzenie. Je»eli funkcja f : [ a; b ] ! C ma wahanie o gr aniczone, to

ka»da funkcja x 2 C [ a; b ] jest c aªkowalna wzgl¦ dem f or az

�

�

�

Z

b

a

x ( t ) d f ( t )

�

�

�

¬ k x k

1

� V ar

[ a;b ]

f :

Zatem funkcja f wzor em

(4 : 27) x

�

( x ) =

Z

b

a

x ( t ) d f ( t )

okr e±la ci¡gªy funkcjonaª liniowy na przestrzeni C [ a; b ] .

Ka»dy funkcjonaª x

�

2 C [ a; b ]

�

jest takiej p ostaci.

Do w ó d: Ustalm y do w olnie funk cj¦ x 2 C [ a; b ] . P oniew a» jest to funk cja jedno-

sta jnie ci¡ gªa, wi¦c dla k a»dego " > 0 istnieje tak a liczba � > 0 , »e j s � t j < �
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p o ci¡ ga

�

�

x ( s ) � x ( t )

�

�

< " . Wybierzm y teraz do w olne rozbicie P przedziaªu [ a; b ] o

±rednicy � P < � i niec h P

0

b ¦dzie do w oln ym jego rozdrobnieniem. Twierdzim y ,

»e

(4 : 28)

�

�

S ( P ; x; f ) � S ( P

0

; x; f )

�

�

< " V ar

[ a;b ]

f :

Jest tak w isto cie, b o je±li rozbicie P

0

ma p osta¢ a = t

0

< t

1

< t

2

< : : : < t

n

= b ,

za± rozbicie P p osta¢ a = t

0

= t

k

0

< t

k

1

< : : : < t

k

r

= t

n

= b , to

S ( P ; x; f ) � S ( P

0

; x; f ) =

n

X

k =1

�

x ( s

k

) � x ( t

k

)

��

f ( t

k

) � f ( t

k � 1

)

�

;

gdzie s

k

= t

k

i

, gdy k

i � 1

< k ¬ k

i

. Wystarczy wi¦c zau w a»y¢, »e j s

k

� t

k

j < � dla

wszystkic h k .

Z nieró wno±ci (4. 28) wynik a, »e gdy P i Q s¡ rozbiciami przedziaªu [ a; b ] , dla

któryc h � P < � , � Q < � , to

(4 : 29)

�

�

S ( P ; x; f ) � S ( Q; x; f )

�

�

< 2 " V ar

[ a;b ]

f ;

wystarczy b o wiem w nieró wno±ci (4. 28) wybra¢ za P

0

wsp ólne rozdrobnienie roz-

bi¢ P i Q .

Wybierzm y teraz do w oln y ci¡ g normaln y f Q

n

g rozbi¢ przedziaªu [ a; b ] , tj. ci¡ g

rozbi¢, dla którego � Q

n

d¡»y do zera przy n ! 1 . Z nieró wno±ci (4. 29) wynik a,

»e sum y S ( Q

n

; x; f ) t w orz¡ ci¡ g fundamen taln y liczb zesp olon yc h, zatem ci¡ g

zbie»n y do p ewnej liczb y A . P o dsta wia j¡c w (4. 29) Q

n

w miejsce Q i przec ho dz¡c

do granicy przy n ! 1 otrzymam y

�

�

S ( P ; x; f ) � A

�

�

¬ 2 " V ar

[ a;b ]

f ;

gdy t ylk o � P < � . Oznacza to z de�nicji caªki Stieltjesa, »e funk cja x jest caªk o-

w alna wzgl¦dem funk cji f . W ten sp osób zak o«czyli±m y do w ó d pierwszej cz¦±ci

t wierdzenia.

P ozostaªo nam do p ok azania, »e k a»dy funk cjonaª x

�

2 C [ a; b ]

�

jest p ostaci

(4. 27) dla p ewnej funk cji f o ograniczon ym w ahaniu na przedziale [ a; b ] . P oniew a»

C [ a; b ] jest p o dprzestrzeni¡ linio w ¡ przestrzeni B [ a; b ] wszystkic h funk cji ogra-

niczon yc h na [ a; b ] , funk cjonaª x

�

mo»na na mo cy t wierdzenia Hahna-Banac ha

przedªu»y¢ do ci¡ gªego funk cjonaªu linio w ego na caª¡ przestrze« B [ a; b ] , i to b ez

p o dwy»szania norm y . W e¹m y taki przedªu»on y funk cjonaª i oznaczy go t ym sa-

m ym sym b olem x

�

a dla t 2 [ a; b ] p oªó»m y

f ( t ) = x

�

�

�

[ a;t ]

�

:
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Twierdzim y , »e to f jest p oszukiw an¡ przez nas funk cj¡.

Na jpierw p ok a»em y , »e f ma ograniczone w ahanie na [ a; b ] . Wybierzm y w t ym

celu do w olne rozbicie P = f t

0

; t

1

; t

2

; : : : ; t

n

g tego przedziaªu i oznaczm y przez x

P

funk cj¦ z B [ a; b ] p ostaci

x

P

= a

1

�

[ t

0

;t

1

]

+

n

X

k =2

a

k

�

( t

k � 1

;t

k

]

:

Je±li wybierzem y a

k

= sgn

�

f ( t

k

) � f ( t

k � 1

)

�

i u wzgl¦dnim y , »e f ( t

0

) = 0 , to otrzy-

mam y

x

�

( x

P

) =

n

X

k =1

a

k

�

f ( t

k

) � f ( t

k � 1

)

�

=

n

X

k =1

�

�

f ( t

k

) � f ( t

k � 1

)

�

�

;

a p oniew a» x

�

( x

P

) ¬ k x

�

k k x

P

k

1

¬ k x

�

k ; wi¦c

V ar

[ a;b ]

f = sup

P

x

�

( x

P

) ¬ k x

�

k :

Ab y zak o«czy¢ do w ó d obierzm y w de�nicji funk cji x

P

liczb y a

k

= x ( t

k

) . Do-

staniem y wtedy

x

�

( x

P

) = S ( P ; x; f ) :

Je±li f P

n

g jest ci¡ giem normaln ym rozbi¢ przedziaªu [ a; b ] , to ci¡ g funk cji f x

P

n

g

zbiega jednosta jnie do funk cji x , wi¦c na mo cy ci¡ gªo±ci funk cjonaªu x

�

x

�

( x ) = lim

n !1

x

�

�

x

P

n

�

= lim

n !1

S ( P

n

; x; f ) =

Z

b

a

x ( t ) d f ( t ) :

Uw a ga. F unk cja f z t wierdzenia 4.26 nie jest okre±lona jednoznacznie. Do danie

do niej funk cji staªej nie zmienia ani w arto±ci caªki ani w ahania funk cji. Dlatego o d

funk cji f wymaga si¦ cz¦sto, b y f ( a ) = 0 . Jednak i ten w arunek nie gw aran tuje

jednoznaczno±ci, na w et przy do datk o wym »¡daniu, b y w ahanie funk cji na [ a; b ]

i norma o dp o wiada j¡cego jej funk cjonaªu b yªy ró wne. Wida¢ to na przykªadzie

funk cji f

a

, okre±lonej na przedziale [0 ; 1] wzorem: f

a

( t ) = 0 , gdy t <

1

2

, f

a

(

1

2

) = a

oraz f

a

( t ) = 1 gdy t >

1

2

. Wtedy

Z

1

0

x ( t ) d f

a

( t ) = x

�

1

2

�

;

niezale»nie o d przyj¦tej w arto±ci parametru a , zatem wszystkie funk cje f

a

wy-

znacza j¡ ten sam ci¡ gªy funk cjonaª linio wy na przestrzeni C [0 ; 1] , a jego norma

wynosi 1. Je»eli 0 ¬ a ¬ 1 , to tak»e V ar

[0 ; 1]

f

a

= 1 .



78 IV. CI• GŠE FUNK CJONAŠ Y LINIO WE

P o wró ¢m y jeszcze na c h wil¦ do przykªadó w funk cjonaªó w z p o cz¡tku tego p o d-

rozdziaªu. Oba funk cjonaªy (4. 24) i (4. 25) ma j¡ p osta¢ (4. 27), pierwszy dla funk-

cji

f ( t ) =

Z

t

0

x

0

( s ) ds; 0 ¬ t ¬ 1 ;

a drugi dla funk cji

f (0) = 0 , f ( t ) =

1

2

dla 0 < t < 1 oraz f (1) = 1 .

Przypadek ogóln y

Niec h S b ¦dzie przestrzeni¡ top ologiczn¡ lok alnie zw art¡. Zesp olon¡ funk cj¦ � ,

okre±lon¡ na � -ciele B wszystkic h p o dzbioró w b orelo wskic h S , nazyw am y miar¡

Radona je»eli � jest:

1. przeliczalnie addyt ywna , tj.

�

�

1

[

n =1

B

n

�

=

1

X

n =1

� ( B

n

) ;

gdy zbiory B

1

; B

2

; B

3

; : : : s¡ parami rozª¡czne.

2. regularna , tj. dla k a»dego " > 0 istniej¡ takie zbiory K i U , z któryc h

pierwszy jest zw art y a drugi ot w art y , »e K � B � U oraz

�

�

� ( A )

�

�

< " dla

k a»dego zbioru b orelo wskiego A za w artego w U n K .

Zbiór wszystkic h miar Radona na S t w orzy przestrze« linio w ¡, oznaczan¡ przez

M ( S ) .

Je»eli � jest miar¡ Radona, to Re � oraz Im � s¡ tak»e miarami Radona, a

je»eli � jest miar¡ nieujemn¡, to w arunek regularno±ci przyjm uje prostsz¡ form¦:

dla k a»dego " > 0 istniej¡ takie zbiory K i U , z któryc h pierwszy jest zw art y a

drugi ot w art y , »e K � B � U oraz � ( U n K ) < " .

4.27. Lema t. Miar a R adona jest funkcj¡ o gr aniczon¡.

Do w ó d: P ok a»em y , »e w przeciwn ym przypadku mo»na wsk aza¢ taki ci¡ g zbioró w

B

1

; B

2

; B

3

; : : : parami rozª¡czn yc h, »e szereg

1

X

n =1

� ( B

n

)

jest rozbie»n y . Niec h A

1

; A

2

; A

3

; : : : b ¦dzie takim ci¡ giem zbioró w b orelo wskic h,

»e

�

�

� ( A

n

)

�

�

 n +

n � 1

P

k =1

�

�

� ( A

k

)

�

�

. Wtedy

�

�

�

�

�

n

[

k =1

A

k

�

�

�

�



�

�

� ( A

n

)

�

�

�

n � 1

X

k =1

�

�

� ( A

k

)

�

�

 n:
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P oªó»m y B

1

= A

1

oraz B

n +1

= A

n +1

n

S

n

k =1

A

k

. Wtedy zbiory B

1

; B

2

; B

3

; : : : s¡

parami rozª¡czne i

�

�

�

�

n

X

k =1

� ( B

k

)

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

�

n

[

k =1

A

k

�

�

�

�

�

! 1 :

W ahaniem miary Radona � na zbiorze b orelo wskim B nazyw am y kres górn y

sum

P

n

k =1

�

�

� ( B

k

)

�

�

, gdzie B

1

; B

2

; : : : ; B

n

jest do w oln ym rozbiciem zbioru B na

sk o«czon¡ liczb ¦ zbioró w b orelo wskic h i oznaczam y j¡ j � j ( B ) . W ahanie miary to

o dp o wiednik w ahania funk cji, o którym b yªa mo w a p oprzednio.

4.28. Lema t. F unkcja j � j jest miar ¡ R adona na S a d la ka»de go zbioru b or e-

lowskie go B zacho dz¡ nier ówno±ci

sup

A � B

�

�

� ( A )

�

�

¬ j � j ( B ) ¬ 4 sup

A � B

�

�

� ( A )

�

�

:

Do w ó d: Pierwsz¡ cz¦±¢ lematu do w o dzi si¦ w sp osób standarto wy , dlatego do-

w ó d ten p ominiem y . P ozosta je wi¦c t ylk o do w ó d drugiej z nieró wno±ci. Zaªó»m y ,

»e zbiory B

1

; B

2

; : : : ; B

n

da j¡ rozbicie zbioru B . Zbiór wsk a¹nik ó w f 1 ; 2 ; : : : ; n g

rozdzielm y na p o dzbiory I

1

i I

2

, zalicza j¡c do pierwszego z nic h wszystkie te

wsk a¹niki k , dla któryc h Re � ( B

k

)  0 a do drugiego p ozostaªe wsk a¹niki. Wtedy

n

X

k =1

�

�

Re � ( B

k

)

�

�

=

X

k 2 I

1

Re � ( B

k

) �

X

k 2 I

2

Re � ( B

k

)

= Re

�

S

k 2 I

1

B

k

�

� Re

�

S

k 2 I

2

B

k

�

¬ 2 sup

A � B

�

�

� ( A )

�

�

:

P o dobnego oszaco w ania do w o dzim y dla sum y

P

n

k =1

�

�

Im � ( B

k

)

�

�

. W k onsekw encji

otrzymam y

n

X

k =1

�

�

� ( B

k

)

�

�

¬ 4 sup

A � B

�

�

� ( A )

�

�

;

a st¡d p ostulo w an¡ nieró wno±¢.

Mo»em y teraz przyst¡ pi¢ do sform uªo w ania zap o wiadanego t wierdzenia opisu-

j¡cego ci¡ gªe funk cjonaªy linio w e na przestrzeni C ( S ) w przypadku ogóln ym.



80 IV. CI• GŠE FUNK CJONAŠ Y LINIO WE

4.29. Twierdzenie (o post a ci funk cjonaªó w linio wych na przestrze-

ni C ( S ) ). Nie ch S b ¦ dzie zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a. Dla ka»de go ci¡gªe go

funkcjonaªu liniowe go x

�

na przestrzeni C ( S ) istnieje dokªadnie je dna miar a R a-

dona � na S o tej wªasno±ci, »e

x

�

( x ) =

Z

S

x ( s ) d� ( s ) ; x 2 C ( S ) :

Ka»dy funkcjonaª p owy»szej p ostaci jest liniowy i ci¡gªy na przestrzeni C ( S ) , a

je go norma wynosi

k x

�

k = j � j ( S ) :

Do w ó d istnienia miary � jest trudn y . Przyp omina k onstruk cj¦ miary Leb es-

gue'a, a do datk o wym utrudnieniem jest fakt, »e w rezultacie otrzym ujem y funk cj¦

zbioru o w arto±ciac h zesp olon yc h a nie miar¦ nieujemn¡. T ak»e do w ó d jedyno±ci

miary i do w ó d drugiej cz¦±ci t wierdzenia u»yw a wyª¡cznie meto d ogólnej teorii

miary , wymaga wi¦c zna jomo±ci t yc h meto d. Z tego p o w o du do w ó d p omijam y ,

o dsyªa j¡c np. do p o dr¦cznik a [1], Twierdzenie VI I I.2.2.

Na pierwszy rzut ok a mo»e si¦ wyda w a¢, »e mimo zap o wiedzianej ogólno±ci

t wierdzenie 4.29 dot yczy t ylk o bardzo szczególnej klasy przestrzeni top ologicz-

n yc h. Nie da je w ob ec tego opisu ci¡ gªyc h funk cjonaªó w linio wyc h na w et dla takiej

przestrzeni, jak C ( R ) . Sp o dziew am y si¦ tu, »e przestrzeni¡ sprz¦»on¡ C ( R )

�

jest

przestrze« miar Radona M ( R ) . Ok azuje si¦, »e opis taki z t wierdzenia 4.29 mo»na

otrzyma¢ oraz, »e jest o wiele bardzie sk omplik o w an y ni» mo»em y przypuszcza¢.

Wiadomo (patrz ?? ), »e je»eli S jest przestrzeni¡ top ologiczn¡ caªk o wicie re-

gularn¡, to k a»d¡ funk cj¦ x 2 C ( S ) mo»na jednoznaczne przedªu»y¢ do funk cji

ci¡ gªej ex na uzw arcenia

�

Cec ha-Stone'a � S przestrzeni S . P oniew a» S le»y g¦sto

w � S , wi¦c przestrzenie C ( S ) i C ( � S ) mo»na uto»sami¢. Twierdzenie 4.29 da je

wi¦c opis ci¡ gªyc h funk cjonaªó w linio wyc h na przestrzeni C ( S ) jak o miar Radona

na uzw arceniu � S . Dokªadniej:

4.30. Twierdzenie. Nie ch S b ¦ dzie przestrzeni¡ top olo giczn¡ c aªkowicie r e gu-

larn¡ i d la funkcji x 2 C ( S ) nie ch ex oznacza jej je dnoznaczne prze dªu»enie do

funkcji ci¡gªej na uzwar c enia

�

Ce cha-Stone'a � S przestrzeni S . Dla ka»de go funk-

cjonaªu x

�

2 C ( S )

�

istnieje dokªadnie je dna taka miar a R adona � na � S , »e

x

�

( x ) =

Z

� S

ex ( s ) d� ( s ) :

Wida¢ z tego t wierdzenia, »e przestrze« C ( R ) ma znacznie wi¦cej ci¡ gªyc h

funk cjonaªó w linio wyc h ni» te wyznaczone przez miary Radona na prostej R . W
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szczególno±ci, je»eli za miar¦ � wybierzem y miar¦ o masie 1 skupion¡ w punk cie

s

0

narostu � R n R , to otrzymam y funk cjonaª

x

�

( x ) = ex ( s

0

) ;

który nie mo»e b y¢ reprezen to w an y jak o caªk a z funk cji x wzgl¦dem »adnej miary

Radona na R .

Z t wierdzenia 4.30 mo»na te» otrzyma¢ opis przestrzeni ( `

1

)

�

. Przestrze« `

1

mo»em y uto»sami¢ z przestrzeni¡ C ( N ) , gdzie N oznacza zbiór liczb naturaln yc h

z top ologi¡ dyskretn¡. Zatem ci¡ gªe funk cjonaªy linio w e na przestrzeni `

1

ma j¡

p osta¢ miar Radona na uzw arceniu

�

Cec ha-Stone'a � N zbioru N .

Przedsta wim y jeszcze jedno zastoso w anie t wierdzenia 4.29. Niec h S b ¦dzie

przestrzeni¡ top ologiczn¡ lok alnie zw art¡ Hausdor�a. Oznaczm y przez C

0

( S ) zbiór

wszystkic h funk cji ci¡ gªyc h ÿznik a j¡cyc h w niesk o«czono±ci", tj. takic h funk cji

ci¡ gªyc h x : S ! C , »e dla k a»dego " > 0 zbiór

�

s 2 S : j x ( s ) j  "

	

jest

zw art y . Ka»da tak a funk cja ma jednoznaczne przedªu»enie do funk cji ci¡ gªej ex

na uzw arceniu Aleksandro w a S

1

= S [ f1g przestrzeni S (patrz ?? ), nale»y

b o wiem p oªo»y¢ ex ( 1 ) = 0 . Zatem przestrze« C

0

( S ) mo»na trakto w a¢ jak o do-

mkni¦t¡ p o dprzestrze« przestrzeni C ( S

1

) . Z t wierdzenia Hahna-Banac ha wiem y ,

»e k a»dy ci¡ gªy funk cjonaª linio wy na przestrzeni C

0

( S ) mo»em y przedªu»y¢ do

ci¡ gªego funk cjonaªu linio w ego na przestrzeni C ( S

1

) . Na mo cy t wierdzenia 4.29

m usi on b y¢ reprezen to w an y przez p ewn¡ miar¦ Radona na przestrzeni S [ f1g .

W szczególno±ci funk cjonaª x

�

2 C ( S

0

)

�

ma p osta¢

x

�

( x ) =

Z

S

x ( s ) d� ( s ) + � ex ( 1 ) ;

je±li miara � ma atom w punk cie 1 o masie � . P oniew a» ex ( 1 ) = 0 , wi¦c w

isto cie x

�

jest reprezen to w an y przez miar¦ Radona � 2 M ( S ) . Udo w o dnili±m y w

ten sp osób:

4.31. Twierdzenie. Nie ch S b ¦ dzie lokalnie zwart¡ przestrzeni¡ top olo giczn¡

Hausdor�a i nie ch C

0

( S ) oznacza przestrze« Banacha wszystkich zesp olonych

funkcji ci¡gªych na S ÿznikaj¡cych w niesko«czono±ci". Ci¡gªym funkcjonaªom

liniowym o dp owiadaj¡ w sp osób wzajemnie je dnoznaczny miary R adona na S ,

mianowicie

x

�

( x ) =

Z

S

x ( s ) d� ( s ) ; x 2 C

0

( S ) :
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Sªaba i *-sªaba zbie»no±¢

Ci¡ g f x

n

g elemen tó w przestrzeni unormo w anej X nazyw am y sªab o zbie»-

n ym do elemen tu x

0

2 X , je»eli dla k a»dego ci¡ gªego funk cjonaªu linio w ego

x

�

2 X

�

istnieje granica lim

n !1

x

�

( x

n

) i zac ho dzi ró wno±¢

lim

n !1

x

�

( x

n

) = x

�

( x

0

) :

Elemen t x

0

nazyw am y wtedy sªab¡ granic¡ ci¡ gu f x

n

g .

Ci¡ g f x

n

g nazyw am y sªab o fundamen taln ym , je»eli dla k a»dego x

�

2 X

�

ci¡ g liczb o wy f x

�

( x

n

) g jest fundamen taln y (Cauc h y'ego) w ciele liczb zesp olo-

n yc h.

4.32. ‚wiczenia.

1. Ci¡ g sªab o zbie»n y mo»e mie¢ t ylk o jedn¡ granic¦.

2. W przestrzeni unormo w anej X k a»dy ci¡ g zbie»n y (w normie) jest sªab o

zbie»n y , i to do tej samej granicy .

3. W przestrzeni sk o«czenie wymiaro w ej sªaba zbie»no±¢ jest ró wno w a»na

zbie»no±ci w normie.

Uw a ga. Zbie»no±¢ w normie, dla o dró»nienia o d sªab ej zbie»no±ci nazyw am y

czasem mo cn¡ zbie»no±ci¡ .

4.33. Twierdzenie. Sªab o zbie»ny ci¡g elementów przestrzeni unormowanej

jest o gr aniczony.

Do w ó d: Ka»dy elemen t x

n

ci¡ gu sªab o zbie»nego w przestrzeni unormo w anej X

wyznacza ci¡ gªy funk cjonaª linio wy x

��

n

na przestrzeni X

�

, okre±lon y wzorem

x

��

n

( x

�

) = x

�

( x

n

) , przy czym (jak wiem y z wniosku 4.13) k x

��

n

k = k x

n

k . Dla

k a»dego x

�

2 X

�

ci¡ g

�

x

��

n

( x

�

)

	

jest ograniczon y (zbie»n y), wi¦c z t wierdzenia

Banac ha-Steinhausa wnosim y , »e wszystkie funk cjonaªy x

��

n

ma j¡ wsp ólnie ogra-

niczone norm y .

4.34. Przykªad. Ci¡ g f x

n

g � `

p

, 1 < p < 1 , jest sªab o zbie»n y do 0 wtedy i

t ylk o wtedy , gdy sup

n

k x

n

k

p

< 1 oraz lim

n !1

x

n

( k ) = 0 dla k a»dego k = 1 ; 2 ; 3 ; : : : .

W szczególno±ci ci¡ g bazo wy e

n

= (0 ; 0 ; : : : ; 0 ; 1 ; 0 ; : : : ) , z jedynk ¡ na n -t ym miej-

scu, jest sªab o zbie»n y do zera.

Istotnie, p oniew a» ci¡ g f x

n

g jest ograniczon y , wi¦c zbie»no±¢ x

�

( x

n

) ! 0

wystarczy spra wdzi¢ t ylk o dla funk cjonaªó w x

�

z do w olnego p o dzbioru g¦stego w
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przestrzeni

�

`

p

)

�

= `

q

, q = p= ( p � 1) , a w k onsekw encji z do w olnego p o dzbioru

linio w e g¦stego. T akim p o dzbiorem jest baza f e

1

; e

2

; e

3

; : : : g przestrzeni `

q

.

P o dobna c harakteryzacja sªab ej zbie»no±ci zac ho dzi dla przestrzeni c

0

i c , ale

nie dla `

1

i `

1

.

4.35. Zad anie. Do wie±¢, »e ci¡ g funk cji f x

n

g w przestrzeni L

p

( R ) , 1 < p < 1 ,

jest sªab o zbie»n y do zera wtedy i t ylk o wtedy , gdy jest ograniczon y oraz

Z

b

a

x

n

( t ) dt ! 0 :

dla do w olnego przedziaªu [ a; b ]

4.36. Przykªad. Ci¡ g f x

n

g funk cji w przestrzeni C [ a; b ] jest sªab o zbie»n y do

funk cji x

0

2 C [ a; b ] wtedy i t ylk o wtedy , gdy sup

n

k x

n

k

1

< 1 oraz lim

n !1

x

n

( t ) =

x

0

( t ) dla k a»dego t 2 [ a; b ] . Wynik a to z t wierdzenia Riesza 4.26 o p ostaci funk-

cjonaªu i t wierdzenia Leb esgue'a o zbie»no±ci ograniczonej. Zau w a»m y , »e w prze-

strzeni C [ a; b ] p o j¦cia ÿsªab o zbie»n y" i ÿsªab o fundamen taln y" s¡ ró»ne. Wystar-

czy wsk aza¢ ograniczon y ci¡ g funk cji ci¡ gªyc h, zbie»n y do funk cji nieci¡ gªej.

Jeszcze lepiej t¡ ró»nic¦ wida¢ w przestrzeni c

0

. Ci¡ g x

n

= (1 ; 1 ; : : : ; 1 ; 0 ; 0 ; : : : )

z jedynk ami do miejsca n -tego jest sªab o fundamen taln y a nie jest sªab o zbie»n y .

4.37. Zad anie. Do wie±¢, »e k a»dy sªab o zbie»n y ci¡ g w C [ a; b ] jest mo cno zbie»-

n y w L

p

( a; b ) dla 1 ¬ p < 1 .

4.38. Twierdzenie (Schur). W przestrzeni `

1

ci¡g f x

n

g jest sªab o zbie»ny

wte dy i tylko wte dy, gdy jest zbie»ny w normie, tj. sªab a i mo cna zbie»no±¢ p okry-

waj¡ si¦.

Do w ó d: Zaªó»m y nie wprost, »e istnieje ci¡ g f x

n

g , k x

n

k  1 , sªab o zbie»n y do

zera. Zau w a»m y , »e dla k a»dego ustalonego p wyra»enie

p

X

k =1

�

�

x

n

( k )

�

�

d¡»y do zera przy n ! 1 . Przez induk cj¦ wybieram y takie dw a ci¡ gi rosn¡ce

f n

i

g i f p

i

g , »e

p

i

X

k =1

�

�

x

n

i

( k )

�

�

<

1

4

;

p

i +1

X

k = p

i

+1

�

�

x

n

i

( k )

�

�

>

3

4

;

1

X

k = p

i +1

�

�

x

n

i

( k )

�

�

<

1

4

:
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Okre±lm y funk cjonaª x

�

2

�

`

1

�

�

= `

1

wzorem

x

�

= ( �

1

; �

2

; �

3

; : : : ) ;

gdzie �

k

= sgn x

n

i

( k ) , gdy p

i

< k ¬ p

i +1

. Wtedy

�

�

�

x

�

( x

n

i

)

�

�

�



p

i +1

X

k = p

i

+1

�

�

x

n

i

( k )

�

�

�

p

i

X

k =1

�

�

x

n

i

( k )

�

�

�

1

X

k = p

i +1

�

�

x

n

i

( k )

�

�

>

1

4

nie d¡»y do zera.

4.39. Twierdzenie Mazura. Je»eli p o dzbiór A przestrzeni Banacha jest wy-

pukªy i domkni¦ty, to wr az z ka»dym ci¡giem sªab o zbie»nym zawier a je go gr anic ¦.

Do w ó d: Zau w a»m y , »e zbiór A mo»na tak przesun¡¢ (ci¡ g te»), b y 0 2 A . Zaªó»m y

teraz nie wprost, »e ci¡ g f x

n

g le»y w A i jest sªab o zbie»n y do p ewnego x

0

=2 A .

Niec h 0 < " < dist( x

0

; A ) i niec h A

"

oznacza zbiór a

"

= A + " K , tj.

A

"

= f x + y : x 2 A; k y k ¬ " g :

Oczywi±cie A

"

jest ró wnie» zbiorem wypukªym domkni¦t ym i x

0

=2 A

"

. P onadto

zbiór A

"

jest p o c hªania j¡cy , b o za wiera p ewne oto czenie zera. Niec h p oznacza

funk cjonaª Mink o wskiego zbioru A

"

. Wtedy p ( x

0

) = � > 1 , zatem elemen t x

1

=

�

� 1

x

0

le»y w A

"

. Okre±lm y na przestrzeni jedno wymiaro w ej C x

1

rzeczywist y

funk cjonaª linio wy x

�

0

kªad¡c

x

�

0

( �x

1

) = �:

Mam y wtedy x

�

0

( �x

1

) = � ¬ p ( �x

1

) (w isto cie dla �  0 zac ho dzi ró wno±¢, a dla

� < 0 o czywista nieró wno±¢). Na mo cy t wierdzenia Hahna-Banac ha mo»em y x

�

0

przedªu»y¢ do funk cjonaªu linio w ego x

�

na caªe X tak, ab y x

�

( x ) ¬ p ( x ) . P onie-

w a» p ( x ) ¬ "

� 1

k x k , wi¦c x

�

jest ci¡ gªym rzeczywist ym funk cjonaªem linio wym

na przestrzeni X . P onadto x

�

( x

0

) = � > 1 oraz x

�

( x ) ¬ 1 dla x 2 A . Zatem x

�

o ddziela x

0

o d zbioru A , co przeczy sªab ej zbie»no±ci ci¡ gu f x

n

g do x

0

.

W zesp olonej przestrzeni Banac ha bierzem y funk cjonaª linio wy y

�

p ostaci

y

�

( x ) = x

�

( x ) � i x

�

( i x ) :

4.40. Wniosek. Je»eli ci¡g f x

n

g jest sªab o zbie»ny do x

0

, to istnieje ci¡g (sko«-

czonych) kombinacji wypukªych te go ci¡gu mo cno zbie»ny do x

0

.
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4.41. Przykªad. Niec h x

0

2 C ( R ) b ¦dzie funk cj¡, dla której

lim

t !�1

x

0

( t ) = 0 ; lim

t ! + 1

x

0

( t ) = 1 :

Zbadam y , czy ci¡ g f x

n

g , okre±lon y ró wno±ci¡ x

n

( t ) = ( t + n ) , jest sªab o zbie»n y

w przestrzeni C ( R ) .

Przypu±¢m y , »e jest to ci¡ g sªab o zbie»n y do p ewnej funk cji y , wtedy

y ( t ) = lim

n !1

x

n

( t ) = lim

n !1

x ( t + n ) = 1

dla k a»dego t 2 R , zatem m usi b y¢ y = 1 . Przeczy to jednak t wierdzeniu Mazura,

gdy» zbiór

W =

�

x 2 C ( R ) : lim

t !�1

x ( t ) = 0 ; lim

t ! + 1

x ( t ) = 1

	

jest wypukªy i domkni¦t y w C ( R ) , za wiera wszystkie funk cje x

n

, a nie za wiera

funk cji y .

4.42. Zad anie. Wsk aza¢ funk cjonaª x

�

2 C ( R )

�

, dla którego

lim

n !1

x

�

( x

n

) 6= x

�

(1) :

W przestrzeni X

�

, sprz¦»onej do przestrzeni unormo w anej X p oza sªab¡ zbie»-

no±ci¡ rozw a»a si¦ jeszcze inn y ro dza j zbie»no±ci.

Definicja. Ci¡ g f x

�

n

g elemen tó w przestrzeni X

�

, sprz¦»onej do przestrzeni unor-

mo w anej X , nazyw am y *-sªab o zbie»n ym do x

�

0

2 X

�

, je»eli dla k a»dego x 2 X

istnieje granica lim

n !1

x

�

n

( x ) i zac ho dzi ró wno±¢

lim

n !1

x

�

n

( x ) = x

�

0

( x ) :

Wtedy x

�

0

nazyw am y *-sªab¡ granic¡ ci¡ gu f x

�

n

g .

Ci¡ g f x

�

n

g jest *-sªab o fundamen taln y , je»eli dla k a»dego x 2 X ci¡ g

liczb o wy f x

�

n

( x ) g jest fundamen taln y w C .

4.43. Twierdzenie. Ka»dy ci¡g f x

�

n

g sªab o zbie»ny jest *-sªab o zbie»ny w tej

przestrzeni. Ka»dy ci¡g *-sªab o fundamentalny jest *-sªab o zbie»ny, tzn. ka»da

przestrze« X

�

jest ci¡gowo *-sªab o zup eªna.

Do w ó d: Je±li ci¡ g f x

�

n

g jest *-sªab o fundamen taln y , to jest ograniczon y , a wi¦c

ró wno±¢

x

�

0

( x ) = lim

n !1

x

�

n

( x )

okre±la ci¡ gªy funk cjonaª linio wy na X .
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Uw a ga. W przestrzeni reeksywnej p o j¦cia sªab ej i *-sªab ej zbie»no±ci p okry-

w a j¡ si¦.

4.44. Twierdzenie. Nie ch X b ¦ dzie o±r o dkow¡ przestrzeni¡ unormowan¡. Z

ka»de go ci¡gu o gr aniczone go f x

�

n

g w X

�

mo»na wybr a¢ p o dci¡g *-sªab o zbie»ny w

X

�

Do w ó d: Niec h zbiór f e

1

; e

2

; e

3

; : : : g b ¦dzie o±ro dkiem w X . Meto d¡ ÿ przek ¡t-

nio w ¡" z ci¡ gu f x

�

n

g mo»em y wybra¢ taki p o dci¡ g f x

n

k

g , ab y ci¡ g f x

�

n

k

( e

i

) g b yª

zbie»n y dla k a»dego i = 1 ; 2 ; 3 ; : : : . P o dci¡ g f x

n

k

g jest wtedy *-sªab o fundamen-

taln y w X

�

, a na mo cy t wierdzenia 4.43 jest *-sªab o zbie»n y .

Zadania uzup eªnia j¡ce

4.45. W niesk o«czenie wymiaro w ej przestrzeni Hilb erta k a»dy ci¡ g ortonormaln y

e

1

; e

2

; e

3

; : : : jest sªab o zbie»n y do zera. Wsk aza¢ k onkretn y ci¡ g k om binacji wy-

pukªyc h tego ci¡ gu mo cno zbie»n y do zera.

4.46. Wyk aza¢, »e je»eli ci¡ g f x

n

g elemen tó w przestrzeni Hilb erta jest sªab o

zbie»n y do x

0

oraz k x

n

k ! k x

0

k , to x

n

d¡»y do x

0

w normie.

4.47. W przestrzeni

�

`

1

�

�

= `

1

p o da¢ przykªad ci¡ gu *-sªab o zbie»nego, który

nie jest sªab o zbie»n y .

4.48. P ok aza¢, »e dla do w olnej funk cji x 2 C

0

( R ) ci¡ g x

n

( t ) = x ( t + n ) jest sªab o

zbie»n y w C

0

( R ) .



R OZDZIAŠ V

ZASTOSO W ANIA

TWIERDZENIA BAIRE'A

Przyp omnijm y , »e zbiór E przestrzeni metrycznej X nazyw am y brzego wym ,

gdy ma puste wn¦trze a zbiorem pierwszej k ategorii w X , je»eli za w art y jest

w sk o«czonej lub przeliczalnej sumie zbioró w domkni¦t yc h brzego wyc h. Twier-

dzenie Baire'a (patrz ?? ) mó wi, »e: przestrze« metryczna zup eªna nie jest zbior em

pierwszej kate gorii .

5.1. Twierdzenie Bana cha-Steinha usa . Nie ch T

1

; T

2

; T

3

; : : : b ¦ dzie ci¡giem

o dwzor owa« liniowych ci¡gªych z przestrzeni Banacha X do przestrzeni unormo-

wanej Y . Je»eli d la ka»de go x 2 X ci¡g f T

n

x g jest o gr aniczony w Y , to wszystkie

op er atory T

n

maj¡ wsp ólnie o gr aniczone normy.

Do w ó d: Zau w a»m y , »e dla ustalonego n funk cja x ! k T

n

x k jest ci¡ gªa, zatem

k a»dy ze zbioró w f x 2 X : k T

n

x k ¬ k g , k = 1 ; 2 ; 3 ; : : : jest domkni¦t y w X jak o

przeciw obraz przedziaªu domkni¦tego [ � k ; k ] . Wynik a st¡d, »e zbiory

E

k

= f x 2 X : sup

n

k T

n

x k ¬ k g

tak»e s¡ domkni¦te w X . Z zaªo»enia t wierdzenia wiem y , »e X =

S

1

k =1

E

k

i »e X

jest przestrzeni¡ metryczn¡ zup eªn¡. Mo»em y wi¦c stoso w a¢ do niej t wierdzenie

Baire'a ?? . Wnosim y z niego, »e przyna jmniej jeden ze zbioró w E

k

, p o wiedzm y

zbiór E

k

0

, ma niepuste wn¦trze. Mo»em y wi¦c tak wybra¢ elemen t x

0

2 X i

liczb ¦ " > 0 , b y E

k

0

za wieraª wszystkie elemen t y p ostaci x

0

+ "z , z 2 X , k z k ¬

1 ; inn ymi sªo wy , b y nieró wno±¢ k T

n

( x

0

+ "z ) k ¬ k

0

zac ho dziªa dla wszystkic h

wsk a¹nik ó w n i wszystkic h elemen tó w z z kuli jednostk o w ej przestrzeni X . Wtedy

k T

n

z k ¬

1

"

�

k

0

+ k T

n

x

0

k

�

¬

2 k

0

"

, co da je oszaco w anie

k T

n

k = sup

k z k¬ 1

k T

n

z k ¬

2 k

0

"

;

jednosta jne wzgl¦dem n .
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5.2. Wniosek. Zaªó»my, »e T

1

; T

2

; T

3

; : : : s¡ takimi ci¡gªymi o dwzor owaniami

liniowymi z przestrzeni Banacha X do przestrzeni unormowanej Y , »e d la ka»de go

x 2 X ci¡g f T

n

x g jest zbie»ny w Y . Wte dy wzór

T x = lim

n !1

T

n

x

okr e±la ci¡gªe o dwzor owanie liniowe z X do Y i

k T k ¬ lim inf

n !1

k T

n

k :

Do w ó d: Jest o czywiste, »e T jest dobrze okre±lon ym o dwzoro w aniem linio wym

z X do Y i »e zac ho dzi p ostulo w ane nieró wno±¢ dla norm y T . Ci¡ gªo±¢ o dwzo-

ro w ania T jest k onsekw encj¡ wsp ólnej ograniczono±ci norm k T

n

k , ta za± wynik a

b ezp o±rednio z t wierdzenia Banac ha-Steinhausa.

5.3. Zad anie. P ok aza¢ na przykªadzie, »e je±li przestrze« X nie jest zup eªna,

to T mo»e nie b y¢ o dwzoro w aniem ci¡ gªym.

5.4. Przykªad. P ok a»em y jak, k orzysta j¡c z t wierdzenia Banac ha-Steinhausa,

mo»na wyk aza¢ istnienie funk cji ci¡ gªej okreso w ej o okresie 1 , której szereg F o-

uriera nie jest zbie»n y w wybran ym punk cie.

Na p o dprzestrzeni

X =

�

x 2 C [0 ; 1] : x (0) = x (1)

	

przestrzeni C [0 ; 1] , reprezen tuj¡cej wszystkie funk cje ci¡ gªe okreso w e o okresie 1,

okre±lm y ci¡ g f x

�

n

g ci¡ gªyc h funk cjonaªó w linio wyc h, przyp orz¡dk o wuj¡cyc h funk-

cji x w arto±¢ n -tej sum y cz¦±cio w ej jej szeregu F ouriera w punk cie t = 0 , tj.

x

�

n

( x ) =

X

j k j¬ n

bx ( k ) :

Jak pami¦tam y z do w o du t wierdzenia 3.35, funk cjonaª x

�

n

ma p osta¢

x

�

n

( x ) =

Z

1

0

x ( u )

sin(2 n + 1) � u

sin � u

du:

P oniew a»

k x

�

n

k = 2

Z

1 = 2

0

�

�

�

sin(2 n + 1) � u

sin � u

�

�

�

du  2

n � 1

X

k =0

1

sin �

k +1

2 n +1

Z

k +1

2 n +1

k

2 n +1

�

�

sin(2 n + 1) � u

�

�

du



4

�

2

n � 1

X

k =0

1

k + 1



4

�

2

log n;
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wi¦c z t wierdzenia Banac ha-Steinhausa wnosim y , »e dla p ewnej funk cji x

0

2 X

ci¡ g

�

x

�

n

( x

0

)

	

m usi b y¢ nieograniczon y . Szereg F ouriera funk cji x

0

nie jest w ob ec

tego zbie»n y w punk cie t = 0 .

Brak zbie»no±ci w inn yc h punktac h mo»na uzysk a¢ dok on uj¡c przesuni¦cia w

argumencie funk cji x

0

.

Definicja. P o wiem y , »e ci¡ g f x

n

g elemen tó w przestrzeni linio w ej unormo w anej

jest sªab o zbie»n y do elemen tu x

0

, je»eli dla k a»dego x

�

2 X

�

ci¡ g f x

�

( x

n

) g

jest zbie»n y do x

�

( x ) .

5.5. Wniosek. W przestrzeni Banacha ka»dy ci¡g sªab o zbie»ny jest o gr aniczony

or az k x

0

k ¬ lim inf

n !1

k x

n

k .

5.6. Przykªad. W przestrzeni Hilb erta k a»dy ci¡ g ortonormaln y e

1

; e

2

; e

3

; : : :

jest sªab o zbie»n y do zera. Istotnie, dla k a»dego x ci¡ g fh e

n

; x ig d¡»y do zera,

b o z nieró wno±ci Bessela

1

X

n =1

�

�

h e

n

; x i

�

�

2

¬ k x k

2

< 1 :

5.7. Twierdzenie Bana cha o od wzor o w aniu otw ar tym. Ka»de ci¡gªe

o dwzor owanie liniowe T przestrzeni Banacha X na przestrze« Banacha Y jest

otwarte, tzn. obr az T ( A ) dowolne go zbioru otwarte go A w X jest zbior em otwar-

tym w Y .

Do w ó d: P ok a»em y na jpierw, »e domkni¦cie T ( U ) obrazu do w olnego oto czenia

zera U przestrzeni X za wiera p ewne oto czenie zera przestrzeni Y .

Zau w a»m y , »e w przestrzeniac h X i Y wystarczy rozpatryw a¢ oto czenia zera

p ostaci " U , " V , gdzie U = f x 2 X : k x k < 1 g , V = f y 2 Y : k y k < 1 g s¡

ot w art ymi kulami jednostk o wymi o dp o wiednio w X i Y a " jest liczb¡ do datni¡.

P oniew a» zbiór w arto±ci op eratora T wyp eªnia przestrze« Y , wi¦c dla k a»dego

y 2 Y istnieje tak a liczba naturalna n , »e y 2 T ( n U ) , dosta jem y wi¦c rozkªad

przestrzeni Y

Y =

1

[

n =1

T ( n U ) :

Sk orzystam y w t ym miejscu z t wierdzenia Baire'a. Musim y jednak w miejsce

zbioró w T ( n U ) wzi¡¢ ic h domkni¦cia T ( n U ) , gdy» same zbiory T ( n U ) nie s¡

na ogóª domkni¦te w Y . Piszem y zatem

Y =

1

[

n =1

T ( n U ) :
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W ob ec zaªo»onej zup eªno±ci przestrzeni Y , z t wierdzenia Baire'a wnioskujem y , »e

przyna jmniej jeden ze zbioró w T ( n U ) ma niepuste wn¦trze; ale T ( n U ) = n T ( U ) ,

zatem T ( U ) tak»e ma niepuste wn¦trze. Oznaczm y A = in t T ( U ) . P oniew a» zbiór

1

2

( A � A ) jest ot w art ym oto czenie zera w Y i

1

2

( A � A ) �

1

2

�

T ( U ) � T ( U )

�

= T (

1

2

U �

1

2

U ) = T ( U ) ;

to dla p ewnego " > 0 zac ho dzi inkluzja " V �

1

2

( A � A ) � T ( U ) .

P ok a»em y teraz, »e inkluzja " V � T ( U ) p o ci¡ ga inkluzj¦ " V � T (2 U ) , czyli

»e dla do w olnego y 2 " V mo»em y tak wybra¢ elemen t x 2 X , »eb y k x k < 2

i T x = y . Istotnie, sk oro " V � T ( U ) , to w U mo»em y tak wybra¢ x

0

, »eb y

k y � T x

0

k <

1

2

" . Elemen t y � T x

0

nale»y do zbioru

1

2

" V � T (

1

2

U ) , zatem w kuli

1

2

U mo»em y tak wybra¢ elemen t x

1

, »eb y k ( y � T x

0

) � T x

1

k <

1

4

" . P o wtarza j¡c

to p ost¦p o w anie wielokrotnie zbudujem y ci¡ g x

0

; x

1

; x

2

; : : : o tej wªasno±ci, »e

k x

n

k <

1

2

n

oraz

k y � T z

n

k <

1

2

n +1

": n = 0 ; 1 ; 2 ; : : : ;

gdzie z

n

= x

0

+ x

1

+ : : : + x

n

. P oniew a» szereg

P

1

k =0

k x

k

k jest zbie»n y , wi¦c

ci¡ g f z

n

g jest fundamen taln y w X a p oniew a» X jest przestrzeni¡ zup eªn¡, jest

zbie»n y do p ewnego elemen tu x . Dla tego elemen tu x mam y

k x k ¬

1

X

k =0

k x

k

k <

1

X

k =0

1

2

k

= 2 ;

oraz z ci¡ gªo±ci o dwzoro w ania T

k y � T x k = lim

n !1

k y � T z

n

k = 0 ;

tj. y = T x .

Šat w o ju» teraz uzysk a¢ tez¦ t wierdzenia. Je»eli A jest zbiorem ot w art ym w

X oraz x 2 A , to tak»e x + � U � A dla p ewnego � > 0 . Dlatego

T ( A ) � T ( x + � U ) = T x + � T ( U ) � T x +

1

2

"� V ;

co oznacza, »e elemen t T x le»y w T ( A ) wraz z p ewn ym sw oim oto czeniem.

Wszystkie dalsze t wierdzenia tego paragrafu s¡ wniosk ami z t wierdzenia Ba-

nac ha o o dwzoro w aniu ot w art ym.

5.8. Twierdzenie Bana cha o od wzor o w aniu od wr otnym. Je»eli T jest

wzajemnie je dnoznacznym i ci¡gªym o dwzor owaniem liniowym z przestrzeni Ba-

nacha X na przestrze« Banacha Y , to o dwzor owanie o dwr otne T

� 1

: Y ! X

jest tak»e ci¡gªe, tzn. przestrzenie X i Y s¡ izomor�czne.

Do w ó d: Ci¡ gªo±¢ o dwzoro w ania T

� 1

to ot w arto±¢ o dwzoro w ania T .
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5.9. Przykªad. Wza jemnie jednoznaczne o dwzoro w anie linio w e przestrzeni Ba-

nac ha na przestrze« Banac ha mo»e nie b y¢ izomor�zmem top ologiczn ym, c ho ¢

o czywi±cie jest izomor�zmem algebraiczn ym. Niec h X b ¦dzie przestrzeni¡ Bana-

c ha z baz¡ top ologiczn¡ f e

k

g

1

k =1

, np. jedn¡ z przestrzeni c

0

, c lub `

p

, 1 ¬ p < 1 .

Baz¦ t¡ uzup eªnijm y do w olnie do bazy Hamela f e

�

g

� 2 A

przestrzeni X i wy-

bierzm y dw a ró»ne w ektory e

�

1

i e

�

2

tego uzup eªnienia. Odwzoro w anie linio w e

T : X ! X zamienia j¡ce miejscam i w ektory e

�

1

i e

�

2

jest wza jemnie jedno-

znaczne i o dwzoro wuje X na X . Nie jest o dwzoro w aniem ci¡ gªym, b o ci¡ gªe

o dwzoro w anie linio w e przestrzeni X jest jednoznacznie wyznaczone przez sw o je

w arto±ci na w ektorac h bazy top ologicznej, a na nic h T jest iden t yczno±ci¡.

5.10. Twierdzenie. Nie ch T b ¦ dzie ci¡gªym o dwzor owaniem liniowym przes-

trzeni Banacha X na przestrze« Banacha Y i nie ch X

0

= f x 2 X : T x = 0 g

b ¦ dzie je go j¡dr em. Wte dy przestrzenie X=X

0

i Y s¡ izomor�czne.

5.11. Twierdzenie o d wu norma ch. Zaªó»my, »e w przestrzeni liniowej X

dane s¡ dwie normy zup eªne k k

1

i k k

2

czyli, »e przestrzenie

�

X ; k k

1

�

i

�

X ; k k

2

�

s¡ zup eªne. Je»eli istnieje taka staªa C

1

, »e

k x k

1

¬ C

1

k x k

2

; x 2 X ;

to tak»e

j x k

2

¬ C

2

k x k

1

; x 2 X ;

d la p ewnej staªej C

2

Do w ó d: Iden t yczno±¢ I o dwzoro wuje wza jemnie jednoznacznie przestrze« Bana-

c ha

�

X ; k k

1

�

na przestrze« Banac ha

�

X ; k k

2

�

. P oniew a» k x k

1

¬ C

1

k x k

2

dla

wszystkic h x 2 X , to I jest o dwzoro w aniem ci¡ gªym. Z t wierdzenia Banac ha

o o dwzoro w aniu o dwrotn ym wynik a, »e tak»e o dwzoro w anie o dwrotne I

� 1

jest

ci¡ gªe. Zatem

k x k

2

= k I

� 1

x k

2

¬ k I

� 1

kk x k

1

dla wszystkic h x 2 X .

Uw a ga. W przestrzeni X z przykªadu 5.9 norm y k x k

1

= k x k i k x k

2

= k T x k s¡

zup eªne, ale nie s¡ ró wno w a»ne.

Definicja. Mó wim y , »e dwie norm y k k

1

i k k

2

w przestrzeni linio w ej X s¡

zgo dne , je»eli dla k a»dego ci¡ gu f x

n

g w X w arunki k x

n

� x

0

k

1

! 0 i k x

n

�

x

00

k

2

! 0 p o ci¡ ga j¡ x

0

= x

00

.
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Je»eli w przestrzeni linio w ej X dane s¡ trzy norm y k k

1

, k k

2

i k k

3

oraz

k x k

3

¬ C

1

k x k

1

; k x k

3

¬ C

2

k x k

2

; x 2 X ;

dla p ewn yc h staªyc h C

1

i C

2

, to wszystkie te norm y s¡ zgo dne.

5.12. Twierdzenie. Je»eli normy zup eªne k k

1

i k k

2

w przestrzeni liniowej s¡

zgo dne, to s¡ r ównowa»ne.

Do w ó d: Okre±lm y jeszcze do datk o w ¡, trzeci¡ norm¦, kªad¡c k x k

3

= k x k

1

+ k x k

2

.

Dzi¦ki zgo dno±ci norm k k

1

i k k

2

norma ta jest tak»e zup eªna a p oniew a»

k x k

1

¬ k x k

3

, wi¦c z t wierdzenia o dwu normac h wnioskujem y , »e k x k

3

¬ C

1

k x k

1

dla p ewnej staªej C

1

, w szczególno±ci k x k

2

¬ C

1

k x k

1

. P o dobnie p ok azujem y , »e

k x k

1

¬ C

2

k x k

2

.

Definicja. Wykresem o dwzoro w ania linio w ego T : X ! Y nazyw am y p o d-

zbiór W

T

pro duktu X � Y

W

T

= f ( x; T x ) : x 2 X g :

Odwzoro w anie T nazyw am y domkni¦t ym , je»eli jego wykres jest p o dzbiorem

domkni¦t ym przestrzeni X � Y z top ologi¡ pro dukto w ¡.

Zau w a»m y , »e T jest o dwzoro w aniem domkni¦t ym wtedy i t ylk o wtedy , gdy

ze zbie»no±ci ci¡ gó w f x

n

g w X i f T x

n

g w Y wynik a ró wno±¢

T

�

lim

n !1

x

n

�

= lim

n !1

T x

n

:

Ka»de o dwzoro w anie ci¡ gªe jest o czywi±cie domkni¦te.

5.13. Twierdzenie o wykresie domkni¦tym. Domkni¦te o dwzor owanie li-

niowe z przestrzeni Banacha X do przestrzeni Banacha Y jest ci¡gªe.

Do w ó d: Przestrze« X � Y z norm¡ k ( x; y ) k = k x k + k y k jest przestrzeni¡ Banac ha

a wykres W

T

o dwzoro w ania T jej domkni¦t¡ p o dprzestrzeni¡ linio w ¡, W

T

jest

zatem przestrzeni¡ Banac ha.

Odwzoro w anie S : ( x; T x ) ! x przestrzeni W

T

na X jest wza jemnie jed-

noznaczne, linio w e i ci¡ gªe. Z t wierdzenia Banac ha o o dwzoro w aniu o dwrotn ym

wynik a istnienie takiej staªej C , »e

k ( x; T x ) k ¬ C k x k ; x 2 X ;

co da je

k T x k ¬ C k x k ; x 2 X :
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5.14. Przykªad. Na przestrzeni s

0

t yc h ci¡ gó w ( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) liczb zesp olo-

n yc h, dla któryc h t ylk o sk o«czenie wiele wyrazó w mo»e b y¢ ró»n yc h o d zera, wpro-

w ad¹m y norm¦ k ( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) k = max

n

j x

n

j . Wtedy o dwzoro w anie T : s

0

! s

0

okre±lone wzorem

T ( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) = ( x

1

; 2 x

2

; 3 x

3

; : : : )

jest domkni¦te a nie jest ci¡ gªe. Nie przeczy to t wierdzeniu o wykresie domkni¦-

t ym, b o przestrze« s

0

nie jest zup eªna.

Zadania uzup eªnia j¡ce

5.15. Niec h f a

n

g b ¦dzie ustalon ym ci¡ giem liczb o wym. Je»eli szereg

1

P

n =1

a

n

b

n

jest zbie»n y dla k a»dego ci¡ gu ograniczonego f b

n

g , to

1

P

n =1

j a

n

j < 1 .

5.16. Niec h b ¦d¡ przestrzeniami Banac ha oraz T ci¡ gªym o dwzoro w aniem linio-

wym z X na Y . Do wie±¢, »e dla p ewnej staªej C i k a»dego y 2 Y mo»na tak

wybra¢ elemen t x 2 X , b y T x = y i k x k ¬ C k y k .

5.17. Niec h 1 ¬ p < q ¬ 1 . Czy na przestrzeni L

p

( R ) \ L

q

( R ) norm y k k

p

i

k k

q

s¡ zgo dne?

5.18. Niec h k k

1

i k k

2

oznacza j¡ norm y standarto w e w przestrzeniac h `

1

i

`

2

. Je»eli T jest o dwzoro w aniem linio wym z przestrzeni Banac ha X do `

1

oraz

k T x k

2

¬ k x k dla k a»dego x 2 X , to T jest o dwzoro w aniem ci¡ gªym, tj. k T x k

1

¬

C k x k dla x 2 X .

5.19. Je»eli X jest domkni¦t¡ p o dprzestrzeni¡ linio w ¡ przestrzeni C [0 ; 1] zªo»on¡

z funk cji ma j¡cyc h ci¡ gª¡ p o c ho dn¡, to dim X < 1 .
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PRZESTRZENIE LINIO WE

TOPOLOGICZNE

T op ologie linio w e

Przestrze« linio w a X z top ologi¡ Hausdor�a T nazyw am y przestrzeni¡ li-

nio w ¡ top ologiczn¡ je»eli dziaªania do da w ania w ektoró w i mno»enia w ektora

przez liczb ¦ s¡ ci¡ gªe. Cho dzi tu o ci¡ gªo±¢ o dwzoro w a« ( x; y ) ! x + y z X � X

do X oraz ( �; x ) ! �x z C � X do X , przy czym X � X i C � X traktujem y

jak o przestrzenie z top ologi¡ pro dukto w ¡.

Niec h x b ¦dzie punktem przestrzeni linio w ej top ologicznej X . Zbiór U � X

nazwiem y oto czeniem punktu x , gdy za wiera on x w sw oim wn¦trzu, a ro-

dzin¦ U

x

oto cze« punktu x nazwiem y baz¡ oto cze« punktu x , je»eli w k a»dym

oto czeniu punktu x le»y p ewien zbiór ro dzin y U

x

. Zau w a»m y , »e o dwzoro w anie

y ! x + y jest homeomor�zm em X na X . Wynik a z tego, »e je»eli U jest baz¡

oto cze« zera, to ro dzina U + x = f U + x : u 2 U g jest baz¡ oto cze« punktu x .

6.1. Zad anie. Ro dzina U p o dzbioró w przestrzeni linio w ej X jest baz¡ oto cze«

zera top ologii linio w ej wtedy i t ylk o wtedy , gdy

a.

T

U 2U

U = f 0 g ,

a. 8

U

1

;U

2

2U

9

V 2U

: V � U

1

\ U

2

,

c. 8

U 2U

9

V 2U

: V + V � U ,

d. 8

U 2U

9

V 2U

8

j � j¬ 1

: �V � U ,

e. 8

U 2U

8

x 2 X

9

�> 0

: x 2 �U , tzn. »e U jest zbiorem p o c hªania j¡cym.

6.2. Przykªad. Rozw a»m y przestrze« linio w ¡ L (0 ; 1) wszystkic h zesp olon yc h,

mierzaln yc h w sensie Leb esgue'a funk cji na przedziale (0 ; 1) . Dla x 2 L (0 ; 1)

p oªó»m y

k x k =

Z

1

0

j x ( t ) j

1 + j x ( t ) j

dt:
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Wtedy funk cja d ( x; y ) = k x � y k jest metryk ¡ i wyznacza w L (0 ; 1) top ologi¦

linio w ¡. Baz¡ oto cze« zera tej top ologii t w orz¡ np. zbiory f U

"

g

"> 0

, gdzie

U

"

= f x 2 L (0 ; 1) : k x k < " g :

Ci¡ gªo±¢ do da w ania w ektoró w wynik a nat yc hmiast z nieró wno±ci k x + y k ¬

k x k + k y k . Ab y do wie±¢ ci¡ gªo±ci mno»enia przez liczb ¦ zobaczm y , »e zbie»-

no±¢ w metryce d jest ró wno w a»na zbie»no±ci w edªug miary . Rzeczywi±cie, je»eli

k x

n

� x k ! 0 przy n ! 1 i E

"

( n ) , dla " > 0 i n = 1 ; 2 ; : : : , oznacza zbiór

E

"

( n ) = f t 2 (0 ; 1) : j x

n

( t ) � x ( t ) j  " g ;

to

k x

n

� x k 

Z

E

"

( n )

j x

n

( t ) � x ( t ) j

1 + j x

n

( t ) � x ( t ) j

dt 

Z

E

"

( n )

"

1 + "

dt = j E

"

( n ) j

"

1 + "

;

wi¦c j E

"

( n ) j ! 0 przy n ! 1 .

Z drugiej stron y , gdy j E

"

( n ) j < " dla n  n

0

, to

k x

n

� x k =

�

Z

E

"

( n )

+

Z

E

0

"

( n )

�

j x ( t ) j

1 + j x ( t ) j

dt ¬ j E

"

( n ) j + " j E

0

"

( n ) j < 2 ":

Šat w o jest ju» teraz spra wdzi¢, »e mno»enie przez liczb ¦ jest ci¡ gªe, tzn. »e gdy

�

n

! � a ci¡ g x

n

zbiega do x w edªug miary , to �

n

x

n

zbiega w edªug miary do

�x .

Przestrze« L (0 ; 1) z top olo gi¡ zbie»no±ci we dªug miary jest przestrzeni¡ liniow¡

top olo giczn¡.

Przestrze« L (0 ; 1) jest w a»n ym obiektem w teorii funk cji rzeczywist yc h. Z

punktu widzenia analizy funk cjonalnej niej jest jednak a» tak atrak cyjna. P ok a-

»em y , »e

Na L (0 ; 1) nie ma ci¡gªych niezer owych funkcjonaªów liniowych.

Przypu±¢m y , »e taki funk cjonaª x

�

istnieje. Istnieje zatem tak»e tak a funk cja x 2

L (0 ; 1) , »e x

�

( x ) = 1 . P o dzielm y przedziaª [0 ; 1] na n ró wn yc h przedziaªó w i niec h

�

k

oznacza funk cj¦ c harakteryst yczn¡ k -tego z nic h. Zau w a»m y , »e co na jmniej

dla jednej z funk cji nx�

k

zac ho dzi nieró wno±¢ x

�

( nx�

k

)  1 . W przeciwn ym razie

z ró wno±ci x = x�

1

+ x�

2

+ : : : + x�

n

wynik aªob y , »e j x

�

( x ) j < 1 . Wybierzm y

jedn¡ z nic h i oznaczm y j¡ przez x

n

. Otrzym ujem y w ten sp osób ci¡ g funk cji w

L (0 ; 1) o tej wªasno±ci, »e x

�

( x

n

)  1 oraz

�

�

f t 2 [0 ; 1] : x

n

( t ) 6= 0 g

�

�

¬ 1 =n .

T a ostatnia nieró wno±¢ oznacza, »e x

n

d¡»y do zera w edªug miary . P o winno st¡d

wynik a¢, »e x

�

( x

n

) ! 0 , a tak nie jest.
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6.3. Zad anie. Spra wdzi¢, »e na zbiorze L

p

(0 ; 1) , 0 < p < 1 , funk cji caªk o w al-

n yc h w sensie Leb esgue'a z p -t¡ p ot¦g¡ na [0 ; 1] , funk cja d ( x; y ) = k x � y k ,

gdzie

k x k =

Z

1

0

j x ( t ) j

p

dt;

jest metryk ¡. W metryce tej L

p

(0 ; 1) sta je si¦ przestrzeni¡ linio w ¡ top ologiczn¡

zup eªn¡. Do wie±¢, »e jedyn ym zbiorem wypukªym w L

p

(0 ; 1) o niepust ym wn¦trzu

jest caªa przestrze«.

Ab y nie mie¢ tego t ypu patologiczn yc h przykªadó w na jcz¦±ciej »¡da si¦ b y

top ologia linio w a w przestrzeni X b yªa lok alnie wypukªa tj., b y istniaªa baza

oto cze« zera zªo»ona ze zbioró w wypukªyc h.

6.4. Lema t. Przestrze« liniowa lokalnie wypukªa p osiada b az¦ oto cze« zer a zªo-

»on¡ ze zbior ów absolutnie wypukªych i p o chªaniaj¡cych.

Do w ó d: P ok a»em y , »e je»eli U jest oto czeniem zera, to zbiór

\

j � j 1

�U

jest tak»e oto czeniem zera. P oniew a» op eracja mno»enia przez sk alary

C � X 3 ( �; x ) � ! �x 2 X

jest ci¡ gªa, wi¦c istnieje takie oto czenie zera V i takie " > 0 , »e �V � U ,

gdy j � j ¬ " . W ob ec tego "V � �U dla k a»dego � 2 C , j � j  1 . Je»eli U

jest wypukªym oto czeniem zera, to zbiór

T

j � j 1

�U jest absolutnie wypukªym

oto czeniem zera. Jest te» zbiorem p o c hªania j¡cym, b o takim jest k a»de oto czenie

zera.

Wiem y , »e funk cjonaª Mink o wskiego p

W

zbioru absolutnie wypukªego i p o-

c hªania j¡cego W jest p óªnorm¡, st¡d otrzym ujem y :

6.5. Twierdzenie. Przestrze« liniowa top olo giczna jest lokalnie wypukªa wte dy

i tylko wte dy, gdy jej top olo gia jest wyznaczona przez r o dzin¦ p óªnorm f p

�

g

� 2 A

o

tej wªasno±ci, »e p

�

( x ) = 0 d la wszystkich � 2 A p o ci¡ga x = 0 .

W a»n¡ klas¦ przestrzeni linio wyc h top ologiczn yc h to przestrzenie lok alnie wy-

pukªe metryzo w alne. Przestrze« tak a ma przeliczaln¡ baz¦ oto cze« zera, a wi¦c
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jej top ologia jest wyznaczona przez przeliczaln¡ ro dzin¦ p óªnorm f p

n

g

1

n =1

. Mo-

»em y przy t ym zaªo»y¢, »e p óªnorm y sp eªnia j¡ nieró wno±ci p

1

¬ p

2

¬ p

3

¬ : : :

przyjm uj¡c np.

q

n

=

n

X

k =1

p

k

zamiast p

n

. Za metryk ¦ za± mo»na przyj¡¢

(6 : 30) d ( x; y ) =

1

X

n =0

1

2

n

p

n

( x � y )

1 + p

n

( x � y )

:

Je±li przestrze« X jest zup eªna w tej metryce, to nosi nazw ¦ przestrzeni t ypu

B

0

6.6. Twierdzenie. Zaªó»my, »e X jest przestrzeni¡ lokalnie wypukª¡ z top olo gi¡

wyznaczon¡ przez r o dzin¡ p óªnorm p

1

¬ p

2

¬ p

3

¬ : : : . Je»eli x

�

2 X

�

, to istnieje

taki wska¹nik n i staªa C , »e

(6 : 31)

�

�

x

�

( x )

�

�

¬ C p

n

( x ) ; x 2 X :

Wynika st¡d, »e x

�

jest ci¡gªym funkcjonaªem liniowym na przestrzeni unormo-

wanej

�

X= k er p

n

; p

n

�

. Ka»dy funkcjonaª liniowy tej p ostaci jest ci¡gªy na X .

Do w ó d: Je±li w arunek (6. 31) nie jest sp eªnion y , to w X istnieje taki ci¡ g f x

n

g ,

»e

1 =

�

�

x

�

( x

n

)

�

�

 n p

n

( x

n

) :

P oniew a» p

k

( x

n

) ¬ p

n

( x

n

) = 1 =n dla n  k , wi¦c x

n

! 0 w X , za± x

�

( x

n

) nie

d¡»y do zera, wi¦c sprzeczno±¢. Reszta jest o czywista.

6.7. Wniosek. Dla ka»de go wektor a x

0

6= 0 przestrzeni liniowej metrycznej lo-

kalnie wypukªej istnieje taki ci¡gªy funkcjonaª liniowy x

�

, »e x

�

( x

0

) 6= 0 .

6.8. Przykªad. W przestrzeni C

1

[0 ; 1] funk cji zesp olon yc h do w oln¡ liczb ¦ razy

ró»niczk o w aln yc h na [0 ; 1] mo»na okre±li¢ top ologi¦ lok alnie wypukª¡ wybiera j¡c

ro dzin¦ p óªnorm

p

n

( x ) = max

t 2 [0 ; 1]

�

�

x

( n )

( t )

�

�

; n = 0 ; 1 ; 2 ; : : : :

Wida¢, »e w metryce (6. 30) przestrze« C

1

[0 ; 1] jest zup eªna, jest zatem prze-

strzeni¡ t ypu B

0

. Zau w a»m y te», »e wielomian y t w orz¡ w niej p o dzbiór g¦st y .
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P osªu»ym y si¦ t wierdzeniem 6.6 dla wyznaczenia wszystkic h ci¡ gªyc h funk cjo-

naªó w linio wyc h x

�

2

�

C

1

[0 ; 1]

�

�

. Zau w a»m y w t ym celu, »e top ologia przestrzeni

C

1

[0 ; 1] nie zmieni si¦, gdy de�niuj¡ce j¡ p óªnorm y p

n

zast¡ pim y przez

p

n

( x ) =

n

X

k =0

max

t 2 [0 ; 1]

�

�

x

( k )

( t )

�

�

:

Wtedy p

0

¬ p

1

¬ p

2

¬ : : : a k a»da z no wyc h p óªnorm p

n

sta je si¦ norm¡.

Uzup eªnienie przestrzeni C

1

[0 ; 1] w normie p

n

da je przestrze« C

n

[0 ; 1] , funk cji

ma j¡cyc h ci¡ gªe p o c ho dne do rz¦du n wª¡cznie. Z t wierdzenia 6.6 wynik a za-

tem, »e x

�

jest ci¡ gªym funk cjonaªem linio wym na przestrzeni C

1

[0 ; 1] wtedy i

t ylk o wtedy , gdy dla p ewnego n jest ci¡ gªym funk cjonaªem linio wym na C

n

[0 ; 1] .

P oniew a» przestrze« C

n

[0 ; 1] jest izomor�czna z pro duktem C

n

� C [0 ; 1] (patrz

przykªad 1.32), wi¦c x

�

m usi b y¢ p ostaci

x

�

( x ) =

n � 1

X

k =0

�

k

x

( k )

(0) +

Z

1

0

x

( n )

( t ) d� ( t ) ;

dla p ewnego w ektora ( �

0

; �

1

; : : : ; �

n � 1

) 2 C

n

oraz miary zesp olonej � 2 M [0 ; 1] .

6.9. Przykªad. Przestrze« Sc h w artza S ( R ) skªada si¦ z funk cji zesp olon yc h

na prostej R do w olnie wiele razy ró»niczk o w aln yc h i szybk o d¡»¡cyc h do zera w

niesk o«czono±ci, tj. takic h funk cji x , »e

sup

t 2 R

�

�

t

k

x

( n )

( t )

�

�

< 1

dla wszystkic h k ; n = 0 ; 1 ; 2 ; : : : . Jest to przestrze« t ypu B

0

.

F unk cjonaªy x

�

2 S

�

( R ) nosz¡ nazw ¦ dystrybucji temp ero w an yc h . Prze-

strze« Sc h w artza za jm uje w a»ne miejsce w analizie z tego wzgl¦du, »e transforma-

cja F ouriera przepro w adza j¡ z p o wrotem na siebie (patrz ?? ). P ozw ala to okre±li¢

transformat¦ F ouriera dystrybucji temp ero w anej wzorem

c

x

�

( x ) = x

�

( bx ) ; x 2 S ( R ) :

Dla przykªadu, dla dystrybucji x

�

( x ) = x

00

(0) otrzym ujem y

c

x

�

( x ) = bx

00

(0) =

Z

R

4 �

2

t

2

x ( t ) dt:

6.10. Zad anie. Niec h X oznacza przestrze« linio w ¡ wszystkic h funk cji ci¡ gªyc h

na przedziale [0 ; 1] z top ologi¡ lok alnie wypukª¡ wyznaczon¡ przez ro dzin¦ p óª-

norm f p

t

g

t 2 [0 ; 1]

p ostaci

p

t

( x ) = j x ( t ) j :

Czy top ologia ta jest metryzo w alna? Opisa¢ przestrze« X

�

.
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Sªab e top ologi e

w przestrzeniac h Banac ha

Niec h X b ¦dzie przestrzeni¡ Banac ha oraz X

�

jej przestrzeni¡ sprz¦»on¡.

Sym b olem T

!

oznaczym y na jsªabsz¡ top ologi¦ w X , w której k a»dy funk cjonaª

x

�

2 X

�

jest ci¡ gªy . T op ologi¦ T

!

nazyw am y sªab¡ top ologi¡ w X . Jest to

top ologia wyznaczona przez ro dzin¦ p óªnorm p

x

�

, x

�

2 X

�

, p ostaci

p

x

�

( x ) =

�

�

x

�

( x )

�

�

:

Przestrze« ( X ; T

!

) jest zatem lok alnie wypukªa.

6.11. Twierdzenie. T op olo gia sªab a i normowa w przestrzeni Banacha p okry-

waj¡ si¦ wte dy i tylko wte dy, gdy jest to przestrze« sko«czenie wymiar owa.

Do w ó d: Zaªó»m y , »e przestrze« X ma wymiar sk o«czon y i niec h x

�

1

; x

�

2

; : : : ; x

�

n

b ¦dzie baz¡ Hamela przestrzeni X

�

. Wtedy funk cjonaª

k x k

1

= max

1 ¬ k ¬ n

�

�

x

�

k

( x )

�

�

jest norm¡ w X wyznacza j¡c¡ sªab¡ top ologi¦. Jest to norma ró wno w a»na z norm¡

wyj±cio w ¡.

Je»eli X jest przestrzeni¡ niesk o«czenie wymiaro w ¡, to k a»de jej oto czenie zera

U top ologii sªab ej jest zbiorem nieograniczon ym. Rzeczywi±cie, mo»em y zaªo»y¢,

»e U jest zbiorem bazo wym tzn., »e dla p ewnej liczb y " > 0 i zbioru sk o«czonego

x

�

1

; x

�

2

; : : : ; x

�

n

w X

�

U =

�

x 2 X :

�

�

x

�

k

( x )

�

�

< " dla k = 1 ; 2 ; : : : ; n

	

:

Zau w a»m y , »e U za wiera niezero w ¡ p o dprzestrze« linio w ¡

n

\

k =1

k er x

�

k

;

nie mo»e b y¢ zatem zbiorem ograniczon ym. W przestrzeni unormo w anej istniej¡

ograniczone oto czenia zera, np. kule.

6.12. Twierdzenie. Sªab a top olo gia w niesko«czenie wymiar owej przestrzeni

Banacha nie jest metryzowalna.

Do w ó d: Zaªó»m y , »e tak a metryk a istnieje. Rozum uj¡c jak w do w o dzie p oprzed-

niego t wierdzenia st wierdzam y , »e k a»da z kul o ±ro dku w zerze jest zbiorem nie-

ograniczon ym. Mo»em y zatem znale¹¢ ci¡ g zbie»n y do zera w metryce, ale nie-

ograniczon y w normie. Jak wiem y z t wierdzenia Banac ha-Steinhausa (patrz tak»e

5.1), taki ci¡ g nie mo»e b y¢ sªab o zbie»n y . T u sprzeczno±¢.
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6.13. Przykªad. Niec h e

1

; e

2

; e

3

; : : : b ¦dzie ukªadem ortonormaln ym w nie-

sk o«czenie wymiaro w ej przestrzeni Hilb erta H oraz A p o dzbiorem H , zªo»on ym z

elemen tó w p ostaci

p

n e

n

. P ok a»em y , »e zero le»y w sªab ym domkni¦ciu zbioru A

ale, jak wida¢, nie jest granic¡ »adnego sªab o zbie»nego ci¡ gu elemen tó w zbioru A .

Niec h

U =

�

x 2 H :

�

�

h x; y

i

i

�

�

< "; i = 1 ; 2 ; : : : ; k

	

b ¦dzie bazo wym oto czeniem zera w sªab ej top ologii H . P oniew a»

1

X

n =1

�

�

h e

n

; y

i

i

�

�

2

< 1

dla k a»dego i , wi¦c

1

X

n =1

�

k

X

i =1

�

�

h e

n

; y

i

i

�

�

�

2

< 1 :

Wynik a st¡d, »e dla p ewnego wsk a¹nik a n

0

zac ho dzi

k

X

i =1

�

�

h e

n

0

; y

i

i

�

�

<

"

p

n

0

;

wi¦c

p

n

0

e

n

0

2 U .

6.14. Zad anie. Do wie±¢, »e je»eli punkt x

0

le»y w sªab ym domkni¦ciu zbioru

ograniczonego A w przestrzeni `

2

, to jest on sªab¡ granic¡ p ewnego ci¡ gu ele-

men tó w zbioru A .

Z t wierdzenia ?? o o ddzielaniu zbioró w wypukªyc h wynik a, »e k a»dy domkni¦t y

p o dzbiór wypukªy przestrzeni Banac ha jest sªab o domkni¦t y . T akie st wierdzenie

zdecydo w anie nie jest pra wdziw e dla do w oln yc h zbioró w domkni¦t yc h.

6.15. Zad anie. P ok aza¢, »e w niesk o«czenie wymiaro w ej przestrzeni Banac ha X

sªab e domkni¦cie sfery f x 2 X : k x k

2

= 1 g jest kul¡ f x 2 X : k x k

2

¬ 1 g .

W przestrzeni X

�

, sprz¦»onej do p ewnej przestrzeni Banac ha X , p oza top olo-

gi¡ normo w ¡ i top ologi¡ sªab¡, w a»n¡ rol¦ o dgryw a top ologia *-sªaba , oznaczana

T

!

�

lub � ( X

�

; X ) . Jest to z de�nicji na jsªabsza top ologia, w której wszystkie funk-

cjonaªy � ( x ) 2 X

��

, x 2 X , p ostaci

� ( x )( x

�

) = x

�

( x )

s¡ ci¡ gªe.

T op ologia T

!

�

jest lok alnie wypukªa i mo»e b y¢ wyznaczona przez ro dzin¦

p óªnorm f p

x

g

x 2 X

p ostaci

p

x

( x

�

) =

�

�

x

�

( x )

�

�

:
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Uw a ga. Przestrzenie c

�

i c

�

0

s¡ iden t yczne z przestrzeni¡ `

1

, a wi¦c `

1

ma

dwie sªab e top ologie T i T

0

. T op ologie te s¡ niep oró wn yw alne, tzn. nie zac ho dzi

»adna z inkluzji T � T

0

, T

0

� T . Istotnie, niec h ' i '

0

oznacza j¡ o dp o wiednio

izometryczn y izomor�zm przestrzeni `

1

na c

�

i c

�

0

' ( y )( x ) = y

1

lim

k !1

x

k

+

1

X

k =1

x

k

y

k +1

; x 2 c ;

'

0

( y )( x ) =

1

X

k =1

x

k

y

k

; x 2 c

0

:

Zbiór U

1

=

�

y 2 `

1

:

�

�

P

y

k

�

�

< 1

	

jest oto czeniem zera w top ologii T , a nie

jest oto czeniem zera w top ologii T

0

, za± dla zbioru U

2

=

�

y 2 `

2

: j y

1

j < 1

	

jest

o dwrotnie.

6.16. Twierdzenie Bana cha-Ala og lu. Nie ch X b ¦ dzie przestrzeni¡ Bana-

cha. Zbiór A � X

�

jest *-sªab o zwarty wte dy i tylko wte dy, gdy jest o gr aniczony

(w normie) i *-sªab o domkni¦ty.

Do w ó d: Zaªó»m y , »e zbiór A jest *-sªab o zw art y w X

�

. P oniew a» T

!

�

jest top o-

logi¡ Hausdor�a w X

�

, otrzym ujem y nat yc hmiast, »e A jest *-sªab o domkni¦t y .

Nim przyst¡ pim y do dalszej cz¦±ci do w o du, przedsta wim y inn y , wygo dniejszy

mo del przestrzeni

�

X

�

; T

!

�

�

.

Dla k a»dego x 2 X p oªó»m y C

x

= C (ciaªo liczb zesp olon yc h) i okre±lm y

o dwzoro w anie T : x

�

! C

X

=

Q

x 2 X

C

x

wzorem

T x

�

=

�

x

�

( x )

	

x 2 X

;

tj. T x

�

jest elemen tem pro duktu C

X

, dla którego x -t¡ wsp óªrz¦dn¡ jest x

�

( x ) .

Je»eli C

X

trakto w a¢ jak o przestrze« top ologiczn¡ z top ologi¡ pro dukto w ¡, a zbiór

T ( X

�

) jak o p o dprzestrze« z top ologi¡ induk o w an¡ z C

X

, to p oró wn uj¡c ot w arte

zbiory bazo w e w

�

X

�

; T

!

�

�

oraz w T ( X

�

) do c ho dzim y do wniosku, »e przestrzenie

te s¡ homeomor�czne.

Dla k a»dego y 2 X niec h P

y

: C

X

! C

y

oznacz rzut z pro duktu na o±

C

y

. P oniew a» k a»de o dwzoro w anie P

y

jest ci¡ gªe, a T jest homeomor�zme m , to

o dwzoro w anie P

y

T : X

�

! C

y

jest ci¡ gªe. W szczególno±ci P

y

T ( A ) = f x

�

( y ) :

x

�

2 A g jest zbiorem zw art ym w C

y

= C dla k a»dego y 2 X . Istniej¡ wi¦c takie

staªe M

y

> 0 , »e

sup

x

�

2 A

�

�

x

�

( y )

�

�

¬ M

y

:
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Korzysta j¡c teraz z t wierdzenia Banac ha-Steinhausa do c ho dzim y do wniosku, »e

sup

x

�

2 A

k x

�

k < 1 :

W do w o dzie w drug¡ stron¦ mo»em y zaªo»y¢, b ez ograniczania ogólno±ci, »e

A jest domkni¦t¡ kul¡ jednostk o w ¡ K

�

=

�

x

�

2 X

�

: k x

�

k ¬ 1

	

przestrzeni

X

�

. Oczywi±cie K

�

jest zbiorem ograniczon ym w X

�

, ªat w o te» mo»na p ok aza¢,

»e K

�

jest zbiorem *-sªab o domkni¦t ym . Je»eli wiem y ju», »e K

�

jest zbiorem

*-sªab o zw art ym, to p oniew a» A jest zbiorem ograniczon ym, to istnieje tak a staªa

c > 0 , »e A � c K

�

. Zbiór c K

�

jest *-sªab o zw art y , b o mno»enie przez sk alary

jest homeomor�zm em w

�

X

�

; T

!

�

�

, a wi¦c A jest *-sªab o zw art y , jak o *-sªab o

domkni¦t y p o dzbiór w c K

�

.

Niec h wi¦c A = K

�

. Dla k a»dego x 2 X niec h

K

x

=

�

z 2 C : j z j ¬ k x k

	

:

Oczywi±cie K

x

jest zw art ym p o dzbiorem w C , p onadto

T ( K

�

) �

Y

x 2 X

K

x

:

Istotnie, je»eli x

�

2 X

�

, to T ( x

�

) =

�

x

�

( x )

	

x 2 X

oraz j x

�

( x ) j ¬ k x

�

k k x k . Twier-

dzim y , »e T ( K

�

) jest p o dzbiorem zw art ym w T ( X

�

) . Wystarczy w t ym celu p o-

k aza¢, »e jest domkni¦t ym p o dzbiorem

Q

x 2 X

K

x

, gdy» ten ostatni zbiór z t wier-

dzenia Tic hono w a ?? jest zw art y w C

X

. Zaªó»m y , »e punkt f s

x

g

x 2 X

nale»y do

domkni¦cia zbioru T ( K

�

) w C

X

. Ustalm y do w olne x

1

; x

2

2 X i " > 0 . Niec h

U

"

=

n

f u

x

g

x 2 X

2 C

X

:

�

�

u

x

1

� s

x

1

�

�

<

"

3

;

�

�

u

x

2

� s

x

2

�

�

<

"

3

;

�

�

u

x

1

+ x

2

� s

x

1

+ x

2

�

�

<

"

3

o

b ¦dzie bazo wym oto czeniem punktu f s

x

g

x 2 X

w C

X

. Z zaªo»enia istnieje taki

elemen t x

�

2 X

�

, »e T x

�

2 U

"

. St¡d

�

�

s

x

1

+ x

2

� s

x

1

� s

x

2

�

�

¬

�

�

s

x

1

+ x

2

� x

�

( x

1

+ x

2

)

�

�

+

�

�

s

x

1

� x

�

( x

1

)

�

�

+

�

�

s

x

2

� x

�

( x

2

)

�

�

< ";

a p oniew a» " > 0 jest do w olne, wi¦c w rezultacie

s

x

1

+ x

2

= s

x

1

+ s

x

2

:

P o dobnie p ok azujem y , »e

s

�x

= � s

x

; dla x 2 X ; � 2 C :
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Wynik a st¡d, »e przyp orz¡dk o w anie x ! s

x

jest funk cjonaªem linio wym na X , a

p oniew a» j s

x

j ¬ k x k , wi¦c f s

x

g

x 2 X

2 T ( K

�

) .

Reasum uj¡c, T ( K

�

) jest domkni¦t ym p o dzbiorem w

Q

x 2 X

K

x

, ten za± z k olei

zw art ym p o dzbiorem w C

X

; o dwzoro w anie T jest homeomor�zmem , zatem A jest

*-sªab o zw art y w X

�

.

Jak o wniosek z Twierdzenia Banac ha-Alaoglu otrzym ujem y p oni»sze t wierdze-

nie o uniw ersalno±ci przestrzeni C ( S ) dla wszystkic h przestrzeni Banac ha.

6.17. Twierdzenie. Dla ka»dej przestrzeni Banacha X istnieje zwarta prze-

strze« Hausdor�a S o tej wªasno±ci, »e X jest izometrycznie izomor�czna z do-

mkni¦t¡ p o dprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni C ( S ) .

Do w ó d: Za przestrze« S wybierzm y kul¦ jednostk o w ¡ K

�

przestrzeni sprz¦»onej

X

�

i zaopatrzm y j¡ w top ologi¦ *-sªab¡. Z t wierdzenia Banac ha-Alaoglu wynik a,

»e S jest zw art¡ przestrzeni¡ Hausdor�a. Je±li teraz elemen to wi x 2 X przyp o-

rz¡dkujem y funk cj¦ f

x

2 C ( S ) wzorem

f

x

( x

�

) = x

�

( x ) ;

to k x k = k f

x

k

1

na mo cy wniosku 4.13).

Zadania uzup eªnia j¡ce

6.18. Zad anie. W przestrzeni `

p

, 0 < p < 1 , ci¡ gó w sumo w aln yc h z p -t¡ p o-

t¦g¡, analogicznie jak w L

p

(0 ; 1) , top ologia linio w a jest wyznaczona przez metryk ¦

d ( x; y ) = k x � y k , gdzie

k x k =

1

X

n =1

j x

n

j

p

:

Opisa¢ przestrze« ( `

p

)

�

.

6.19. Zad anie. Niec h X b ¦dzie przestrzeni¡ linio w ¡ wszystkic h funk cji ci¡ gªyc h

na przedziale (0 ; 1) . Dla x 2 X i " > 0 oznaczm y przez U

x;"

zbiór t yc h y 2 X ,

»e j x ( t ) � y ( t ) j < " dla wszystkic h t 2 (0 ; 1) . Niec h T b ¦dzie top ologi¡ w X , wy-

znaczon¡ przez wszystkie takie zbiory U

x;"

. P ok aza¢, »e w top ologii T do da w anie

funk cji jest op eracj¡ ci¡ gª¡, a mno»enie funk cji przez liczb y nie.



R OZDZIAŠ VI I

OPERA TOR Y LINIO WE

Przestrze« op eratoró w lino wyc h

Norma op eratora

Op erator linio wy T z przestrzeni linio w ej unormo w anej X do przestrzeni linio w ej

unormo w an¡ Y nazyw am y ograniczon ym , je»eli istnieje tak a staªa M , »e

k T x k ¬ M k x k

dla wszystkic h x 2 X . Kres doln y takic h staªyc h oznaczam y k T k i nazyw am y

norm¡ op eratora T .

7.1. Twierdzenie. Dla ka»de go op er ator a o gr aniczone go T : X ! Y zacho dzi

nier ówno±¢ k T x k ¬ k T k k x k , x 2 X , a tak»e

k T k = sup

k x k¬ 1

k T x k = sup

k x k =1

k T x k :

Do w ó d: Oznaczm y M = sup

k x k =1

k T x k i dla x 2 X , x 6= 0 , p oªó»m y y =

1

k x k

x .

Wtedy k y k = 1 , wi¦c

k T x k = k T y k k x k ¬ M k x k

co da je k T k ¬ M . Z drugiej stron y , gdy k x k ¬ 1 , to k T x k ¬ k T k , wi¦c

sup

k x k¬ 1

k T x k ¬ k T k :

7.2. Zad anie. Op erator linio wy jest ograniczon y wtedy i t ylk o wtedy , gdy jest

ci¡ gªy . Dla ograniczono±ci op eratora wystarcza jego ci¡ gªo±¢ w zerze.
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Uw a ga. Niec h X = Y = C

n

. Ka»dem u op eratoro wi A : X ! Y o dp o wiada w

sp osób wza jemnie jednoznaczn y macierz f a

i;j

g

n

i;j =1

wzorem

Ax =

0

B

@

a

11

a

12

: : : a

1 n

a

21

a

22

: : : a

2 n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

a

n 1

a

n 2

: : : a

nn

1

C

A

0

B

@

x

1

x

2

.

.

.

x

n

1

C

A

:

Bezp o±rednie obliczanie norm y k A k zwykle jest bardzo sk omplik o w ane. P ok a»em y

p ó¹niej, »e mo»na to zrobi¢ w nast¦puj¡cy sp osób:

1. znale¹¢ macierz A

�

A , gdzie A

�

= A

>

,

2. znale¹¢ wszystkie pierwiastki wielomian u c harakteryst ycznego

det

�

z I � A

�

A

�

(ok azuje si¦, »e s¡ to liczb y rzeczywiste nieujemne).

3. obliczy¢

k A k = max

1 ¬ k ¬ n

j z

k

j

1 = 2

:

7.3. Przykªad. P oró wna jm y b ezp o±redni¡ i opisan¡ wy»ej meto d¦ obliczania

norm y k A k na macierzy A =

�

1 � 1

1 0

�

. Mam y tu

k A k = sup

j x j

2

+ j y j

2

j =1

�

j x � y j

2

+ j x j

2

�

1 = 2

= sup

j x j

2

+ j y j

2

j =1

�

2 j x j

2

+ j y j

2

� 2 Re x y

�

1 = 2

:

P oniew a» j x j

2

+ j y j

2

= 1 , wi¦c j x j = cos t , j y j = sin t dla p ewnego t 2 [0 ;

�

2

) .

Oznacza j¡c s = arg x , u = arg y , otrzymam y

k A k = sup

t 2 [0 ;

�

2

)

s;u 2 R

�

2 cos

2

t + sin

2

t � 2 sin t cos t cos( s � u )

�

1 = 2

= sup

t 2 [0 ;

�

2

)

(2 cos

2

t + sin

2

t + 2 sin t cos t )

1 = 2

= sup

t 2 [0 ;

�

2

)

�

3

2

+

1

2

cos 2 t + sin 2 t

�

1 = 2

:

Suprem um to jest osi¡ gni¦te dla t =

1

2

arc tg 2 i wynosi

q

3+

p

5

2

, zatem

k A k =

r

3 +

p

5

2

:
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Z drugiej stron y A

�

=

�

1 1

� 1 0

�

, A

�

A =

�

2 � 1

� 1 1

�

, a p oniew a» wielomian

c harakteryst yczn y det ( z I � A

�

A ) = z

2

� 3 z + 1 ma pierwiastki z

1

=

3+

p

5

2

,

z

2

=

3 �

p

5

2

, wi¦c

k A k = max

n

q

3+

p

5

2

;

q

3 �

p

5

2

o

=

q

3+

p

5

2

:

Zwró ¢m y jeszcze u w ag¦, »e do obliczenia k A k nie wystarczy zna jomo±¢ pier-

wiastk ó w wielomian u c harakteryst ycznego samej macierzy A . Dla rozpatryw anej

macierzy wielomian c harakteryst yczn y

det( z I � A ) = z

2

� z + 1

ma pierwiastki

1+ i

p

3

2

i

1 � i

p

3

2

, oba o mo dule 1.

7.4. Zad anie. Przepro w adzi¢ analogiczne p oró wnanie obu meto d obliczania no-

rm y k A k na macierzy

A =

0

@

1 i 0

0 1 i

i 0 1

1

A

:

W prakt yce, przy badaniu wªasno±ci op eratoró w, zna jomo±¢ ic h norm y nie jest

a» tak istotna, zado w ala nas zna jomo±¢ oszaco w a« o d góry . Zdarza si¦ jednak, »e

rozstrzygni¦cie, czy badan y op erator jest ograniczon y , a wi¦c znalezienie jakiego-

k olwiek oszaco w ania o d góry , mo»e b y¢ trudne. Zilustrujem y to na przykªadzie

transformat y Laplace'a.

7.5. Przykªad. T ransformacja Laplace'a to op eracja przyp orz¡dk o wuj¡ca

funk cji x na p óªprostej (0 ; 1 ) funk cj¦ Lx p ostaci

(7 : 32) Lx ( t ) =

Z

1

0

e

� st

x ( s ) ds; t 2 (0 ; 1 ) :

Je»eli x 2 L

2

(0 ; 1 ) , to funk cja Lx jest dobrze okre±lona. Wynik a to z nieró wno±ci

Sc h w arza

(7 : 33)

�

�

Lx ( t )

�

�

¬

Z

1

0

e

� st

j x ( s ) j ds ¬

�

Z

1

0

e

� 2 st

ds

�

1 = 2

k x k

2

=

1

p

2 t

k x k

2

:
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P o wsta je jednak p ytanie, czy Lx 2 L

2

(0 ; 1 ) ? W k a»dym razie z oszaco w ania

(7. 33) tego nie wida¢, b o funk cja

1

p

2 t

nie le»y L

2

(0 ; 1 ) , nie le»y na w et w »adnej

z przestrzeni L

p

(0 ; 1 ) , 1 ¬ p ¬ 1 . Spra wd¹m y w ob ec tego na przykªadac h czy

mo»na si¦ sp o dziew a¢ o dp o wiedzi p ozyt ywnej na p osta wione p ytanie.

Dla x =

�

(0 ; 1)

otrzym ujem y

Lx ( t ) =

1 � e

� t

t

:

Jest to funk cja z L

2

(0 ; 1 ) , b o Lx ( t ) ¬ 1 dla t 2 (0 ; 1] i Lx ( t ) ¬ t

� 1

dla

t 2 [1 ; 1 ) .

Niec h teraz x ( t ) =

1

1 + t

. Oczywi±cie x 2 L

2

(0 ; 1 ) oraz k x k

2

= 1 , za±

Lx ( t ) =

Z

1

0

e

� st

ds

1 + s

:

Je±li p o wy»sz¡ caªk ¦ rozdzielim y na dwie

R

1 =t

0

+

R

1

1 =t

i w pierwszej z nic h skªadnik

e

� st

zast¡ pim y przez 1 a w drugiej skªadnik

1

1+ s

przez

1

1+1 =t

, to p o obliczeniu

otrzyman yc h caªek dostaniem y

Lx ( t ) ¬ ln

�

1 +

1

t

�

+

1

1 + t

:

Pra w a strona tej nieró wno±ci przedsta wia funk cj¦ z L

2

(0 ; 1 ) , wi¦c t ym bardziej

Lx 2 L

2

(0 ; 1 ) .

Prop on uj¦ tro c h¦ inn¡ meto d¦ do w o du tego faktu. Wybierzm y do w olnie liczb ¦

a 2 ( � 1 ; 1) i p o przedsta wieniu funk cji e

� st

1

1+ s

w p ostaci ilo czyn u

�

s

� a= 2

e

� st

�

�

�

s

a= 2

1

1+ s

�

zastosujm y nieró wno±¢ Sc h w arza. Wtedy otrzymam y

�

�

Lx ( t )

�

�

2

¬ C

a

t

a � 1

;

gdzie

C

a

= 2

a � 1

Z

1

0

u

� a

e

� u

du

Z

1

0

s

a

(1 + s )

2

ds

= 2

a � 1

�(1 � a )

2

�(1 + a ) :

Wyb ór a < 0 p o ci¡ ga caªk o w alno±¢ funk cji j Lx j

2

na (1 ; 1 ) a wyb ór a > 0

caªk o w alno±¢ na (0 ; 1) .
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Jeszcze lepszy efekt otrzymam y wybiera j¡c przedsta wienie p ostaci e

� st

1

1+ s

=

�

s

� a= 2

e

� st= 2

��

s

a= 2

e

� st= 2

1

1+ s

�

.

k Lx k

2

2

¬

Z

1

0

�

Z

1

0

s

� a

e

� st

ds

��

Z

1

0

s

a

e

� st

1

(1 + s )

2

ds

�

dt

=

Z

1

0

Z

1

0

�(1 � a ) t

a � 1

s

a

e

� st

1

(1 + s )

2

ds dt

= �(1 � a )

Z

1

0

s

a

1

(1 + s )

2

Z

1

0

t

a � 1

e

� st

dt ds

= �( a )�(1 � a )

Z

1

0

1

(1 + s )

2

ds =

�

sin a�

k x k

2

2

:

T rzeba jednak zaªo»y¢, »e 0 < a < 1 , ab y wszystkie caªki b yªy zbie»ne.

Zwró ¢m y u w ag¦, »e w p o wy»szym rozumo w aniu nigdzie nie k orzystali±m y z

p ostaci funk cji x . Mo»na zatem je p o wtórzy¢ dla do w olnej funk cji z L

2

(0 ; 1 ) .

T o do w o dzi ograniczono±ci op eratora L . Zwró ¢m y te» u w ag¦, »e sp o±ró d ró»n yc h

staªyc h a na jlepsz¡ jest a =

1

2

, dla niej k Lx k

2

¬

p

� k x k

2

.

7.6. Twierdzenie. T r ansformacja L aplac e'a

Lx ( t ) =

Z

1

0

e

� st

x ( s ) ds

jest o gr aniczon¡ op er acj¡ liniow¡ z L

2

(0 ; 1 ) do L

2

(0 ; 1 ) i ma norm¦

p

� .

Do w ó d: Niec h x b ¦dzie do w oln¡ funk cj¡ ci¡ gª¡ o no±niku zw art ym na p óªprostej

(0 ; 1 ) . Wtedy

k Lx k

2

2

=

Z

1

0

�

�

�

�

Z

1

0

�

e

� st= 2

s

� 1 = 4

�

�

�

e

� ts= 2

s

1 = 4

x ( s )

�

ds

�

�

�

�

2

dt

Z

1

0

Z

1

0

e

� st

s

� 1 = 2

ds �

Z

1

0

e

� ts

s

1 = 2

j x ( s ) j

2

ds dt

=

Z

1

0

Z

1

0

�(1 = 2) t

� 1 = 2

e

� st

s

1 = 2

j x ( s ) j

2

ds dt

= �(1 = 2)

Z

1

0

s

1 = 2

j x ( s ) j

2

Z

1

0

t

� 1 = 2

e

� st

dt ds

= �(1 = 2)

2

Z

1

0

s

1 = 2

j x ( s ) j

2

ds = �(1 = 2)

2

k x k

2

2

;

zatem k L k ¬ �(1 = 2) =

p

� .
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Z drugiej stron y dla " > 0 i funk cji x

"

okre±lonej wzorem x

"

( t ) = t

� 1 = 2+ "

e

� t

mam y

k x

"

k

2

2

=

Z

1

0

t

2 " � 1

e

� 2 t

dt = 2

� 2 "

�(2 " )

oraz

Lx

"

( t ) =

Z

1

0

s

� 1 = 2+ "

e

� ( t +1) s

ds = �(1 = 2 + " ) ( t + 1)

� 1 = 2 � "

;

wi¦c

k Lx

"

k

2

2

= �(1 = 2 + " )

2

Z

1

0

dt

( t + 1)

1+2 "

=

1

2 "

�(1 = 2 + " )

2

:

P oniew a» �(2 " ) =

�(1 + 2 " )

2 "

, wi¦c

k Lx

"

k

2

2

k x

"

k

2

2

=

�(1 = 2 + " )

2

2

� 2 "

�(1 + 2 " )

� ! � :

Meto d¦ ÿ preparo w ania" funk cji p o dcaªk o w ej przed stoso w aniem nieró wno±ci

Sc h w arza, któr¡ z suk cesem stoso w ali±m y dla do w o du ograniczono±ci transformat y

Laplace'a, mo»na uogólni¢ w nast¦puj¡cy sp osób:

7.7. Kr yterium Schura. Nie ch (
 ; � ) b ¦ dzie dowoln¡ przestrzeni¡ miar ow¡

or az K : 
 � 
 ! C funkcj¡ � � � mierzaln¡. Zaªó»my, »e istnieje taka funkcja

mierzalna do datnia ' na 
 i takie dwie staªe M , N , »e

(7 : 34)

Z




�

�

K ( s; t )

�

�

' ( s ) ds ¬ M ' ( t ) d la t 2 
 ;

Z




�

�

K ( s; t )

�

�

' ( t ) dt ¬ N ' ( s ) d la s 2 
 :

Wte dy op er ator c aªkowy K , okr e±lony na przestrzeni L

2

(
 ; � ) wzor em

K x ( t ) =

Z




K ( s; t ) x ( s ) ds;

jest o gr aniczony i zacho dzi nier ówno±¢ k K k ¬

p

M N .

Do w ó d: Dla x 2 L

2

(
 ; � ) , p o zastoso w aniu nieró wno±ci Sc h w arza a nast¦pnie
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k olejno nieró wno±ci (7. 34), dosta jem y





K x





2

2

¬

Z




�

Z




q

jK ( s; t ) j ' ( s )

q

jK ( s; t ) j j x ( s ) j

2

' ( s )

� 1

ds

�

dt

¬

Z




Z




jK ( s; t ) j ' ( s ) ds

Z




jK ( s; t ) j j x ( s ) j

2

' ( s )

� 1

ds dt

¬ M

Z




Z




jK ( s; t ) j j x ( s ) j

2

' ( s )

� 1

' ( t ) ds dt

= M

Z




j x ( s ) j

2

' ( s )

� 1

Z




jK ( s; t ) j ' ( t ) dt ds

¬ M N

Z




j x ( s ) j

2

ds = M N k x k

2

2

:

P osªuguj¡c si¦ kryterium Sc h ura mo»na ªat w o do w o dzi¢ ograniczono±ci wielu

op eratoró w. Kªop ot p olega na o dgadni¦ciu funk cji ' . Prop on uj¦ sprób o w a¢ swyc h

siª i p om ysªo w o±ci przy rozwi¡zyw aniu nast¦puj¡cego zadania:

7.8. Zad anie. P ok aza¢, »e na przestrzeni `

2

op erator wyznaczon y przez ma-

cierz Hilb erta

�

1

j + k � 1

�

1

j:k =1

przyp orz¡dk o wuj¡cy w ektoro wi x = ( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) w ektor y = ( y

1

; y

2

; y

3

; : : : )

okre±lon y wzorem

y

k

=

1

X

j =1

1

j + k � 1

x

j

; k = 1 ; 2 ; 3 ; : : :

jest ograniczon y i jego norma nie przekracza � .

P o dam y na zak o«czenie jeszcze jeden przykªad. W nim p osªu»ym y si¦ nieró w-

no±ci¡ Sc h w arza dla obliczenia norm y op eratora V olterry na L

2

(0 ; 1) . Kryterium

Sc h ura nie ma tu zastoso w ania.

7.9. Przykªad. Na przestrzeni L

2

[0 ; 1] op erator V olterry V

V x ( t ) =

Z

t

0

x ( s ) ds

ma norm¦ k V k =

2

�

.
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Dla funk cji x 2 L

2

[0 ; 1] z nieró wno±ci Sc h w arza otrzym ujem y

k V x k

2

2

=

Z

1

0

�

�

�

�

Z

t

0

x ( s ) ds

�

�

�

�

2

dt =

Z

1

0

�

�

�

�

Z

t

0

q

cos

�

2

s �

x ( s )

p

cos

�

2

s

ds

�

�

�

�

2

dt

¬

Z

1

0

Z

t

0

cos

�

2

s ds

Z

t

0

j x ( s ) j

2

cos

�

2

s

ds dt =

2

�

Z

1

0

Z

t

0

sin

�

2

t

j x ( s ) j

2

cos

�

2

s

ds dt

=

2

�

Z

1

0

Z

1

s

sin

�

2

t dt

j x ( s ) j

2

cos

�

2

s

ds =

4

�

2

Z

1

0

j x ( s ) j

2

ds =

4

�

2

k x k

2

2

;

co do w o dzi, »e k V k ¬

2

�

. Ró wno±¢ jest wym uszona przez funk cj¦ x ( t ) = cos

�

2

t ,

b o V x ( t ) =

2

�

sin

�

2

t , a funk cje sin

�

2

t i cos

�

2

t ma j¡ te same norm y . Mo»na te»

zau w a»y¢, »e dla funk cji x ( t ) = cos

�

2

t p o wy»sza nieró wno±¢ Sc h w arza przec ho dzi

w ró wno±¢.

Przestrze« L ( X ; Y )

7.10. Twierdzenie. Nie ch X i Y b ¦ d¡ przestrzeniami unormowanymi. Zbiór

L ( X ; Y ) wszystkich o gr aniczonych op er ator ów liniowych z X w Y , p o wpr owa-

dzeniu dziaªa« do dawania op er ator ów i mno»enia op er ator ów przez liczby w sp osób

nast¦puj¡cy

( T + S ) x = T x + S x;

( �T ) x = � T x;

or az normy jako normy op er ator owej, staje si¦ przestrzenia liniow¡ unormowan¡.

Je»eli przestrze« Y jest zup eªna, to L ( X ; Y ) tak»e jest przestrzeni¡ zup eªn¡.

Do w ó d: Spra wdzenie, »e L ( X ; Y ) jest przestrzeni¡ linio w ¡ unormo w an¡ jest nie-

trudne. Udo w o dnim y wi¦c t ylk o drug¡ cz¦±¢ t wierdzenia. Zaªó»m y , »e Y jest prze-

strzeni¡ zup eªn¡ i niec h f T

n

g b ¦dzie ci¡ giem Cauc h y'ego w L ( X ; Y ) . P oniew a»

dla k a»dego x 2 X

k T

n

x � T

m

x k ¬ k T

n

� T

m

k k x k ;

wi¦c f T

n

x g jest ci¡ giem Cauc h y'ego w przestrzeni Y . Z zup eªno±ci Y wynik a

istnienie granicy lim

n !1

T

n

x , któr¡ oznaczym y T x . P ok a»em y k olejno, »e przy-

p orz¡dk o w anie x ! T x jest linio w e, ci¡ gªe oraz, »e k T

n

� T k ! 0

Linio w o±¢ o dwzoro w ania T otrzym ujem y ªat w o przec ho dz¡c do granicy w ró w-

no±ciac h

T

n

( x

1

+ x

2

) = T

n

x

1

+ T

n

x

2

;

T

n

( �x ) = � T

n

x:
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P ok a»em y , »e op erator T jest ci¡ gªy . Zau w a»m y w t ym celu, »e fk T

n

kg jest licz-

b o wym ci¡ giem Cauc h y'ego, a wi¦c dla p ewnej staªej M zac ho dzi k T

n

k ¬ M ,

n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : , st¡d dla k a»dego x 2 X otrzym ujem y k T

n

x k ¬ M k x k , a to z

k olei p o ci¡ ga

k T x k ¬ M k x k :

P ozosta je wi¦c t ylk o do wie±¢, »e T

n

d¡»y do T w L ( X ; Y ) . Dla do w olnego " > 0

mam y

k T

n

x � T

m

x k ¬ k T

n

� T

m

k k x k < " k x k

przy dostatecznie du»yc h m i n . Ustala j¡c n i przec ho dz¡c do granicy przy m !

1 otrzymam y

k T

n

x � T x k ¬ " k x k ;

a to z de�nicji norm y op eratoro w ej da je k T

n

� T k ¬ " .

7.11. Zad anie. Gdy Y jest przestrzeni¡ niezup eªn¡, to L ( X ; Y ) tak»e jest nie-

zup eªna.

Op eratory o dwracalne

Definicja. Niec h T 2 L ( X ; Y ) . Je»eli istnieje taki op erator S 2 L ( Y ; X ) , »e

S T i T S s¡ op eratorami iden t yczno±cio wymi o dp o wiednio na przestrzeniac h X

i Y , to mó wim y , »e S jest op eratorem o dwrotn ym do T i piszem y S = T

� 1

.

Op erator o dwrotn y jest jedyn y , b o je»eli S

1

, S

2

s¡ o dwrotn ymi do T , to

(7 : 35) S

1

= S

1

I = S

1

( T S

2

) = ( S

1

T ) S

2

= I S

2

= S

2

:

7.12. Uw a gi.

1. Mo»e si¦ zdarzy¢, »e zac ho dzi t ylk o jedna z ró wno±ci, np. S T = I , za± T S 6=

I . Mó wim y wtedy , »e S jest lewym o dwrotn ym dla T , a T pra wym

o dwrotn ym dla S . Rozpatrzm y na przestrzeni `

2

op eratory

S ( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) = ( x

2

; x

3

; x

4

; : : : ) ;

T ( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) = (0 ; x

1

; x

2

; : : : ) :

Wtedy S T = I , za± T S ( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) = (0 ; x

2

; x

3

; : : : ) 6= ( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) ,

wi¦c T S 6= I .

2. Ze wzoru (7. 35) wynik a, »e je»eli op erator S

1

jest lewym o dwrotn ym dla

T , a S

2

pra wym o dwrotn ym dla T , to S

1

= S

2

, tzn. op erator T jest

o dwracaln y .

3. Je»eli op erator T 2 L ( X ; Y ) jest o dwracaln y , to przestrzenie X i Y s¡

izomor�czne. P ozw ala to spro w adzi¢ badania do przypadku X = Y .
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7.13. Twierdzenie. Nie ch X b ¦ dzie przestrzeni¡ Banacha. Zbiór elementów

o dwr ac alnych w L ( X ) tworzy grup ¦ wzgl¦ dem mno»enia i jest p o dzbior em otwar-

tym w L ( X ) . Na nim o dwzor owanie T ! T

� 1

jest ci¡gªe.

Do w ó d: Je»eli op eratory T i S s¡ o dwracalne, to o dwracaln y jest te» op erator

T S i ( T S )

� 1

= S

� 1

T

� 1

, b o

( T S )( S

� 1

T

� 1

) = T ( S S

� 1

) T

� 1

= T T

� 1

= I

oraz ( S

� 1

T

� 1

)( S T ) = I . Oznacza to, »e op eratory o dwracalne w L ( X ) z op eracj¡

skªadania t w orz¡ grup ¦.

P ok a»em y teraz, »e je»eli T jest op eratorem o dwracaln ym oraz k S � T k <

1 = k T

� 1

k , to S jest tak»e op eratorem o dwracaln ym. Wystarczy w t ym celu p ok a-

za¢ t ylk o, »e A = T

� 1

S jest op eratorem o dwracaln ym. Z zaªo»enia mam y

k I � A k = k T

� 1

( T � S ) k ¬ k T

� 1

k k T � S k < 1 ;

wi¦c szereg

B =

1

X

n =0

( I � A )

n

(przyjm ujem y tu ( I � A )

0

= I ) jest b ezwzgl¦dnie zbie»n y w L ( X ) . P oniew a»

AB = B � ( I � A ) B =

1

X

n =0

( I � A )

n

�

1

X

n =1

( I � A )

n

= I

oraz B A = B � B ( I � A ) = I , wi¦c B = A

� 1

.

Op erator S

� 1

mo»na wprost napisa¢ wzorem

S

� 1

=

1

X

n =0

�

T

� 1

( T � S )

�

n

T

� 1

:

Je»eli k S � T k ¬ " k T

� 1

k

� 1

, gdzie 0 < " < 1 , to k S

� 1

k ¬

1

1 � "

k T

� 1

k , wi¦c

k S

� 1

� T

� 1

k = k S

� 1

( T � S ) T

� 1

k ¬ k S

� 1

k k T � S k k T

� 1

k ¬

"

1 � "

k T

� 1

k :

7.14. Twierdzenie (o pr omieniu spektralnym). Nie ch X b ¦ dzie przestrze-

ni¡ unormowan¡. Dla ka»de go op er ator a T 2 L ( X ; Y ) istnieje gr anic a

r ( T ) = lim

n !1

k T

n

k

1 =n

:
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Liczb a r ( T ) nosi nazw¦ promie« sp ektraln y op er ator a T .

Do w ó d: Ustalm y liczb ¦ naturaln¡ m i przedsta wm y n w p ostaci n = k m + r ,

gdzie 0 ¬ r < m . Niec h M = max f 1 ; k T k ; k T

2

k ; : : : ; k T

m � 1

kg , wtedy

k T

n

k ¬ k T

m

k

k

k T k

r

¬ M k T

m

k

k

;

sk ¡d

lim sup

n !1

k T

n

k ¬ lim

n !1

M

1 =n

k T

m

k

k =n

:

P oniew a»

k

n

=

1

m

�

r

m

!

1

m

przy n ! 1 , otrzym ujem y

lim sup

n !1

k T

n

k

1 =n

¬ k T

m

k

1 =m

;

co da je

lim sup

n !1

k T

n

k

1 =n

¬ lim inf

m !1

k T

m

k

1 =m

:

7.15. Przykªad. P o dam y przykªad op eratora op eratora quasi-nilp oten tne-

go , tzn. op eratora, którego promie« sp ektraln y wynosi zero. Jest nim op erator V

okre±lon y na C [0 ; 1] wzorem

V x ( t ) =

Z

t

0

x ( s ) ds;

zw an y op eratorem V olterry .

Šat w o spra wdzam y przez induk cj¦, »e

(7 : 36) V

n

x ( t ) =

Z

t

0

( t � s )

n � 1

( n � 1)!

x ( s ) ds; n = 1 ; 2 ; 3 ; : : :

P ok a»em y , »e k V

n

k =

1

n !

. Je»eli x 2 C [0 ; 1] i k x k

1

¬ 1 , to

sup

t 2 [0 ; 1]

j V

n

x ( t ) j ¬ sup

t 2 [0 ; 1]

Z

t

0

( t � s )

n � 1

( n � 1)!

j x ( s ) j ds

¬ sup

t 2 [0 ; 1]

Z

t

0

( t � s )

n � 1

( n � 1)!

ds =

Z

1

0

( t � s )

n � 1

( n � 1)!

ds =

1

n !

:

P oniew a» nieró wno±ci te przec ho dz¡ w ró wno±ci dla x � 1 , wi¦c k V

n

k =

1

n !

.

Wynik a st¡d, »e r ( T ) = lim

n !1

k V

n

k

1 =n

= 0 .
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7.16. Twierdzenie. Nie ch T b ¦ dzie o gr aniczonym op er ator em liniowym na

przestrzeni Banacha X i nie ch r ( T ) oznacza je go pr omie« sp ektr alny. Je»eli liczb a

zesp olona � sp eªnia nier ówno±¢ j � j > r ( T ) , to op er ator ( �I � T )

� 1

istnieje i

mo»na go prze dstawi¢ w p ostaci b ezwzgl¦ dnie zbie»ne go szer e gu

(7 : 37) ( �I � T )

� 1

=

1

X

n =0

T

n

�

n +1

:

Do w ó d: Zau w a»m y , »e

lim

n !1

n

r







T

n

�

n +1







=

1

j � j

lim

n !1

n

p

k T

n

k =

r ( T )

j � j

< 1 ;

a wi¦c szereg (7. 37) jest b ezwzgl¦dnie zbie»n y w L ( X ) , a sk oro L ( X ) jest prze-

strzeni¡ zup eªn¡, to szereg ten jest tak»e zbie»n y . Niec h S oznacza jego sum¦.

Spra wdzam y ªat w o, »e S ( �I � T ) = ( �I � T ) S = I , a wi¦c, »e S = ( �I � T )

� 1

.

7.17. Przykªad. Wiem y ju», »e dla op eratora V olterry V zac ho dzi ró wno±¢

r ( V ) = 0 . W ob ec tego dla do w olnej liczb y zesp olonej � 6= 0 op erator ( �I � V )

jest o dwracaln y . Wynik a st¡d, »e ró wnanie caªk o w e

y ( t ) = � x ( t ) �

Z

t

0

x ( s ) ds;

tzn. ró wnanie y = ( �I � V ) x ma rozwi¡zanie

x =

1

X

n =0

V

n

y

�

n +1

:

Mo»na przy t ym k orzysta¢ ze wzoru (7. 36).

7.18. Przykªad. Zaªó»m y , »e c hcem y zbudo w a¢ k olumn¦ mostu tak, b y napr¦-

»enie w k a»dym punk cie k olumn y p o d naciskiem siªy

~

Q b yªo staªe i wynosiªo c .

Je»eli x ( t ) oznacza p ole przekro ju k olumn y na wysok o±ci t mierzonej o d szczytu

a � ci¦»ar wªa±ciwy materiaªu z którego wyk onam y k olumn¦, to otrzymam y ró w-

nanie

Q + �

Z

t

0

x ( s ) ds = c x ( t ) ;

czyli ró wnanie t ypu

y ( t ) = �x ( t ) �

Z

t

0

x ( s ) ds;
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gdzie y ( t ) =

Q

�

1 ( t ) i � =

c

�

. P oniew a» V 1 ( t ) =

R

t

0

( t � s )

n � 1

( n � 1)!

ds =

t

n

n !

, wi¦c

x ( t ) =

1

X

n =0

V

n

y ( t )

�

n +1

=

Q

c

1

X

n =0

t

n

n ! �

n

=

Q

c

e

t=�

=

Q

c

exp ( � t=c ) :

7.19. Przykªad. Ró wnanie ró»niczk o w e 1-szego rz¦du

x

0

= �x + x

0

; � 2 C ; x

0

2 C [0 ; 1]

ma rozwi¡zanie

x ( t ) =

Z

t

0

e

� ( t � s )

x

0

( s ) ds:

Istotnie, p oªó»m y � =

1

�

i y = � V x

0

. Wtedy y

0

= �x

0

� x , lub inaczej y =

�x � V x . Zatem

x =

1

X

n =0

V

n

y

�

n +1

=

1

X

n =0

V

n +1

x

0

�

n

=

1

X

n =0

�

n

V

n +1

x

0

:

Uwzgl¦dnia j¡c wzór (7. 36) otrzymam y

x ( t ) =

Z

t

0

1

X

n =0

�

n

( t � s )

n

n !

x

0

( s ) ds =

Z

t

0

e

� ( t � s )

x

0

( s ) ds:

Op erator sprz¦»on y

7.20. Twierdzenie (o opera torze sprz¦»onym). Nie ch H b ¦ dzie przestrze-

ni¡ Hilb erta. Dla ka»de go op er ator a T 2 L ( H ) istnieje dokªadnie je den op er ator

T

�

2 L ( H ) o tej wªasno±ci, »e

(7 : 38) h T x; y i = h x; T

�

y i

d la ka»dej p ary x; y 2 H . Ponadto zacho dzi r ówno±¢ k T

�

k = k T k .

Do w ó d: Ustalm y y 2 H . Odwzoro w anie x ! h T x; y i jest linio w e, a p onie-

w a» jh T x; y ij ¬ k T k k x k k y k , jest te» ci¡ gªe. Okre±la zatem ci¡ gªy funk cjonaª

linio wy na H . Z t wierdzenia Riesza o p ostaci funk cjonaªu linio w ego 4.10 wynik a,

»e h T x; y i = h x; z i dla p ewnego w ektora z 2 H . W ektor z jest jedyn y , ale za-

le»y o d wyb oru y . Oznaczm y go zatem z = T

�

y . Z wªasno±ci ilo czyn u sk alarnego

wnioskujem y , »e przyp orz¡dk o w anie y ! T

�

y jest linio w e, a p oniew a»

k T

�

y k = sup

k x k¬ 1

jh x; T

�

y ij = sup

k x k¬ 1

jh T x; y ij ¬ k T k k y k ;
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to okre±la ograniczon y op erator linio wy T

�

na H o normie k T

�

k ¬ k T k . W

isto cie zac ho dzi ró wno±¢ k T

�

k = k T k , gdy» z nieró wno±ci k T

�

k ¬ k T k wynik a

nieró wno±¢ k T

��

k ¬ k T

�

k , a jak wida¢ z (7. 38), T

��

= T .

Definicja. Op erator T

�

nazyw am y op eratorem sprz¦»on ym do T . Je»eli za-

c ho dzi ró wno±¢ T

�

= T , to mó wim y , »e T jest op eratorem samosprz¦»on ym lub

hermito wskim . Op erator T , dla którego T

�

T = T T

�

, tzn. op erator k om utuj¡cy

ze sw oim sprz¦»on ym, nosi nazw ¦ op eratora normalnego .

7.21. Przykªad y.

1. Op erator S

�

sprz¦»on y do op eratora przesuni¦cia S na `

2

S ( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) = (0 ; x

1

; x

2

; : : : )

ma p osta¢

S

�

( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) = ( x

2

; x

3

; x

4

; : : : ) ;

b o

h S x; y i =

1

X

n =1

x

n

y

n +1

= h x; S

�

y i :

2. Dla op eratora V olterry V x ( t ) =

R

t

0

x ( s ) ds na przestrzeni L

2

(0 ; 1) otrzy-

m ujem y

V

�

x ( t ) =

Z

1

t

x ( s ) ds;

b o

h V x; y i =

Z

1

0

Z

t

0

x ( s ) y ( t ) ds dt =

Z

1

0

Z

1

s

x ( s ) y ( t ) dt ds = h x; V

�

y i :

3. Je»eli A jest op eratorem linio wym na C

n

, o macierzy f a

i;j

g

n

i;j =1

, to op e-

rator sprz¦»on y A

�

ma macierz f a

j;i

g

n

i;j =1

, transp ono w an¡ sprz¦»on¡.

7.22. Twierdzenie. Op er acja T ! T

�

ma nast¦puj¡c e wªasno±ci:

1. ( T + S )

�

= T

�

+ S

�

,

2. ( �T )

�

= �T

�

,

3. T

��

= T ,

4. ( S T )

�

= T

�

S

�

,

5. k T

�

k = k T k ,

6. k T

�

T k = k T k

2

,

7. je±li T

� 1

istnieje, to istnieje te» ( T

�

)

� 1

i ( T

�

)

� 1

= ( T

� 1

)

�

.
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7.23. Twierdzenie. Norma op er ator a hermitowskie go wyr a»a s¡ wzor em

k T k = sup

k x k¬ 1

jh T x; x ij :

Do w ó d: Wystarczy ograniczy¢ si¦ do przypadku, gdy k T k = 1 . Istotnie, dla T =

0 t wierdzenie jest o czywi±cie pra wdziw e, a gdy T 6= 0 , to kªad¡c S =

1

k T k

T

otrzymam y

1 = sup

k x k¬ 1

�

�

h S x; x i

�

�

=

1

k T k

sup

k x k¬ 1

�

�

h T x; x i

�

�

;

a st¡d

k T k = sup

k x k¬ 1

�

�

h T x; x i

�

�

:

Zaªó»m y wi¦c, »e k T k = 1 i oznaczm y sup

k x k¬ 1

�

�

h T x; x i

�

�

= a . Mam y p ok aza¢, »e

a = 1 . Z nieró wno±ci Sc h w arza wynik a, »e

�

�

h T x; x i

�

�

¬ k T x k k x k ¬ k x k

2

;

zatem a ¬ 1 . Ustalm y x 2 H i oznaczm y y = x + T x , z = x � T x . Wtedy

h T y ; y i = h T x; x i + h T

2

x; x i + h T x; T x i + h T

2

x; T x i ;

h T z ; z i = �h T x; x i + h T

2

x; x i + h T x; T x i � h T

2

x; T x i :

Odejm uj¡c te nieró wno±ci stronami i u wzgl¦dnia j¡c, »e h T

2

x; x i = h T x; T x i =

k T x k

2

, otrzym ujem y

h T y ; y i � h T z ; z i = 4 k T x k

2

:

Z drugiej stron y

�

�

h T x; y i

�

�

¬ a k y k

2

oraz

�

�

h T z ; z i

�

�

¬ a k z k

2

, wi¦c

4 k T x k

2

¬

�

�

h T y ; y i

�

�

+

�

�

h T z ; z i

�

�

¬ a

�

k y k

2

+ k z k

2

�

= a

�

k x + T x k

2

+ k x � T x k

2

�

:

Korzysta j¡c z ró wno±ci ró wnolegªob oku i tego, »e a ¬ 1 mo»em y napisa¢

4 k T x k

2

¬ 2 a

�

k x k

2

+ k T x k

2

�

¬ 2 a k x k

2

+ 2 k T x k

2

;

czyli

k T x k

2

¬ a k x k

2

;

a st¡d ju» ªat w o otrzym ujem y 1 = k T k = sup

k x k¬ 1

k T x k ¬ a .
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7.24. Twierdzenie.

1. Ka»dy op er ator T 2 L ( H ) ma je dnoznaczne prze dstawienie w p ostaci

T = T

1

+ iT

2

;

gdzie T

1

i T

2

s¡ op er ator ami hermitowskimi.

2. Op er ator T jest normalny wte dy i tylko wte dy, gdy T

1

i T

2

komutuj¡.

3. Dla op er ator a normalne go zacho dzi r ówno±¢

k T k =

q





T

2

1

+ T

2

2





:

Do w ó d: Je»eli ró wno±¢ T = T

1

+ iT

2

zac ho dzi, to T

�

= T

1

� iT

2

, wi¦c T

1

=

1

2

( T + T

�

) i T

2

=

1

2 i

( T � T

�

) , mo»na zatem te dwie ostatnie ró wno±ci przyj¡¢

jak o de�nicje op eratoró w T

1

i T

2

. Punkt 2 wynik a z ró wno±ci T

�

T � T T

�

=

2 i ( T

1

T

2

� T

2

T

1

) a punkt 3 z tego, »e k T k

2

= k T

�

T k oraz T

�

T = T

2

1

+ T

2

2

.

Op eratory normalne

Op eratory normalne, w szczególno±ci macierze normalne n � n , t w orz¡ w a»n¡

klas¦ op eratoró w. Zac ho dzi dla nic h t wierdzenie sp ektralne (patrz ?? ), które dla

macierzy oznacza mo»liw o±¢ spro w adzenia do p ostaci diagonalnej, tzn. p ozw ala

przedsta wi¢ macierz A w p ostaci A = U

� 1

B U , gdzie U jest macierz¡ unitarn¡ a

B macierz¡ diagonaln¡.

7.25. Lema t. W L ( H ) pr omie« sp ektr alny ma wªasno±ci:

1. r ( T ) ¬ k T k ,

2. r ( T

k

) = r ( T )

k

,

3. r ( T

�

) = r ( T ) .

Do w ó d: P oniew a» k T

k n

k

1 =n

¬ k T

n

k

k =n

, wi¦c przy n ! 1 otrzym ujem y r ( T

k

) ¬

r ( T )

k

. Z drugiej stron y , gdy n = k m + r , 0 ¬ r < k , to k T

n

k

k =n

¬ M k T

k m

k ,

gdzie M = max

0 ¬ r <k

k T

r

k , wi¦c k T

k

k

k =n

¬ k T

k m

k

1 =m

M

k =n

, dlatego r ( T

k

) ¬

r ( T

k

) .

7.26. Twierdzenie. Dla op er ator a normalne go T 2 L ( H ) zacho dzi r ówno±¢

k T

n

k = k T k

n

; n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : ;

w szcze gólno±ci r ( T ) = k T k .
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Do w ó d: Mam y

k T

2

k

2

= k ( T

�

)

2

T

2

k = k ( T

�

T )( T

�

T ) k = k T

�

T k

2

= k T k

4

:

a dalej przez induk cj¦ dosta jem y k T

2

n

k = k T k

2

n

. Wynik a st¡d, »e r ( T ) = k T k .

P oniew a» T

n

jest tak»e op eratorem normaln ym, wi¦c k T

n

k = r ( T

n

) , ale z Lematu

wynik a, »e t ( T

n

) = r ( T )

n

wi¦c k T

n

k = k T k

n

, co k o«czy do w ó d.

7.27. Twierdzenie (o charakter yza cji opera tor ó w normalnych).

Op er ator T 2 L ( H ) jest normalny wte dy i tylko wte dy, gdy k T x k = k T

�

x k d la

ka»de go x 2 H .

Do w ó d: Niec h T 2 L ( H ) i niec h S = T T

�

� T

�

T . Wtedy dla do w olnego x 2 H

h S x; x i = h T T

�

x � T

�

T x; x i = h T T

�

x; x i � h T

�

T x; x i

= h T

�

x; T

�

x i � h T x; T x i = k T

�

x k

2

� k T x k

2

:

Je»eli T jest op eratorem normaln ym, to S = 0 , a zatem ró wno±¢ k T

�

x k = k T x k

zac ho dzi dla k a»dego x 2 H .

Z drugiej stron y wiem y , »e ta ró wno±¢ p o ci¡ ga h S x; x i = 0 dla wszystkic h

x 2 H . P oniew a» S jest op eratorem hermito wskim , to

k S k = sup

k x k¬ 1

�

�

h S z ; x i

�

�

= 0 ;

czyli T

�

T = T T

�

.

7.28. Twierdzenie. Nie ch T b ¦ dzie op er ator em normalnym w L ( H ) . Op er ator

o dwr otny T

� 1

istnieje wte dy i tylko wte dy, gdy

inf

k x k =1

k T x k > 0 :

Do w ó d: Oznaczm y

inf

k x k =1

k T x k = c:

Je»eli op erator o dwrotn y T

� 1

istnieje, to dla do w olnego x 2 H mam y

k x k = k T

� 1

( T x ) k ¬ k T

� 1

k k T x k ;

a st¡d

k T x k  k x k k T

� 1

k

� 1

:
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Zaªó»m y teraz, »e c > 0 . Šat w o p ok azuje si¦, »e dla do w olnego x zac ho dzi nie-

ró wno±¢

k x k ¬

1

c

k T x k :

wynik a st¡d, »e T jest op eratorem ró»no w arto±cio wym, gdy» ró wno±¢ T x

1

= T x

2

p o ci¡ ga k x

1

� x

2

k ¬

1

c

k T x

1

� T x

2

k = 0 , czyli x

1

= x

2

.

Ab y do wie±¢, »e T

� 1

istnieje, nale»y jeszcze p ok aza¢, »e T ( H ) = H . Sp eªnione

wtedy b ¦d¡ zaªo»enia t wierdzenia o o dwzoro w aniu o dwrotn ym.

P ok a»em y na jpierw, »e T ( H ) jest domkni¦t¡ p o dprzestrzeni¡ linio w ¡ w H .

Niec h y 2 T ( H ) . Istnieje taki ci¡ g f x

n

g , »e T x

n

! y . ci¡ g f T x

n

g jest ci¡ giem

Cauc h y'ego w H , a z tego, »e k x

n

� x

m

k ¬

1

c

k T x

n

� T x

m

k , n; m = 1 ; 2 ; 3 ; : : :

wynik a, »e tak»e f x

n

g jest ci¡ giem Cauc h y'ego w H . Oznaczm y lim

n !1

x

n

= x .

Wtedy

k T x � y k = lim

n !1

k T x

n

� y k = 0 ;

w rezultacie y 2 T ( H ) .

T eraz do w ó d spro w adza si¦ do p ok azania, »e T ( H )

?

= f 0 g . W e¹m y y 2

T ( H )

?

. Wtedy

h x; T

�

y i = h T x; y i = 0

dla k a»dego x 2 H . Jest to mo»liw e t ylk o wtedy , gdy T

�

y = 0 . Z zaªo»enia

op erator T jest normaln y , zatem k T

�

y k = k T y k , co da je

0 = k T

�

y k = k T y k 

1

c

k y k ;

czyli y = 0 .

F orma kw adrato w a op eratora

Definicja. Niec h T 2 L ( H ) . F unk cj¦ f

T

: H ! C p ostaci

f

T

( x ) = h T x; x i

nazyw am y form¡ kw adrato w ¡ op eratora T .

7.29. Twierdzenie. Nie ch T b ¦ dzie op er ator em w zesp olonej przestrzeni Hil-

b erta H a f

T

je go form¡ kwadr atow¡. Wte dy:

a. f

T

je dnoznacznie wyznacza T .

b. f

T

jest funkcj¡ rze czywist¡ wte dy i tylko wte dy, gdy T jest op er ator em

hermitowskim.

c. Je»eli oznaczymy k f

T

k = sup

k x k¬ 1

�

�

f

T

( x )

�

�

, to

k f

T

k ¬ k T k ¬ 2 k f

t

k :
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Do w ó d: Z ró wno±ci ró wnolegªob oku mam y

(7 : 39) h T x; y i =

1

4

�

f

T

( x + y ) � f

T

( x � y ) + i f

T

( x + iy ) � i f

T

( x � iy )

�

:

wynik a st¡d, »e je»eli f

T

1

= f

T

2

, to h T

1

x; y i = h T

2

x; y i dla wszystkic h x; y 2 H , a

wi¦c T

1

= T

2

. Zau w a»m y , »e T jest op eratorem hermito wskim wtedy i t ylk o wtedy ,

gdy f

T

jest funk cj¡ rzeczywist¡. P oniew a» f

T

( x ) ¬ k f

T

k k x k

2

dla do w olnego

w ektora x 2 H , wi¦c z (7. 39) wynik a, »e

�

�

h T x; y i

�

�

¬

1

4

k f

t

k

�

k x + y k

2

+ k x � y k

2

+ k x + iy k

2

+ k x � iy k

2

�

¬ k f

T

k

�

k x k

2

+ k y k

2

�

;

wi¦c

k T k = sup

k x k¬ 1

k y k¬ 1

�

�

h T x; y i

�

�

¬ 2 k f

T

k :

Nieró wno±¢ k f

T

k ¬ k T k jest o czywista.

Uw a ga. W rzeczywistej przestrzeni Hilb erta »adna z wªasno±ci a, b, c nie zac ho-

dzi. Kon trprzykªadem na k a»d¡ z nic h jest op erator T =

�

0 1

� 1 0

�

w R

2

. Mam y

tu f

T

� 0 .

Uw a ga. Dla do w olnego op eratora T na przestrzeni Hilb erta zbiór

fh T x; x i : k x k ¬ 1 g

jest domkni¦t y i wypukªy (Twierdzenie T o eplitza-Hausdor�a, patrz [H])



Op eratory do datnie 123

Op eratory do datnie

Op erator T 2 L ( H ) nazyw am y do datnim i piszem y T  0 , je»eli jest hermi-

to wski oraz h T x; x i  0 dla wszystkic h x 2 H

7.30. Twierdzenie. Nie ch H b ¦ dzie przestrzeni¡ Hilb erta. Wte dy

1. T

�

T jest op er ator em do datnim d la dowolne go T 2 L ( H ) .

2. W zesp olonej przestrzeni Hilb erta warunek h T x; x i  0 d la wszystkich x 2

H p o ci¡ga hermitowsko±¢ op er ator a T .

3. Je»eli T  0 , to ( I + T )

� 1

istnieje i





( I + T )

� 1





¬ 1 .

Do w ó d: ad 3. Mam y

k ( I + T ) x k

2

= k x k

2

+ k T x k

2

+ 2 h T x; x i  k x k

2

;

wi¦c sp eªnione s¡ zaªo»enia t wierdzenia o istnieniu op eratora o dwrotnego dla op e-

ratora normalnego 7.28. Otrzymana nieró wno±¢ p o ci¡ ga tak»e nieró wno±¢





( I +

T )

� 1





¬ 1 .

Definicja. Dla op eratoró w S; T 2 L ( H ) zapis S ¬ T , lub T  S oznacza, »e

T � S jest op eratorem do datnim.

7.31. Zad anie. Niec h A , B , C b ¦d¡ op eratorami na przestrzeni Hilb erta H .

P ok aza¢, »e:

1. A ¬ B ^ B ¬ A ) A = B .

2. A ¬ B ^ B ¬ C ) A ¬ C .

3. A

1

¬ A

2

^ B

1

¬ B

2

) A

1

+ B

1

¬ A

2

+ B

2

.

4. A ¬ B ^ �  0 ) �A ¬ �B .

5. A ¬ B ) � A  � B .

7.32. Przykªad. Niec h T b ¦dzie op eratorem hermito wskim . Wtedy

m I ¬ T ¬ M I ;

gdzie m = inf

k x k =1

h T x; x i , M = sup

k x k =1

h T x; x i . P onadto

k T k = max

�

j m j ; j M j

	

:

Definicja. Liczb y m , M nazyw am y o dp o wiednio kresem doln ym oraz kre-

sem górn ym op eratora T .



124 VI I. OPERA TOR Y LINIO WE

7.33. Twierdzenie. Je»eli m > 0 or az m I ¬ T ¬ M I , to op er ator o dwr otny

T

� 1

istnieje i sp eªnia nier ówno±ci

1

M

I ¬ T

� 1

¬

1

m

I :

Do w ó d: Z zaªo»enia T = m I + A , gdzie A  0 , zatem

k T x k

2

 m

2

k x k

2

+ k Ax k

2

+ 2 m h Ax; x i  m

2

k x k

2

:

Z t wierdzenia o op eratorze o dwrotn ym do op eratora normalnego 7.28 wnosim y , »e

op erator T

� 1

istnieje i k T

� 1

k ¬

1

m

. Wi¦c h T

� 1

x; x i ¬ k T

� 1

k k x k

2

, a to oznacza,

»e

T

� 1

¬

1

m

I :

Je±li oznaczym y m

0

= inf

k x k =1

h T

� 1

x; x i , to h T

� 1

x; x i = h y ; T y i  0 dla x =

T y , wi¦c rozum uj¡c jak p oprzednio dla T otrzymam y M = k T k ¬

1

m

0

, czyli

m

0



1

M

, a st¡d

1

M

I ¬ T

� 1

:

7.34. Twierdzenie (uogólniona nier ó wno±¢ Schw arza). Dla op er ator a

do datnie go T w L ( H ) i dowolnych x; y 2 H zacho dzi nier ówno±¢

�

�

h T x; y i

�

�

2

¬ h T x; x ih T y ; y i :

Do w ó d: F unk cja hh x; y ii = h tx; y i ma wszystkie wªasno±ci ilo czyn u sk alarnego, z

wyj¡tkiem b y¢ mo»e hh x; y ii = 0 wtedy i t ylk o wtedy , gdy x = 0 . Dla tej funk cji

mo»na p o wtórzy¢ standarto wy do w ó d nieró wno±ci Sc h w arza.

7.35. Wnioski.

1. Je»eli S  0 , to d la ka»de go x 2 H

k S x k

2

¬ k S k h S x; x i :

2. Je»eli S  0 , to r ówno±¢ h S x

0

; x

0

i = 0 p o ci¡ga S x

0

= 0 .

Do w ó d: Z uogólnionej nieró wno±ci Sc h w arza dosta jem y

k S x k

4

=

�

�

h S x; S x i

�

�

2

¬ h S x; x i h S ( S x ) ; S x i ¬ h S x; x i k S k k S x k

2

a st¡d »¡dan¡ nieró wno±¢.
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Ci¡ gi monotoniczne op eratoró w

Definicja. Ci¡ g f T

n

g op eratoró w hermito wskic h na przestrzeni Hilb erta nazy-

w am y monotoniczn ym , je»eli T

1

¬ T

2

¬ T

3

¬ : : : lub T

1

 T

2

 T

3

 : : : .

7.36. Twierdzenie (o ci¡ ga ch monotonicznych). Ka»dy monotoniczny i

o gr aniczony ci¡g op er ator ów hermitowskich jest mo cno zbie»ny, tzn. istnieje taki

op er ator T 2 L ( H ) , »e

lim

n !1

k T

n

x � T x k = 0

d la ka»de go x 2 H .

Do w ó d: Wystarczy p ok aza¢, »e dla k a»dego x 2 H istnieje granica lim

n !1

T

n

x ,

gdy» ró wno±¢ T x = lim

n !1

T

n

x , x 2 H okre±la na przestrzeni H op erator

linio wy i ograniczon y .

Dla ustalonego x 2 H ci¡ g fh t

n

x; x ig jest monotoniczn ym i ograniczon ym

ci¡ giem liczb rzeczywist yc h, jest wi¦c zbie»n y . P ok a»em y , »e p o ci¡ ga to zbie»no±¢

ci¡ gu f T

n

x g . Dla do w oln yc h wsk a¹nik ó w m , n mam y

k T

n

x � T

m

x k = k ( T

n

� T

m

) x k = k ( T

m

� T

n

) x k :

P oniew a» przyna jmniej jeden z op eratoró w T

n

� T

m

, T

m

� T

n

jest do datni, p o-

wiedzm y T

n

� T

m

, zatem z wniosku 7.35.1 otrzym ujem y

k T

n

x � T

m

x k

2

= k ( T

n

� T

m

) x k

2

¬ k T

n

� T

m

k h ( T

n

� T

m

) x; x i

¬ 2 M

�

h T

n

x; x i � h T

m

x; x i

�

;

gdzie M = sup

k  1

k T

k

k .

Wiem y ju», »e ci¡ g fh T

n

x; x ig jest zbie»n y , jest wi¦c ci¡ giem Cauc h y'ego a

to, na mo cy dopiero co udo w o dnionej nieró wno±ci oznacza, »e f T

n

x g jest ci¡ giem

Cauc h y'ego w H , jest zatem zbie»n y .

7.37. Twierdzenie (o pier wiastku kw adra to wym). Dla dowolne go op e-

r ator a do datnie go T istnieje, i to dokªadnie je den, taki op er ator do datni S , »e

S

2

= T . Op er ator ten komutuje z ka»dym op er ator em komutuj¡cym z T .

Do w ó d: Idea do w o du jest ukryta w nast¦puj¡cym prost ym t wierdzeniu z analizy:

dla do w olnej liczb y a 2 [0 ; 1] ci¡ g rekurencyjn y

a

0

= 0 ; a

n +1

=

1

2

( a

2

n

+ 1 � a ) ; n = 0 ; 1 ; 2 ; : : :
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jest monotonicznie rosn¡cy i zbie»n y do 1 �

p

a . Zastosujem y to t wierdzenie do

op eratora T , o którym b ez ograniczenia ogólno±ci mo»em y zaªo»y¢, »e 0 ¬ T ¬ I .

Ut w órzm y rekurencyjn y ci¡ g op eratoró w

S

0

= 0 ; S

n +1

=

1

2

( S

2

n

+ I � T ) ; n = 0 ; 1 ; 2 ; : : : :

Wtedy 0 ¬ S

1

¬ S

2

¬ : : : ¬ I , a wi¦c z t wierdzenia o ci¡ gac h monotoniczn yc h

7.36 ci¡ g ten jest mo cno zbie»n y w L ( H ) do p ewnego op eratora do datniego B .

P oniew a» 0 ¬ B ¬ I , wi¦c op erator S = I � B jest do datni. Przec ho dz¡c do

granicy w ró wno±ci

S

n +1

x =

1

2

( S

2

n

+ I � T ) x;

pra wdziw ej dla k a»dego x 2 H , otrzymam y

B x =

1

2

( B

2

+ I � T ) x;

czyli

T x = ( I � B )

2

x = S

2

x;

a st¡d T = S

2

.

Do w ó d b ¦dzie zak o«czon y , je»eli p ok a»em y , »e S jest jedyn ym op eratorem

do datnim o wªasno±ci S

2

= T . Je»eli dan y jest op erator S

0

 0 , S

0 2

= T , to

S

0

T = S

0 3

= T S

0

, tzn. S

0

jest przemienn y z T . Šat w o p ok azujem y , »e wtedy

S

0

S

n

= S

n

S

0

dla n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : i w k onsekw encji, »e S

0

B = B S

0

. Mam y wi¦c

S

0

S = S S

0

a ró wno±¢ S

0

= S wynik a z p oni»szego lematu.

7.38. Lema t. Je»eli op er atory do datnie S , T komutuj¡, to r ówno±¢ S

2

= T

2

p o ci¡ga r ówno±¢ S = T .

Do w ó d: Niec h x 2 H i y = ( S � T ) x . Wtedy

0 = h ( S

2

� T

2

) x; y i = h ( S + T ) y ; y i = h S y ; y i + h T y ; y i :

P oniew a» S i T s¡ op eratorami do datnimi, wi¦c z wniosku 7.35.2 otrzym ujem y

S y = T y = 0 , a w k onsekw encji

k S x � T x k = h S y � T y ; x i = 0 :

Definicja. Op erator S z t wierdzenia 7.36 nazyw am y pierwiastkiem kw adra-

to wym z op eratora T i oznaczam y T

1 = 2

.

7.39. Wniosek. Op er ator T jest do datni wte dy i tylko wte dy, gdy jest p ostaci

T = S

�

S:
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Definicja. Op erator U 2 L ( H ) nazyw am y izometri¡ , je»eli k U x k = k x k dla

k a»dego x 2 H . Jest to ró wno w a»ne ró wno±ci U

�

U = I . Op erator U jest cz¦-

±cio w ¡ izometri¡ , je»eli H = H

0

� H

1

, oraz U j

H

0

� 0 i U j

H

1

jest izometri¡.

7.40. Twierdzenie o r ozkªadzie bieguno wym. Ka»dy op er ator T 2 L ( H )

mo»na je dnoznacznie prze dstawi¢ w p ostaci

T = U S;

gdzie S jest op er ator em do datnim a U cz¦±ciow¡ izometri¡ na H .

Do w ó d: Dla op eratora S = ( T

�

T )

1 = 2

i x 2 H mam y

(7 : 40) k S x k

2

= h S

2

x; x i = h T

�

T x; x i = h T x; T x i = k T x k

2

:

Oznaczm y H

1

= S ( H ) ; jest to p o dprzestrze« linio w a w H , c ho ¢ mo»e nie b y¢

domkni¦ta. Dla y 2 H

1

istnieje taki w ektor x 2 H , »e y = S x . P oªó»m y U y = T x .

W ektor U y jest dobrze okre±lon y , b o je±li S x

1

= S x

2

, tzn. S ( x

1

� x

2

) = 0 , to z

(7. 40) tak»e T x

1

= T x

2

. Z (7. 40) wynik a tak»e, »e U jest izometri¡ linio w ¡ na

H

1

, zatem przedªu»a si¦ jednoznacznie do izometrii na H

1

. Kªad¡c U x = 0 dla

x 2 H

0

= H

?

1

otrzymam y cz¦±cio w ¡ izometri¦ sp eªnia j¡c¡ ró wno±¢ T = U S .

Widmo op eratora, w arto±ci wªasne

Liczb ¦ zesp olon¡ � nazyw am y w arto±ci¡ wªasn¡ op eratora T 2 L ( X ) je»eli

dla p ewnego x

0

2 X , x

0

6= 0 , zac ho dzi

T x

0

= � x

0

:

Zbiór �

p

( T ) wszystkic h w arto±ci wªasn yc h op eratora T nazyw am y widmem

punkto wym lub sp ektrum punkto wym op eratora T .

Niec h � 2 �

p

( T ) . W ektor x 2 X sp eªnia j¡cy ró wno±¢ T x = � x nazyw am y

w ektorem wªasn ym o dp o wiada j¡cym w arto±ci wªasnej � . Zbiór wszystkic h ta-

kic h w ektoró w t w orzy domkni¦t¡ p o dprzestrze« linio w ¡ w X , zw an¡ p o dprze-

strzeni¡ wªasn¡ op eratora T .

7.41. Przykªad. Na przestrzeni `

2

rozpatrzm y op erator przesuni¦cia S p ostaci

S ( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) = ( x

2

; x

3

; x

4

; : : : ) :

Je±li liczba � 2 C jest w arto±ci¡ wªasn¡ op eratora S , a x = ( x

1

; x

2

; x

3

; : : : )

o dp o wiada j¡cym jej, niezero wym w ektorem wªasn ym, to

(7 : 41) x

k +1

= � x

k

; k = 1 ; 2 ; 3 ; : : : ; oraz x

1

6= 0 :



128 VI I. OPERA TOR Y LINIO WE

Gdy j � j < 1 , to dla x = (1 ; �; �

2

; : : : ) mam y S x = � x , wi¦c � 2 �

p

( S ) . Je»eli

j � j  1 , to w arunek (7. 41) nie mo»e b y¢ sp eªnion y dla »adnego w ektora x 2 `

2

.

Dlatego �

p

( S ) = f z 2 C : j z j < 1 g . Dla op eratora sprz¦»onego S

�

S

�

( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) = (0 ; x

1

; x

2

; : : : )

otrzym ujem y �

p

( S

�

) = ; .

7.42. Twierdzenie. Nie ch T b ¦ dzie op er ator em hermitowskim na przestrzeni

Hilb erta H . Wte dy:

a. Warto±ci wªasne op er ator a T s¡ liczb ami rze czywistymi.

b. Po dprzestrzenie wªasne o dp owiadaj¡c e r ó»nym warto±ciom wªasnym s¡ or-

to gonalne.

c. W o±r o dkowej przestrzeni Hilb erta zbiór �

p

( T ) jest c o najwy»ej przeliczalny.

Uw a ga. Z przykªadu 7.41 wida¢, »e »adna z wªasno±ci a, b, c nie przysªuguje

wszystkim ograniczon ym op eratorom na przestrzeni Hilb erta.

Definicja. Niec h T b ¦dzie ograniczon ym op eratorem na przestrzeni Banac ha

X . Widmem lub sp ektrum � ( T ) op eratora T nazyw am y zbiór

� ( T ) = f � 2 C : ( � I � T )

� 1

nie istnieje g :

Zau w a»m y , »e �

p

( T ) � � ( T ) .

7.43. Twierdzenie. Nie ch T 2 L ( H ) . Wte dy:

1. � ( T ) jest p o dzbior em domkni¦tym pªaszczyzny.

b. � ( � T ) = � � ( T ) .

c. � ( T

�

) = � ( T ) .

d. sup fj � j : � 2 � ( T ) g ¬ r ( T ) .

Do w ó d: Domkni¦to±¢ � ( T ) wynik a wprost z ot w arto±ci zbioru elemen tó w o dwra-

caln yc h przestrzeni L ( H ) a ró wno±¢ zbioró w � ( T

�

) i � ( T ) z to»samo±ci

�

( � I � T )

� 1

�

�

= ( � I � T

�

)

� 1

:

Je»eli � > r ( T ) , to szereg

1

X

n =0

T

n

�

n +1

jest b ezwzgl¦dnie zbie»n y w L ( H ) , jego suma to op erator o dwrotn y do op eratora

� I � T , zatem � =2 � ( T ) .
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Uw a ga. P ok a»em y p otem ?? , »e � ( T ) jest zbiorem niepust ym oraz, »e w d za-

c ho dzi ró wno±¢. T o tªumaczy nazw ¦ ÿ promie« sp ektraln y" dla liczb y r ( T ) .

7.44. Przykªad y.

1. Dla op eratora S z p oprzedniego przykªadu mam y

� ( S ) = � ( S

�

) = f z 2 C : j z j ¬ 1 g :

Istotnie, op erator S jest k on trak cj¡, wi¦c r ( S ) ¬ k S k ¬ 1 , co oznacza, »e

� ( S ) � f z 2 C :: j z j ¬ 1 g . Za wieranie � wynik a z � ( S ) � �

p

( S ) = f z 2

C : j z j < 1 g i domkni¦to±ci � ( S ) .

2. Niec h op erator T 2 L

�

L

2

(0 ; 1)

�

b ¦dzie okre±lon y wzorem

T x ( t ) = f ( t ) x ( t ) ; t 2 (0 ; 1) ;

gdzie f jest ograniczon¡ funk cj¡ mierzaln¡ na (0 ; 1) . Liczba � jest w arto-

±ci¡ wªasn¡ op eratora T wtedy i t ylk o wtedy , gdy ró wno±¢ f ( t ) = � za-

c ho dzi na zbiorze miary do datniej. Liczba � le»y w sp ektrum op eratora T

wtedy i t ylk o wtedy , gdy dla k a»dego " > 0 zbiór f t 2 (0 ; 1) :

�

�

f ( t ) � �

�

�

< " g

jest miary do datniej. W szczególno±ci dla funk cji f ci¡ gªej otrzym ujem y

� ( T ) = f

�

(0 ; 1)

�

.

7.45. Twierdzenie. Je»eli T jest op er ator em normalnym w L ( H ) , to

� ( T ) � fh T x; x i : k x k = 1 g :

Wynika st¡d, »e widmo op er ator a hermitowskie go jest p o dzbior em pr ostej rze czy-

wistej a widmo op er ator a do datnie go p o dzbior em p óªpr ostej [0 ; 1 ) .

Do w ó d: Je»eli � =2 fh T x; x i : k x k = 1 g , to

0 < inf

k x k =1

�

�

h ( � I � T ) x; x i

�

�

¬ inf

k x k =1





( � I � T )





;

a wi¦c op erator � I � T jest o dwracaln y na mo cy t wierdzenia 7.28 o istnieniu

op eratora o dwrotnego dla op eratora normalnego.

Rezolw en ta op eratora

Dla op eratora ograniczonego T na przestrzeni Banac ha X oznaczm y przez

� ( T ) dop eªnienie widma � ( T ) op eratora T . Jest to ot w art y p o dzbiór pªaszczyzn y

zesp olonej a dla k a»dego � 2 � ( T ) istnieje op erator

R ( �; T ) = ( � I � T )

� 1

;

zw an y rezolw en t¡ op eratora T .



130 VI I. OPERA TOR Y LINIO WE

7.46. Lema t (r ó wnanie Hilber t a). Nie ch T 2 L ( X ) . Je±li �; � 2 � ( T ) , to

R ( �; T ) � R ( �; T ) = ( � � � ) R ( �; T ) R ( �; T ) :

Do w ó d: Op eratory R ( �; T ) i R ( �; T ) k om utuj¡, wi¦c

( � I � T ) R ( �; T ) R ( �; T ) = R ( �; T ) ;

( � I � T ) R ( �; T ) R ( �; T ) = R ( �; T ) :

P o o dj¦ciu t yc h ró wno±ci stronami otrzymam y p ostulo w ane ró wnanie.

7.47. Lema t. Nie ch T 2 L ( X ) . Dla dowolnych x 2 X , x

�

2 X

�

funkcja

� � ! x

�

�

R ( �; T ) x

�

jest holomor�czna na � ( T ) .

Do w ó d: P ok azali±m y je» w cze±niej (patrz ?? ), »e funk cja � ! R ( �; T ) jest ci¡ gªa.

Z lematu 7.46 mam y wi¦c

lim

� ! �

x

�

�

R ( �; T ) x

�

� x

�

�

R ( �; T ) x

�

� � �

= lim

� ! �

x

�

�

� R ( �; T ) R ( �; T ) x

�

= � x

�

�

R ( �; T )

2

x

�

:

Oznacza to, »e funk cja � ! x

�

�

R ( �; T )

�

ma p o c ho dn¡ w k a»dym punk cie � 2

� ( T ) .

7.48. Twierdzenie. W zesp olonej przestrzeni Banacha X widmo dowolne go

op er ator a o gr aniczone go jest zbior em niepustym.

Do w ó d: Je»eli j � j > k T k , to R ( �; T ) =

1

P

n =0

T

n

�

n +1

; wi¦c





R ( �; T )





¬

1

X

n =0

k T

n

k

j � j

n +1

=

1

j � j � k T k

:

Wynik a st¡d, »e lin

j � j!1





R ( �; T )





= 0 . Zaªó»m y niewprost, »e � ( T ) jest zbiorem

pust ym. Wtedy dla k a»dyc h x 2 X i x

�

2 X

�

funk cja � � ! x

�

�

R ( �; T ) x

�

jest

caªk o wita (holomor�czna na caªej pªaszczy¹nie zesp olonej) i d¡»y do zera przy

j � j ! 1 . Jest wi¦c ograniczona. Z t wierdzenia Liouville'a wynik a, »e jest funk cj¡

staª¡, m usi wi¦c b y¢ funk cj¡ to»samo±cio w o ró wn¡ zeru. P oniew a» dla k a»dyc h

x

�

2 X

�

i x 2 X mam y x

�

�

R ( �; T ) x

�

= 0 , wi¦c R ( �; T ) = 0 , co przeczy

o dwracalno±ci op eratora R ( �; T ) .
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7.49. Twierdzenie (o pr omieniu spektralnym). Nie ch T b ¦ dzie o gr aniczo-

nym op er ator em na zesp olonej przestrzeni Banacha X i nie ch

r ( T ) = lim

n !1

k T

n

k

1 =n

oznacza je go pr omie« sp ektr alny, wte dy

r ( T ) = max

� 2 � ( T )

j � j ;

tzn. r ( T ) jest pr omieniem najmniejsze go koªa domkni¦te go w C zawier aj¡c e go

zbiór � ( T ) .

Do w ó d: Niec h A oznacza zbiór

A = f z 2 C :

1

z

2 � ( T ) g

i niec h r

0

= dist(0 ; A ) . Ustalm y do w olnie " > 0 i wybierzm y 0 < r

1

< r

0

< r

2

tak, ab y

1

r

1

�

1

r

2

< " . Z okre±lenia r

0

wynik a istnienie takiej liczb y �

0

2 � ( T ) ,

»e

1

j �

0

j

¬ r

2

. Dla x 2 X i x

�

2 X

�

niec h f b ¦dzie funk cj¡ okre±lon¡ na C n A

wzorem

f ( z ) = x

�

�

R (

1

z

; T ) x

�

; z 6= 0 ;

oraz f (0) = 0 . P oniew a» lim

z ! 0

f ( z ) = 0 = f (0) , wi¦c funk cja f jest holomor-

�czna w C n A . Oznacza to, »e mo»na j¡ przedsta wi¢ w p ostaci szeregu p ot¦go w ego

f ( z ) =

1

X

n =1

a

n

z

n

;

którego promie« zbie»no±ci wynosi r

0

. Wynik a st¡d w szczególno±ci, »e gdy j z j =

r

1

, to szereg ten jest zbie»n y , wi¦c

sup

n  1

j a

n

j r

n

1

< 1 :

Zau w a»m y , »e gdy j z j <

1

k T k

, to R (

1

z

; T ) =

1

P

n =0

T

n

z

n +1

, wi¦c

a

n

= x

�

( T

n

x ) :

Mam y zatem

sup

n

�

�

x

�

( r

n

1

T

n

x )

�

�

< 1 dla k a»dyc h x 2 X ; x

�

2 X

�

:
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Z t wierdzenia Banac ha-Steinc hausa wynik a, »e

sup

n

k r

n

1

T

n

x k < 1 ;

a dalej, »e

sup

n

k r

n

1

T

n

k < 1

co oznacza, »e r

1

r ( T ) ¬ 1 Mo»em y zatem napisa¢

r ( T ) ¬

1

r

1

<

1

r

2

+ " ¬ j �

0

j + ":

Wida¢ st¡d, »e p oza k oªem o promieniu r ( T ) � " mo»na wsk aza¢ punkt z widma

� ( T ) . T o do w o dzi tezy t wierdzenia.

Op eratory unitarne

Niec h X i Y b ¦d¡ przestrzeniami unormo w an ymi. Op erator T 2 L ( X ; Y )

nazyw am y izometri¡ , gdy

k T x k = k x k

dla wszystkic h x 2 X .

7.50. Twierdzenie. Nie ch H b ¦ dzie przestrzeni¡ Hilb erta. Dla op er ator a T 2

L ( H ) nast¦puj¡c e warunki s¡ r ównowa»ne:

i. T jest izometri¡,

ii. h T x; T y i = h x; y i , x; y 2 H ,

iii. T

�

T = I .

Je»eli T jest izometri¡, to T ( H ) jest domkni¦t¡ p o dprzestrzeni¡ w H .

7.51. Przykªad y.

1. Na przestrzeni `

2

op erator przesuni¦cia

S ( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) = (0 ; x

1

; x

2

; : : : )

jest izometri¡. Op erator sprz¦»on y

S

�

( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) = ( x

2

; x

3

; x

4

; : : : )

ju» izometri¡ nie jest.

2. Je»eli f jest funk cj¡ ci¡ gª¡, o dwzoro wuj¡c¡ przedziaª [0 ; 1] na [0 ; 1] , to

op erator T , okre±lon y na przestrzeni C [0 ; 1] wzorem

(7 : 42) T x ( t ) = x

�

f ( t )

�

;

jest izometri¡.
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7.52. Zad anie. Czy k a»da izometria przestrzeni C [0 ; 1] ma p osta¢ (7. 42)?

Definicja. Op erator U 2 L ( H ) nazyw am y op eratorem unitarn ym , gdy jest

izometryczn y m izomor�zmem H na H .

7.53. Twierdzenie. Dla op er ator a U 2 L ( H ) nast¦puj¡c e warunki s¡ r ówno-

wa»ne:

i. U jest unitarny,

ii. U i U

�

s¡ izometriami,

iii. U

� 1

= U

�

, tzn. U

�

U = U U

�

= I .

Uw a ga. Op erator unitarn y na przestrzeni Hilb erta przepro w adza ukªady orto-

normalne w ektoró w na ukªady ortonormalne. Dla do w oln yc h ukªadó w ortonormal-

n yc h zup eªn yc h f e

�

g

� 2 A

i f f

�

g

� 2 A

istnieje dokªadnie jeden op erator unitarn y U

o tej wªasno±ci, »e U e

a

= f

a

, � 2 A .

7.54. Przykªad. Niec h f 2 C ( R ) . Op erator T 2 L

�

L

2

( R )

�

okre±lon y wzorem

T x ( t ) = f ( t ) x ( t )

jest unitarn y wtedy i t ylk o wtedy , gdy j f ( t ) j � 1 .

7.55. Twierdzenie (v on Neumann). Nie ch T b ¦ dzie op er ator em hermitow-

skim w L ( H ) i nie ch

U

T

= ( T � iI )( T + iI )

� 1

:

Wte dy:

a. U

T

jest op er ator em unitarnym,

b. op er ator ( I � U

T

)

� 1

istnieje,

c. zacho dzi wzór

T = i ( I + U

T

)( I � U

T

)

� 1

:

Op er ator U

T

nazywamy transformat¡ Kelley'a op er ator a T .

Do w ó d: Zau w a»m y , »e U

�

T

= ( T + iI )( T � iI )

� 1

. P oniew a» op eratory T + iI i

T � iI k om utuj¡, wi¦c

U

�

T

U

T

= U

T

U

�

T

= I ;

co do w o dzi a . Punkt b wynik a z ró wno±ci

I � U

T

=

�

( T + iI ) � ( T � iI )

�

( T + iI )

� 1

= 2 i ( T + iI )

� 1

;
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za± c z ró wno±ci

i ( I + U

T

)( I � U

T

)

� 1

= i

�

2 T ( T + iI )

� 1

� �

�

i

2

( T + iI )

�

= T :

7.56. Zad anie. Czy k a»dy op erator unitarn y jest transformat¡ Kelley'a p ew-

nego op eratora hermito wskiego?

Pro jektory

Niec h X b ¦dzie przestrzeni¡ Banac ha. Op erator P 2 L ( X ) nazyw am y pro-

jektorem lub rzutem , gdy P

2

= P .

7.57. Twierdzenie. Je»eli P jest pr ojektor em w L ( X ) , to istnieje je dnozna-

czny r ozkªad przestrzeni X

X = X

1

� X

2

na top olo giczn¡ sum¦ pr ost¡ dwó ch p o dprzestrzeni domkni¦tych X

1

i X

2

, przy

czym P x = x d la x 2 X

1

or az P x = 0 d la x 2 X

2

.

Do w ó d: Oznaczm y

X

1

= f x 2 X : P x = x g ; X

2

= f x 2 X : P x = 0 g :

P oniew a» X

1

= k er ( I � P ) , X

2

= k er P , oba zbiory X

!

, X

2

s¡ domkni¦t ym i

p o dprzestrzeniami linio wymi w X . Oczywi±cie X

1

\ X

2

= f 0 g .

Dla do w olnego w ektora x 2 X p oªó»m y x

1

= P x , x

2

= x � P x . Wtedy

x

1

2 X

1

, x

2

2 X

2

. Istotnie,

P x

1

= P

2

x = P x = x

1

;

P x

2

= P ( x � P x ) = P x � P

2

x = P x � P x = 0 :

P onadto k x

1

k ¬ k P k k x k , k x

2

k ¬ k I � P k k x k , a p oniew a» x = x

1

+ x

2

i

przedsta wienie to jest jednoznaczne (b o X

1

\ X

2

= f 0 g ), mam y X = X

1

� X

2

.

Uw a ga. O pro jektorze P mó wim y , »e jest rzutem na p o dprzestrze« X

1

wzdªu»

p o dprzestrzeni X

2

.

7.58. Wniosek. Na to, by przestrze« Banacha byªa top olo giczn¡ sum¡ pr ost¡

p o dprzestrzeni X

i

, i = 1 ; 2 ; 3 ; : : : ; n , p otrzeb a i wystar cza, aby w przestrzeni X

istniaªy takie pr ojektory P

i

, »e P

i

P

j

= 0 , gdy i 6= j , I = P

1

+ P

2

+ P

3

+ : : : + P

n

or az P

i

( X ) = X

i

d la i = 1 ; 2 ; 3 ; : : : ; n .
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Definicja. Pro jektor P na przestrzeni Hilb erta nazyw am y pro jektorem orto-

gonaln ym lub rzutem ortogonaln ym , je»eli o dp o wiada j¡ce m u p o dprzestrze-

nie X

1

, X

2

z p oprzedniego t wierdzenia s¡ ortogonalne.

7.59. Twierdzenie. Dla rzutu P na przestrzeni Hilb erta nast¦puj¡c e warunki

s¡ r ównowa»ne:

i. P jest pr ojektor em orto gonalnym,

ii. P

�

= P ,

iii. k P k ¬ 1 , tzn. P jest kontr akcj¡.

Do w ó d: i ) ii. Zaªó»m y , »e P jest pro jektorem ortogonaln ym w H . Dla x; y 2 H

oznaczm y x

1

= P x , x

2

= x � P x , y

1

= P y , y

2

= y � P y . Z zaªo»enia x

1

? y

2

oraz x

2

? y

1

, a wi¦c

h x

1

; y i = h x

1

; y

1

i + h x

1

; y

2

i = h x

1

; y

1

i ;

h x; y

1

i = h x

1

; y

1

i + h x

2

; y

1

i = h x

1

; y

1

i :

Widzim y zatem, »e

h P x; y i = h P x; P y i = h x; P y i

dla do w oln yc h x; y 2 H , czyli P

�

= P .

ii ) iii. Dla do w olnego x 2 H mam y

k P x k

2

= h P x; P x i = h P

�

P x; x i = h P

2

x; x i

= h P x; x i ;

co z nieró wno±ci Sc h w arza da je k P x k

2

¬ k P x k k x k , i w rezultacie

k P x k ¬ k x k :

iii ) i. Niec h H

1

= f x 2 H : P x = x g , H

2

= f x 2 H : P x = 0 g . Mam y p ok a-

za¢, »e H

1

? H

2

tzn., »e dla do w oln yc h x

1

2 H

1

, x

2

2 H

2

zac ho dzi h x

1

; x

2

i = 0 .

Jest tak, gdy x

2

= 0 . Je»eli x

2

6= 0 , to dla w ektora x = x

1

� � x

2

otrzymam y

P x = P x

1

� � P x

2

= x

1

;

zatem

k x

1

k = k P x k ¬ k P k k x k ¬ k x k ;

co oznacza, »e nieró wno±¢

0 ¬ k x k

2

� k x

1

k

2

= � � h x

1

; x

2

i � � h x

1

; x

2

i + j � j

2

k x

2

k

2
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jest sp eªniona dla do w olnej liczb y � . P o p o dsta wieniu � =

h x

1

; x

2

i

k x

2

k

2

otrzymam y

�

�

�

h x

1

; x

2

i

�

�

2

k x

2

k

2

 0 ;

a st¡d h x

1

; x

2

i = 0 .

7.60. Przykªad. W przestrzeni R

2

rozpatrzm y rzut P na prost¡ X

1

wzdªu»

prostej X

2

, t w orz¡cyc h ze sob¡ k ¡t � . Je»eli wybierzem y w ektor x tak jak na

rysunku, to

k P x k =

1

sin �

k x k  k x k :

Ró wno±¢ zac ho dzi dokªadnie, gdy � =

�

2

.

7.61. Twierdzenie. Dla ka»dej domkni¦tej p o dprzestrzeni liniowej H

1

� H ist-

nieje dokªadnie je den rzut orto gonalny P na H

1

. Je»eli x 2 H , to P x r e alizuje

minimum o d le gªo±ci wektor ów z p o dprzestrzeni H

1

o d x .

Do w ó d: Niec h x

1

b ¦dzie do w oln ym w ektorem w H

1

. Wtedy

k x � x

1

k

2

= k x � P x + P x � x

1

k

2

= k x � P x k

2

+ k P x � x

1

k

2

;

b o w ektory x � P x i P x � x

1

s¡ do siebie ortogonalne. Wyra»enie p o pra w ej

stronie ró wno±ci przyjm uje na jmniejsz¡ w arto±¢, gdy k P x � x

1

k = 0 , tzn. gdy

x

1

= P x .

Op eratory zw arte

Niec h X i Y b ¦d¡ przestrzeniami Banac ha oraz K = f x 2 X : k x k ¬ 1 g

kul¡ jednostk o w ¡ w przestrzeni X . Op erator T 2 L ( X ; Y ) nazyw am y zw art ym ,

je»eli obraz T ( K ) kuli K jest zbiorem w arunk o w o zw art ym w Y . Zau w a»m y , »e

op erator T jest zw art y wtedy i t ylk o wtedy , gdy dla k a»dego ograniczonego ci¡ gu

f x

n

g w X , ci¡ g f T x

n

g za wiera p o dci¡ g zbie»n y .

7.62. Przykªad. Z t wierdzenia Arzeli ?? wynik a, »e op erator iden t yczno±cio wy

z przestrzeni C

1

[ a; b ] w przestrze« C [ a; b ] jest zw art y .



Op eratory zw arte 137

7.63. Twierdzenie. Op er ator zwarty T 2 L ( X ; Y ) przepr owadza ci¡gi sªab o

zbie»ne w ci¡gi mo cno zbie»ne. Je»eli X jest przestrzeni¡ r eeksywn¡, to pr aw-

dziwe jest te» twier dzenie o dwr otne.

Do w ó d: Zaªó»m y , »e f x

n

g jest ci¡ giem w X , sªab o zbie»n ym do x . Z ci¡ gªo-

±ci op eratora T wynik a, »e ci¡ g f T x

n

g jest wtedy sªab o zbie»n y w Y do T x .

P ok a»em y , »e dla k a»dego " > 0 zbiór

�

n 2 N : k T x

n

� T x k  "

	

jest sk o«czon y . Gdyb y zbiór ten b yª niesk o«czon y , to na mo cy ograniczono±ci ci¡ gu

f x

n

g i zw arto±ci op eratora T , moglib y±m y z ci¡ gu f T x

n

g wybra¢ taki p o dci¡ g

f T x

n

k

g , który b yªb y mo cno zbie»n y do p ewnego w ektora y i jedno cze±nie sp eªniaª

nieró wno±¢ k T x

n

k

� T x k  " . P oniew a» zbie»no±¢ mo cna p o ci¡ ga zbie»no±¢ sªab¡,

otrzymalib y±m y y = T x , a to przecie» jest niemo»liw e.

W przestrzeni reeksywnej z k a»dego ci¡ gu ograniczonego mo»na wybra¢ p o d-

ci¡ g sªab o zbie»n y (patrz 4.44).

7.64. Wniosek. Ka»dy o gr aniczony op er ator liniowy z przestrzeni `

p

, 1 < p <

1 , do przestrzeni `

1

jest zwarty.

Do w ó d: Twierdzenie Sc h ura 4.38 mó wi, »e w przestrzeni `

1

p o j¦cia sªab ej zbie»-

no±ci ci¡ gó w i mo cnej zbie»no±ci p okryw a j¡ si¦. T eza wynik a wi¦c z drugiej cz¦±ci

p oprzedniego t wierdzenia.

Uw a ga. W sk o«czenie wymiaro w ej przestrzeni unormo w anej k a»dy zbiór ograni-

czon y jest w arunk o w o zw art y . Wynik a st¡d, »e je»eli T 2 L ( X ; Y ) jest op eratorem

sk o«czenie wymiaro wym, tzn. dim T ( X ) < 1 , to jest zw art y .

7.65. Zad anie. Wyk aza¢, »e op erator T 2 L ( X ; Y ) jest sk o«czenie wymiaro wy

wtedy i t ylk o wtedy , gdy dla p ewnego n istniej¡ takie elemen t y x

�

1

; x

�

2

; : : : ; x

�

n

w

X

�

oraz y

1

; y

2

; : : : ; y

n

w Y , »e

T x =

n

X

k =1

x

�

k

( x ) y

k

:

7.66. Przykªad. Niec h �

1

; �

2

; �

3

; : : : b ¦dzie ograniczon ym ci¡ giem liczb zesp o-

lon yc h. Na przestrzeni `

2

okre±lm y op erator T wzorem

T ( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) = ( �

1

x

1

; �

2

x

2

; �

3

x

3

; : : : ) :

P ok a»em y , »e T jest op eratorem zw art ym wtedy i t ylk o wtedy , gdy �

n

! 0 .
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Zaªó»m y , »e �

n

! 0 . Mam y p ok aza¢, »e dla k a»dego " > 0 dla obrazu T ( K )

kuli jednostk o w ej K istnieje sk o«czona " -sie¢. Na jpierw dobierzm y tak wsk a¹nik

m , ab y j �

k

j <

"

2

, gdy k > m a nast¦pnie w zbiorze f ( t

1

; t

2

; : : : ; t

m

; 0 ; 0 ; : : : ) :

P

m

k =1

j t

k

j

2

¬ 1 g wybierzm y sk o«czon¡

"

2 k T k

-sie¢ f x

1

; x

2

; : : : ; x

n

g . Wtedy zbiór

f T x

1

; T x

2

; : : : ; T x

n

g jest " -sieci¡ dla T ( K ) .

W arunek �

n

! 0 jest k onieczn y . Istotnie, wiem y (patrz 4.34), »e ci¡ g f e

n

g

w ektoró w bazy standarto w ej przestrzeni `

2

, e

n

= (0 ; 0 ; : : : ; 0 ; 1 ; 0 ; : : : ) z 1 na

miejscu n -t ym, jest sªab o zbie»n y do zera a ci¡ g T e

n

= �

n

x

n

jest mo cno zbie»n y

(do zera) t ylk o wtedy , gdy �

n

! 0 .

Uw a ga. Mo»na spra wdzi¢, »e wszystkie op eratory z p o wy»szego przykªadu s¡

normalne. P ok a»em y p otem ?? , »e na przestrzeni Hilb erta nie ma inn yc h op era-

toró w zw art yc h normaln yc h ni» te, opisane w Przykªadzie 7.66.

7.67. Twierdzenie. Gr anic a zbie»ne go ci¡gu op er ator ów zwartych jest tak»e

op er ator em zwartym. Op er atory zwarte tworz¡ zatem w L ( X ; Y ) domkni¦t¡ p o d-

przestrze« liniow¡.

Do w ó d: Zaªó»m y , »e T

1

; T

2

; T

3

; : : : s¡ op eratorami zw art ymi i »e T

n

! T w

L ( X ; Y ) . Niec h K oznacza kul¦ jednostk o w ¡ w X . Je»eli k T � T

n

k ¬

"

2

oraz

f y

1

; y

2

; : : : ; y

m

g jest

"

2

-sieci¡ dla zbioru T

n

( K ) , to jest te» " -sieci¡ dla zbioru

T ( K ) .

7.68. Twierdzenie. Nie ch T 2 L ( X ; Y ) , S 2 L ( Y ; Z ) . Je»eli przynajmniej

je den z op er ator ów T , S jest zwarty, to zwarty jest tak»e op er ator S T .

7.69. Wniosek. Op er ator T 2 L ( H ) jest zwarty wte dy i tylko wte dy, gdy op e-

r ator sprz¦»ony T

�

jest zwarty.

Do w ó d: Zau w a»m y na jpierw, »e f T

�

x

n

g jest ci¡ giem Cauc h y'ego wtedy i t ylk o

wtedy , gdy f T T

�

x

n

g jest ci¡ giem Cauc h y'ego. Implik acja w jedn¡ stron¦ jest

o czywista a w drug¡ wynik a z nieró wno±ci

k T

�

x

n

� T

�

x

m

k

2

= h T T

�

x

n

� T T

�

x

m

; x

n

� x

m

i ¬ 2 M k T T

�

x

n

� T T

�

x

m

k :

Zaªó»m y teraz, »e f x

n

g jest do w oln ym ci¡ giem ograniczon ym w H . Je»eli T jest

op eratorem zw art ym, to ci¡ g f T T

�

x

n

g za wiera p o dci¡ g zbie»n y , wi¦c ci¡ g f T

�

x

n

g

ró wnie» za wiera p o dci¡ g zbie»n y .

Zobaczym y za c h wil¦, »e pra wdziw e jest ogólniejsze t wierdzenie.
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Definicja. Dla op eratora T 2 L ( X ; Y ) okre±lm y op erator T

�

: Y

�

! X

�

kªad¡c

( T

�

y

�

) x = y

�

( T x ) :

Jest jasne, »e T

�

2 L ( Y

�

; X

�

) i k T

�

k = k T k . Op erator ten nosi nazw ¦ op eratora

sprz¦»onego do T .

Nast¦puje tu p ewna k olizja oznacze«, op erator sprz¦»on y b yª ju» de�nio w an y

w cze±niej dla op eratora na przestrzeni Hilb erta i b yª znó w op eratorem na tej

samej przestrzeni. Z t wierdzenia 4.10 o p ostaci ci¡ gªyc h funk cjonaªó w linio wyc h na

przestrzeni Hilb erta wynik a, »e mo»em y uto»sami¢ H i H

�

, miano wicie w ektoro wi

y przyp orz¡dk o w a¢ funk cjonaª x ! < x; y > . Nale»y pami¦ta¢ jednak, »e nie

jest to op eracja linio w a, mno»eniu w ektoró w przez sk alary o dp o wiada mno»enie

funk cjonaªó w przez sk alary sprz¦»one. Nale»y wi¦c stale deklaro w a¢ w jakim sensie

T

�

jest op eratorem sprz¦»on ym to T . W isto cie ró»nica obu p o j¦¢ nie jest a» tak

istotna. Dla przykªadu, je±li T 2 L ( `

2

) jest op eratorem mno»enia przez ci¡ g

ograniczon y f �

n

g , to op erator sprz¦»on y T

�

w sensie p o wy»szej de�nicji p okryw a

si¦ z T , a w zwykªym sensie jest op eratorem mno»enia przez ci¡ g f �

n

g .

7.70. Twierdzenie (Scha uder). Op er ator T 2 L ( X ; Y ) jest zwarty wte dy i

tylko wte dy, gdy zwarty jest op er ator T

�

.

Do w ó d: Zaªó»m y na jpierw, »e T jest op eratorem zw art ym. Niec h K oznacza kul¦

jednostk o w ¡ w przestrzeni X a S domkni¦cie w Y zbioru T ( K ) . Je»eli f y

�

n

g jest

ci¡ giem ograniczon ym w Y

�

, to jego ob ci¦cia do S t w orz¡ jednak o w o ci¡ gª¡ i ogra-

niczon¡ ro dzin¦ funk cji na zbiorze zw art ym S . Z t wierdzenia Arzeli wynik a wi¦c

istnienie p o dci¡ gu f y

�

n

k

g jednosta jnie zbie»nego na S , czyli zbie»no±¢ p o dci¡ gu

f T

�

y

�

n

k

g w X

�

Je»eli T

�

jest op eratorem zw art ym, to zw art y jest tak»e op erator T

��

: X

��

!

Y

��

. Op erator T jest izometryczn y z ob ci¦ciem T

��

do domkni¦tej p o dprzestrzeni

� ( X ) � X

��

(patrz (4. 23)), jest wi¦c te» zw art y .

7.71. Przykªad. Op erator V olterry V 2 L

�

C [0 ; 1]

�

V x ( t ) =

Z

t

0

x ( u ) du

jest zw art y . Wynik a to nat yc hmiast z t wierdzenia Arzeli. Zobaczm y , czy jest on

zw art y tak»e jak o op erator z L

p

(0 ; 1) do L

p

(0 ; 1) , 1 ¬ p ¬ 1 .

Je»eli 1 < p ¬ 1 , to z nieró wno±ci H• oldera

�

�

V x ( t

1

) � V x ( t

2

)

�

�

¬

Z

t

2

t

1

�

�

x ( s )

�

�

ds ¬ j t

1

� t

2

j

p � 1

p

k x k

p

:
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Wynik a st¡d, »e je»eli f x

n

g jest ci¡ giem ograniczon ym w L

p

(0 ; 1) , to f V x

n

g jest

ograniczon ym ci¡ giem funk cji jednak o w o ci¡ gªyc h. Istnieje wi¦c p o dci¡ g f V x

n

k

g

zbie»n y jednosta jnie na [0 ; 1] , a wi¦c zbie»n y tak»e w L

p

(0 ; 1) .

Dla p = 1 mam y

V

�

x ( t ) =

Z

1

t

x ( s ) ds;

wi¦c mo»na p o w oªa¢ si¦ na t wierdzenie Sc haudera i dokªadnie p o wtórzy¢ p oprzed-

nie rozumo w anie dla op eratora V

�

na L

1

(0 ; 1) .

Definicja. Ci¡ g T

n

2 L ( X ; Y ) nazyw am y mo cno zbie»n ym , gdy dla k a»dego

x 2 X ci¡ g f T

n

x g jest zbie»n y w Y . Z t wierdzenia Banac ha-Steinhausa wynik a,

»e sup

n

k T

n

k < 1 . Zatem op erator T : X ! Y , okre±lon y wzorem

T x = lim

n !1

T

n

x; x 2 X ;

le»y w L ( X ; Y ) . P onadto dla k a»dego ci¡ gu zbie»nego x

n

! x w X ci¡ g f T

n

x

n

g

jest zbie»n y do T x . Mam y b o wiem

k T

n

x

n

� T x k ¬ M k x

n

� x k + k T

n

x � T x k ;

gdzie M = sup

n

k T

n

k , a oba skªadniki p o pra w ej stronie d¡»¡ do zera gdy n ! 1 .

7.72. Twierdzenie. Nie ch X , Y , Z b ¦ d¡ przestrzeniami Banacha. Je»eli op e-

r ator S 2 L ( X ; Y ) jest zwarty a ci¡g op er ator ów T

n

2 L ( Y ; Z ) jest mo cno zbie»ny,

to ci¡g f T

n

S g jest zbie»ny w normie.

Do w ó d: Zaªó»m y niewprost, »e k T

n

S � T S k  " > 0 dla n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : . Niec h

f x

n

g b ¦dzie takim ci¡ giem w ektoró w z kuli jednostk o w ej przestrzeni X , »e

(7 : 43) k T

n

S x

n

� T S x

n

k 

"

2

:

P oniew a» istnieje p o dci¡ g zbie»n y f S x

n

k

g ci¡ gu f S x

n

g , wi¦c k T

n

k

S x

n

k

� T S x

n

k

k

d¡»y do 0 , a to przeczy nieró wno±ci (7. 43).

Uw a ga. Odp o wiednik tego t wierdzenia nie zac ho dzi dla ci¡ gu f S T

n

g . Je»eli dla

przykªadu przyjmiem y T

n

= T

n

, gdzie T jest op eratorem przesuni¦cia w `

2

T ( t

1

; t

2

; t

3

; : : : ) = ( t

2

; t

3

; t

4

; : : : )

a S rzutem na pierwsz¡ o±

S ( t

1

; t

2

; t

3

; : : : ) = ( t

1

; 0 ; 0 ; : : : ) ;

to S jest zw art y a T

n

! 0 mo cno. P oniew a» k S T

n

k = 1 , wi¦c f S T

n

g nie d¡»y

do zera w normie. Na w et wi¦cej k S T

n

� S T

m

k =

p

2 , gdy m 6= n .
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7.73. Wniosek. Je»eli przestrze« Y ma b az¦ top olo giczn¡, to ka»dy op er ator

zwarty T 2 L ( X ; Y ) jest gr anic ¡ (w normie) ci¡gu op er ator ów sko«czenie wymia-

r owych.

Do w ó d: Je»eli y

1

; y

2

; y

3

; : : : jest baz¡ top ologiczn¡ w Y , oraz

P

n

�

1

X

k =1

�

k

y

k

�

=

n

X

k =1

�

k

y

k

; n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : ;

to f P

n

g jest ci¡ giem pro jektoró w sk o«czenie wymiaro wyc h, zbie»n ym mo cno do

op eratora iden t yczno±cio w ego na Y , wi¦c z t wierdzenia 7.72 ci¡ g f P

n

T g jest

zbie»n y w normie do T .

Uw a ga. Przyp omnijm y , »e nie k a»da o±ro dk o w a przestrze« Banac ha ma baz¦

top ologiczn¡. Zau w a»m y jednak, »e na to, b y teza Wniosku 7.73 b yªa pra wdziw a

wystarczy mniej, miano wicie, b y istniaª ci¡ g op eratoró w sk o«czenie wymiaro wyc h

zbie»n y mo cno do iden t yczno±ci. Przestrze« o tej wªasno±ci nosi nazw ¦ przestrzeni

Banac ha z z wªasno±ci¡ aproksymacji . Musi ona b y¢ o±ro dk o w a, ale nie k a»da

przestrze« o±ro dk o w a jest tak a.

7.74. Wniosek. Op er ator T w o±r o dkowej przestrzeni Hilb erta jest zwarty wte-

dy i tylko wte dy, gdy jest gr anic ¡ zbie»ne go w normie, ci¡gu op er ator ów sko«czenie

wymiar owych.

7.75. Przykªad. Niec h e

1

; e

2

; e

3

; : : : b ¦dzie baz¡ ortonormaln¡ w przestrzeni

Hilb erta H . Je»eli op erator T 2 L ( H ) sp eªnia w arunek

1

X

k =1

k T e

k

k

2

< 1 ;

to jest zw art y . Rzeczywi±cie, p oªó»m y

T

n

=

n

X

k =1

h x; e

k

i T e

k

; x 2 H ; n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : ;

wtedy z nieró wno±ci Sc h w arza dostaniem y

k T

n

x � T x k ¬

1

X

k = n +1

�

�

h x; e

k

i

�

�

k T e

k

k ¬ k x k

�

1

X

k = n +1

k T e

k

k

2

�

1 = 2

a st¡d k T

n

� T k ! 0 .
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Rozkªad sp ektraln y op eratora zw artego

Przejdziem y teraz do badania wªasno±ci sp ektraln yc h op eratoró w zw art yc h.

7.76. Twierdzenie. Nie ch X , Y b ¦ d¡ przestrzeniami Banacha i nie ch S; T 2

L ( X ; Y ) . Je»eli T jest op er ator em zwartym a S op er ator em o dwr ac alnym, to obr az

Im ( T + S ) = ( T + S )( X )

jest domkni¦t¡ p o dprzestrzeni¡ liniow¡ w Y .

Dla do w o du p otrzebne nam b ¦d¡ nast¦puj¡ce lemat y:

7.77. Lema t. Je»eli f x

n

g jest ci¡giem o gr aniczonym w X a ci¡g f ( T + S ) x

n

g

jest zbie»ny, to f x

n

g zawier a p o dci¡g zbie»ny.

Do w ó d: Niec h y = lim

n !1

( T + S ) x

n

. P oniew a» T jest op eratorem zw art ym a

f x

n

g ci¡ giem ograniczon ym, wi¦c z ci¡ gu f T x

n

g mo»na wybra¢ p o dci¡ g zbie»n y

f T x

n

k

g do p ewnego elemen tu y

0

2 Y . Wtedy p o dci¡ g f S x

n

k

g d¡»y do y � y

0

a

p oniew a» S jest izomor�zme m X na Y , wi¦c sam ci¡ g f x

n

k

g jest zbie»n y .

7.78. Lema t. Je»eli y 2 ( T + S )( X ) , to istnieje taki o gr aniczony ci¡g f x

n

g w

X , »e ( T + S ) x

n

! y .

Do w ó d: Dla p ewnego ci¡ gu f x

n

g w przestrzeni X zac ho dzi ( T + S ) x

n

! y .

Oznaczm y X

0

= k er ( T + S ) oraz �

n

= dist( x

n

; X

0

) . W p o dprzestrzeni X

0

wy-

bierzm y taki ci¡ g f x

0

n

g , »e k x

n

� x

0

n

k ¬ 2 �

n

. Je»eli f �

n

g jest ci¡ giem ograniczo-

n ym, to ci¡ g f x

n

� x

0

n

g ma »¡dan¡ wªasno±¢

( T + S )( x

n

� x

0

n

) = ( T + S ) x

n

! y :

P ozosta je zatem p ok aza¢, »e ci¡ g f �

n

g jest ograniczon y . Gdyb y �

n

! 1 , to

kªad¡c z

n

=

x

n

� x

0

n

k x

n

� x

0

n

k

otrzymalib y±m y k z

n

k = 1 , dist( z

n

; X

0

) =

�

n

k x

n

� x

0

n

k



1

2

oraz ( T + S ) z

n

! 0 . Z lematu 7.77 wynik a, »e ci¡ g f z

n

g miaªb y p o dci¡ g

f z

n

k

g zbie»n y do p ewnego z

0

. P oniew a» ( T + S ) z

0

= lim

k !1

( T + S ) x

n

k

= 0 ,

wi¦c otrzymalib y±m y z

0

2 X

0

, to jednak nie jest mo»liw e, gdy» dist( z

0

; X

0

) =

lim

k !1

dist( z

n

k

; X

0

) 

1

2

.

Do w ó d Twierdzenia: Je»eli y 2 ( T + S )( X ) , to z lematu 7.78 wynik a istnienie

takiego ci¡ gu ograniczonego f x

n

g w X , »e ( T + S ) x

n

! y . Dzi¦ki lemato wi

7.77 mo»em y zaªo»y¢, »e ci¡ g f x

n

g jest zbie»n y do p ewnego x 2 X . Wtedy

y = ( T + S ) x .
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7.79. Wniosek. Nie ch T b ¦ dzie op er ator em zwartym w przestrzeni Banacha X

i nie ch � 2 � ( T ) , � 6= 0 . Wte dy � jest warto±ci¡ wªasn¡ op er ator a T lub op er ator a

sprz¦»one go T

�

.

Do w ó d: Je»eli � nie jest w arto±ci¡ wªasn¡ op eratora T , to X

0

= ( � I � T )( X ) jest

wªa±ciw ¡ p o dprzestrzeni¡ w X . Z t wierdzenia 7.76 wynik a, »e X

0

jest domkni¦ta

w X . Je»eli 0 6= x

�

2 X

�

i x

�

( X

0

) = f 0 g , to ( � I � T )

�

( X

�

) = f 0 g .

Uw a ga. P ok a»em y p otem, »e w e Wniosku 7.79 sªo w o ÿlub" w tezie mo»na za-

st¡ pi¢ sªo w em ÿi".

7.80. Wniosek. Je»eli T jest op er ator em zwartym i normalnym w przestrzeni

Hilb erta, to

� ( T ) � �

p

( T ) [ f 0 g :

Do w ó d: P ami¦tam y , »e dla op eratora normalnego � 2 �

p

( T ) wtedy i t ylk o wtedy ,

gdy � 2 �

p

( T

�

) . T eza wynik a wi¦c z Wniosku 7.79.

7.81. Twierdzenie. Nie ch T b ¦ dzie op er ator em zwartym na przestrzeni Hil-

b erta H i nie ch � 6= 0 . Op er ator � I � T jest ÿna" wte dy i tylko wte dy, gdy jest

r ó»nowarto±ciowy.

Do w ó d: Zaªó»m y niewprost, »e op erator S = � I � T o dwzoro wuje H na H , a

mimo to k er S 6= f 0 g . Ut w órzm y w H ci¡ g domkni¦t yc h p o dprzestrzeni linio wyc h

H

0

= f 0 g , H

n

= k er S

n

, n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : . Wtedy H

0

� H

1

� H

2

� : : : i k a»da z in-

kluzji jest wªa±ciw a. Istotnie, niec h x

1

b ¦dzie niezero wym w ektorem w przestrzeni

H

1

= k er S . P oniew a» S ( X ) = X , wi¦c istniej¡ takie w ektory x

2

; x

3

; x

4

; : : : , »e

S x

n

= x

n � 1

. Mam y wtedy S

n

x

n

= 0 oraz S

n � 1

x

n

= x

1

6= 0 a w k onsekw encji

H

n

6= H

n � 1

. W k a»dej z przestrzeni H

n

wybierzm y tak w ektor z

n

, b y k z

n

k = 1

oraz z

n

? H

n � 1

. P ok a»em y , »e ci¡ g f T z

n

g nie ma p o dci¡ gó w zbie»n yc h, c ho ¢ T

jest op eratorem zw art ym. Da nam to sprzeczno±¢ z zaªo»eniem k er S 6= f 0 g .

Dla n > m mam y

k T z

n

� T z

m

k = k � z

n

� z k ;

gdzie z = � z

m

� S z

m

+ S z

n

. P oniew a» S

n � 1

z = � S

n � 1

z

m

� S

n

z

m

+ S

n

z

n

= 0 ,

wi¦c z 2 X

n � 1

. W rezultacie

k T z

n

� T z

m

k  j � j :

Dla do w o du w drug¡ stron¦ zaªó»m y , »e k er S = f 0 g . Wtedy S

�

( H )

?

=

k er S = f 0 g , czyli S

�

( H ) jest g¦st¡ p o dprzestrzeni¡ linio w ¡ w H . Z t wierdze-

nia 7.76 wiadomo, »e jest p o dprzestrzeni¡ domkni¦t¡. Musi wi¦c b y¢ S

�

( H ) = H .

P o wtarza j¡c rozumo w anie z pierwszej cz¦±ci do w o du dla op eratora S

�

, otrzymam y

k er S

�

= f 0 g , a st¡d, tak jak przed c h wil¡ S ( H ) = H .
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Uw a ga. Twierdzenie to jest pra wdziw e dla op eratoró w zw art yc h na do w oln yc h

przestrzeniac h Banac ha. Do w ó d jest jednak bardziej sk omplik o w an y .

7.82. Wniosek. Je»eli T jest op er ator em zwartym (na przestrzeni Hilb erta), to

liczb a � 6= 0 jest je go warto±ci¡ wªasn¡ op er ator a T wte dy i tylko wte dy, gdy �

jest warto±ci¡ wªasn¡ op er ator a T

�

.

7.83. Wniosek. Dla op er ator a zwarte go T (na przestrzeni Hilb erta) mamy

� ( T ) � �

p

( T ) [ f 0 g

a je dynym mo»liwym punktem skupienia zbioru � ( T ) jest 0 . Zatem zbiór � ( T )

jest c o najwy»ej przeliczalny.

Do w ó d: Pierwsza cz¦±¢ wniosku jest o czywista. Gdyb y istniaª taki ci¡ g liczb f �

n

g ,

»e �

n

6= �

m

, gdy n 6= m , �

n

! �

0

6= 0 oraz �

n

2 � ( T ) , to moglib y±m y dobra¢

taki ci¡ g niezero wyc h w ektoró w x

n

, »e T x

n

= �

n

x

n

, n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : . W ektory takie

m usz¡ b y¢ linio w o niezale»ne. W ob ec tego dla przestrzeni H

n

= lin f x

1

; x

2

; : : : ; x

n

g

wszystkie inkluzje H

1

� H

2

� H

3

� : : : s¡ wªa±ciw e. Je±li teraz, p o dobnie jak

p oprzednio, w k a»dej z przestrzeni H

n

wybierzem y taki w ektor z

n

, b y k z

n

k = 1

oraz z

n

? H

n � 1

, to ci¡ g f T z

n

g nie b ¦dzie za wieraª »adnego p o dci¡ gu zbie»nego,

a to przeczy zaªo»onej zw arto±ci op eratora T . Istotnie, p oniew a» dla p ewnej liczb y

�

n

w ektor z

n

� �

n

x

n

le»y w H

n � 1

, wi¦c T z

n

� �

n

�

n

x

n

2 H

n � 1

, a st¡d T z

n

�

�

n

z

n

2 H

n � 1

. Je»eli n > m , to tak»e T z

m

2 H

n � 1

, wi¦c T z

n

� T z

m

= �

n

z

n

+ y

dla p ewnego y 2 H

n � 1

. St¡d nat yc hmiast wynik a, »e k T z

n

� T z

m

k  j �

n

j , a wi¦c

ci¡ g f T z

n

g nie ma p o dci¡ gó w zbie»n yc h.

Twierdzenie sp ektralne dla op eratoró w zw art yc h

7.84. Lema t. Wektory wªasne, o dp owiadaj¡c e r ó»nym warto±ciom wªasnym

op er ator a normalne go s¡ do siebie orto gonalne.

Do w ó d: Je±li T x

1

= �

1

x

1

, T x

2

= �

2

x

2

i �

1

6= �

2

, to

�

1

h x

1

; x

2

i = h �

1

x

1

; x

2

i = h T x

1

; x

2

i = h x

1

; T

�

x

2

i

= h x

1

; �

2

x

2

i = �

2

h x

1

; x

2

i ;

wi¦c ( �

1

� �

2

) h x

1

; x

2

i = 0 , a st¡d h x

1

; x

2

i = 0 . Wyk orzystali±m y tu w cze±niej

udo w o dnion y fakt (patrz ?? ), »e T x = � x wtedy i t ylk o wtedy , gdy T

�

x = � x .

Definicja. Je»eli � 2 �

p

( T ) , to zbiór X

�

= f x 2 X : T x = � x g jest domkni¦t¡

p o dprzestrzeni¡ linio w ¡ w X , zw an¡ p o dprzestrzeni¡ wªasn¡ op eratora T ,

o dp o wiada j¡c¡ w arto±ci wªasnej � .
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7.85. Lema t. Po dprzestrzenie wªasne op er ator a zwarte go s¡ sko«czenie wymia-

r owe.

7.86. Twierdzenie (o r ozkªadzie spektralnym opera tor ó w zw ar tych). Nie ch

T b ¦ dzie op er ator em zwartym normalnym na przestrzeni Hilb erta H . Wte dy w H

istnieje taki ukªad ortonormalny e

1

; e

2

; e

3

; : : : (by¢ mo»e sko«czony) i taki ukªad

liczb zesp olonych �

1

; �

2

; �

3

; : : : , »e j �

1

j  j �

2

j  j �

3

j  : : : or az

1. T x =

1

P

n =1

�

k

h x; e

k

i e

k

d la x 2 H ,

2. � ( T ) = f �

1

; �

2

; �

3

; : : : g lub � ( T ) = f �

1

; �

2

; �

3

; : : : g [ f 0 g , gdy 0 nie jest

warto±ci¡ wªasn¡ a przestrze« H jest niesko«czenie wymiar owa.

Do w ó d: Usta wm y wszystkie ró»ne o d zera w arto±ci wªasne �

1

; �

2

; �

3

; : : : op era-

tora T w taki ci¡ g, ab y j �

1

j  j �

2

j  j �

3

j  : : : . Jest to mo»liw e, b o � ( T ) jest

zbiorem na jwy»ej przeliczaln ym , a jedyn ym mo»liwym jego punktem skupienia

jest zero. W k a»dej (sk o«czenie wymiaro w ej z lematu 7.85) p o dprzestrzeni wªasnej

H

�

n

op eratora T , o dp o wiada j¡cej w arto±ci wªasnej �

n

, wybierzm y w do w oln y

sp osób baz¦ ortonormaln¡ B

�

n

i niec h B =

S

1

n =1

B

�

n

. Z lematu 7.84 wynik a,

»e B jest zbiorem przeliczaln ym ortonormaln ym. Usta wm y elemen t y zbioru B w

ci¡ g e

1

; e

2

; e

3

; : : : . Jest jasne, »e s¡ to w ektory wªasne op eratora T , a wi¦c dla

k a»dego w ektora x z p o dprzestrzeni H

0

= lin B mam y

T x =

1

X

n =1

�

n

h x; e

n

i e

n

;

przy czym k a»da z liczb �

n

jest jedn¡ z liczb �

1

; �

2

; �

3

; : : : , jest wi¦c w arto±ci¡

wªasn¡ op eratora T i w p o wy»szym rozkªadzie wyst¦puje t yle razy , ile wynosi

wymiar p o dprzestrzeni H

�

n

. T ak»e j �

1

j  j �

2

j  j �

3

j  : : : .

P ok a»em y , »e dla x 2 X

?

zac ho dzi T x = 0 . P oniew a» T ( X ) � X oraz

T

�

( X ) � X , b o

T

�

x =

1

X

n =1

�

n

h x; e

n

i e

n

;

wi¦c oba op eratory T , T

�

zac ho wuj¡ p o dprzestrze« X

?

. Niec h T

0

oznacza ob-

ci¦cie T

0

= T j

X

?

op eratora T do p o dprzestrzeni x

?

. Op erator T

0

jest o czywi±cie

zw art y i normaln y . Je»eli T

0

6= 0 , to r ( T

0

) = k T

0

k 6 = 0 , wi¦c � ( T

0

) 6= f 0 g (patrz

t wierdzenie 7.49). W ob ec tego T

0

ma niezero wy w ektor wªasn y o dp o wiada j¡cy

w arto±ci wªasnej ró»nej o d zera. Jest to tak»e w ektor wªasn y op eratora T . T u

sprzeczno±¢, b o wszystkie taki w ektory le»¡ ju» w X .

Cz¦±¢ druga t wierdzenia b yªa do wiedziona ju» w cze±niej.
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Uw a ga. Op eratory zw arte ÿnienormalne" mog¡ w ogóle nie mie¢ w arto±ci wªa-

sn yc h. Jak o przykªad niec h sªu»y op erator V olterry V x ( t ) =

R

t

0

x ( s ) ds na L

2

(0 ; 1) .

Wiem y , »e � ( V ) = f 0 g . Liczba 0 nie jest jednak w arto±ci¡ wªasn¡ op eratora V .

Istotnie, gdy V x = 0 , to

R

b

a

x ( s ) ds = V x ( b ) � V x ( a ) = 0 dla do w olnego przedziaªu

[ a; b ] � [0 ; 1] . Jest to mo»liw e t ylk o wtedy , gdy x ( s ) = 0 pra wie wsz¦dzie.

7.87. Wniosek. Dla dowolnej macierzy normalnej A n � n istnieje taka macierz

unitarna U i macierz diagonalna B , »e

(7 : 44) A = U

� 1

B U:

Uw a ga. Wªasno±¢ (7. 44) c harakteryzuje macierze normalne. P o dobnie z t wier-

dzeniem sp ektraln ym, które wªa±nie udo w o dnili±m y . Je±li zac ho dzi dla jakiego±

op eratora, to jest to op erator normaln y .

Op eratory Hilb erta-Sc hmidta

Niec h e

1

; e

2

; e

3

; : : : b ¦dzie baz¡ ortonormaln¡ w o±ro dk o w ej przestrzeni Hilb er-

ta H . Op erator T 2 L ( H ) nazyw am y op eratorem Hilb erta-Sc hmidta i pi-

szem y T 2 H-S, je»eli

1

X

n =1

k T e

n

k

2

< 1 :

Liczb ¦ k j T k j =

q

P

1

n =1

k T e

n

k

2

nazyw am y norm¡ Hilb erta-Sc hmidta op era-

tora T

Wiem y ju» (patrz ?? ), »e op eratory Hilb erta-Sc hmidta s¡ zw arte.

7.88. Lema t. Norma Hilb erta-Schmidta nie zale»y o d wyb oru b azy ortonornalnej

w H .

Do w ó d: Niec h e

0

1

; e

0

2

; e

0

3

; : : : oraz e

00

1

; e

00

2

; e

00

3

; : : : b ¦d¡ bazami ortonornaln ymi w H

i niec h k j T k j

0

oraz k j T k j

00

oznacza j¡ norm y Hilb erta-Sc hmidta op eratora T , okre-

±lone przy p omo cy t yc h baz. Ró wno±¢ P arsev ala mó wi, »e dla k a»dego w ektora

x 2 H zac ho dzi ró wno±¢

k x k

2

=

1

X

n =1

�

�

h x; e

0

n

i

�

�

2

=

1

X

n =1

�

�

h x; e

00

n

i

�

�

2

:
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W ob ec tego

k j T k j

0

2

=

1

X

n =1

k T e

0

n

k

2

=

1

X

n =1

1

X

m =1

�

�

h T e

0

n

; e

00

m

i

�

�

2

=

1

X

n =1

1

X

m =1

�

�

h e

0

n

; T

�

e

00

m

i

�

�

2

=

1

X

m =1

k T

�

e

00

m

k

2

= k j T

�

k j

00

2

:

Je»eli w roli w roli pierwszej bazy w e¹miem y drug¡, to otrzymam y k j T k j

00

= k j T

�

k j

00

a st¡d k j T k j

0

= k j T

�

k j

00

= k j T k j

00

.

7.89. Wniosek. Je»eli U jest op er ator em unitarnym w H a T op er ator em Hil-

b erta-Schmidta, to U

� 1

T U 2 H-S or az k j U

� 1

T U k j = k j T k j .

Do w ó d: P oniew a» ci¡ g U e

1

; U e

2

; U e

3

; : : : jest baz¡ ortonormaln¡ w H , wi¦c

k j U

� 1

T U k j

2

=

1

X

n =1

k U

� 1

T U e

n

k

2

=

1

X

n =1

k T U e

n

k

2

= k j T k j

2

:

7.90. Wniosek. Je»eli 2 H-S i e

1

; e

2

; e

3

; : : : jest b az¡ ortonormaln¡, to

k j T k j =

�

1

X

n;m =1

�

�

h T e

n

; e

m

i

�

�

2

�

1 = 2

:

Do w ó d: Wynik a to nat yc hmiast z faktu, »e k T e

n

k

2

=

P

1

m =1

�

�

h T e

n

; e

m

i

�

�

2

.

7.91. Lema t. Je»eli T 2 H-S, to k T k ¬ k j T k j .

Do w ó d: Dla k a»dego " > 0 zna jdziem y taki w ektor x

0

, »e k x

0

k = 1 oraz k T k

2

<

k T x

0

k

2

+ " . P oniew a» istnieje baza ortonormalna w H , za wiera j¡ca w ektor x

0

,

wi¦c k T k

2

< k j T k j

2

+ " , a st¡d k T k ¬ k j T k j .

7.92. Twierdzenie. Zbiór wszystkich op er ator ów Hilb erta-Schmidta z norm¡

Hilb erta-Schmidta jest przestrzeni¡ Banacha. Ponadto przestrze« H-S jest alge-

br ¡, przy czym k j T S k j ¬ k j T k j k j S k j d la dowolnych T ; S 2 H-S.

Do w ó d: Jest jasne, »e je»eli T 2 H-S oraz � jest sk alarem, to k j �T k j = j � j k j T k j .

Niec h T ; S 2 H-S i niec h e

1

; e

2

; e

3

; : : : b ¦dzie baz¡ ortonormaln¡ w H . Z wniosku
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7.90 i nieró wno±ci Mink o wskiego wynik a, »e

k j T + S k j =

�

1

X

n;m =1

�

�

h ( T + S ) e

n

; e

m

i

�

�

2

�

1 = 2

=

�

1

X

n;m =1

�

�

h T e

n

; e

m

i

�

�

2

�

1 = 2

+

�

1

X

n;m =1

�

�

h S e

n

; e

m

i

�

�

2

�

1 = 2

= k j T k j + k j S k j ;

a wi¦c T + S 2 H-S. Ab y do wie±¢ zup eªno±ci przestrzeni H-S rozpatrzm y ci¡ g

T

1

; T

2

; T

3

; : : : op eratoró w z H-S, dla którego k j T

n

� T

m

k j ! 0 przy m; n ! 1 . Z

Lematu 7.91 wynik a, »e k T

n

� T

m

k ! 0 , dlatego istnieje taki ograniczon y op erator

linio wy T na H , »e k T � T

n

k ! 0 . Ab y do wie±¢, »e T nale»y do H-S, oznaczm y

przez M kres górn y ci¡ gu

�

k j T

n

k j

	

. Dla do w olnej liczb y naturalnej r mam y

r

X

k =1

k T e

k

k

2

= lim

n !1

r

X

k =1

k T

n

e

k

k

2

¬ M

2

;

i dlatego

k j T k j

2

=

1

X

k =1

k T e

k

k

2

¬ M

2

:

Wynik a st¡d, »e T le»y w H-S. Dla " > 0 dobierzm y tak wsk a¹nik m ( " ) , ab y

k j T

n

� T

m

k j < " przy m; n  m ( " ) . Wtedy przy m  m ( " )

r

X

k =1





( T � T

m

) e

k





2

= lim

n !1

r

X

k =1





( T

n

� T

m

) e

k





2

¬ lim sup

n !1

k j T

n

� T

m

k j ¬ "

2

;

a st¡d k j T � T

m

k j ¬ " przy m  m ( " ) . T ak wi¦c przestrze« H-S z norm¡

Hilb erta-Sc hmidta jest przestrzeni¡ Banac ha.

Niec h teraz T 2 H-S i B 2 L ( H ) . Wtedy

k j B T k j

2

=

1

X

n =1

k B T e

n

k

2

¬ k B k

2

1

X

n =1

k T e

n

k

2

= k B k k j T k j ;

wi¦c

k j T B k j = k j ( T B )

�

k j = k j B

�

T

�

k j ¬ k B k k j T k j :

wynik a st¡d w szczególno±ci, »e je»eli S 2 H-S, to

k j S T k j ¬ k S k k j T k j ¬ k j S k j k j T k j ;

b o k S k ¬ k j S k j .



Op eratory Hilb erta-Sc hmidta 149

7.93. Wniosek. Zbiór op er ator ów Hilb erta-Schmidta jest ide aªem dwustr onnym

w algebrze Banacha L ( H ) , wszystkich o gr aniczonych op er ator ów liniowych na

przestrzeni Hilb erta H . Ponadto, je±li T 2 H-S or az B 2 L ( H ) , to k j B T k j ¬

k B k k j T k j or az k j T B k j ¬ k j T k j k B k .

7.94. Przykªad. Niec h T b ¦dzie zw art ym op eratorem normaln ym w przestrzeni

Hilb erta H i niec h �

1

; �

2

; �

3

; : : : b ¦dzie ci¡ giem jego w arto±ci wªasn yc h, przy czym

k a»da sp o±ró d liczb �

k

wyst¦puje t yle razy , ile wynosi jej krotno±¢. Op erator

T 2 H-S wtedy i t ylk o wtedy , gdy

1

X

k =1

j �

k

j

2

< 1 :

Rzeczywi±cie, je»eli w H wybra¢ baz¦ zªo»on¡ z w ektoró w wªasn yc h op eratora T ,

to

1

X

k =1

j �

k

j =

1

X

k =1

k T e

k

k

2

= k j T k j :

Wida¢ st¡d, »e istniej¡ op eratory zw arte, nie b ¦d¡ce op eratorami Hilb erta-

-Sc hmidta, np. op eratory p ostaci

T ( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) = ( �

1

x

1

; �

2

x

2

; �

3

x

3

; : : : ) ;

gdy ci¡ g �

1

; �

2

; �

3

; : : : zbiega do zera, ale

P

1

k =1

j �

k

j = 1 .

7.95. Twierdzenie. Nie ch K 2 L

2

�

(0 ; 1) � (0 ; 1)

�

. Op er ator c aªkowy K , okr e-

±lony na przestrzeni L

2

(0 ; 1) wzor em

K x ( t ) =

Z

1

0

K ( s; t ) x ( s ) ds

jest op er ator em Hilb erta-Schmidta, or az

k j K k j

2

=

Z

1

0

Z

1

0

�

�

K ( s; t )

�

�

2

ds dt:

Ka»dy op er ator Hilb erta-Schmidta na L

2

(0 ; 1) jest takiej p ostaci.

Do w ó d: Z nieró wno±ci Sc h w arza wynik a caªk o w alno±¢ funk cji K ( s; t ) x ( s ) na zbio-

rze (0 ; 1) � (0 ; 1) . Twierdzenie F ubiniego orzek a zatem, »e dla pra wie k a»dego

t 2 (0 ; 1) funk cja s � ! K ( s; t ) x ( s ) jest caªk o w alna oraz, »e

R

1

0

K ( s; t ) x ( s ) ds jest

mierzaln¡ (na w et caªk o w aln¡) funk cj¡ zmiennej t . Oznacza to, »e op erator K jest
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dobrze okre±lon y . Nie wiem y jednak, czy funk cja K x le»y w L

2

(0 ; 1) , czy K jest

ci¡ gªy no i czy le»y w H-S?

Niec h '

1

( s ) ; '

2

( s ) ; '

3

( s ) ; : : : b ¦dzie baz¡ ortonormaln¡ w L

2

(0 ; 1) . Wtedy ro-

dzina funk cji '

m

( s ) '

n

( t ) , m; n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : t w orzy baz¦ ortonormaln¡ w prze-

strzeni L

2

�

(0 ; 1) � (0 ; 1)

�

. Z ró wno±ci P arsev ala mam y wi¦c

1

X

m;n =1

�

�

�

�

Z

1

0

Z

1

0

K ( s; t ) '

m

( s ) '

n

( t ) ds dt

�

�

�

�

2

=

Z

1

0

Z

1

0

jK ( s; t ) j

2

ds dt < 1 :

Z drugiej stron y , stosuj¡c Wniosek 7.90 do op eratora K , otrzymam y

k j K k j

2

=

1

X

m;n =1

�

�

h K '

m

; '

m

ij

2

=

1

X

m;n =1

�

�

�

�

Z

1

0

Z

1

0

K ( s; t ) '

m

( s ) '

n

( t ) ds dt

�

�

�

�

2

;

tzn.

k j K k j =

s

Z

1

0

Z

1

0

jK ( s; t ) j

2

ds dt < 1 :

Zaªó»m y teraz, »e K jest op eratorem Hilb erta-Sc hmidta i okre±lm y na zbiorze

(0 ; 1) � (0 ; 1) funk cj¦ K wzorem

K ( s; t ) =

1

X

m;n =1

a

m;n

'

m

( s ) '

n

( t ) ;

gdzie a

m;n

= h K '

m

; '

m

i , m; n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : . Wtedy , jak to p ok azali±m y przed

c h wil¡,

Z

1

0

Z

1

0

jK ( s; t ) j

2

ds dt =

1

X

m;n =1

j a

m;n

j

2

= k j K k j ;

a dla x 2 L

2

(0 ; 1) , p ostaci x ( s ) =

P

1

m =1

b

m

'

m

( s ) dostaniem y

K x ( t ) =

1

X

n =1

h K x; '

n

i '

n

( t ) =

1

X

m;n =1

a

m;n

b

m

'

n

( t )

=

Z

1

0

K ( s; t ) x ( s ) ds:

7.96. Przykªad. Na przestrzeni L

2

(0 ; 1) op erator V olterry

V x ( t ) =

Z

t

0

x ( s ) ds
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ma j¡dro caªk o w e

K ( s; t ) =

�

1 gdy 0 ¬ s < t ¬ 1,

0 gdy 0 ¬ t ¬ s ¬ 1,

le»¡ce w L

2

�

(0 ; 1) � (0 ; 1)

�

. Z Twierdzenia 7.95 otrzym ujem y wi¦c

k j V k j =

1

p

2

:

7.97. Twierdzenie. Ka»dy op er ator Hilb erta-Schmidta mo»na prze dstawi¢ jako

gr anic ¦ zbie»ne go w normie Hilb erta-Schmidta ci¡gu op er ator ów sko«czenie wy-

miar owych.

Do w ó d: Niec h T 2 H-S i niec h e

1

; e

2

; e

3

; : : : b ¦dzie baz¡ ortonormaln¡ w H . P o-

niew a» k j T k j

2

=

P

1

n =1

k T e

n

k

2

< 1 , wi¦c istnieje taki ci¡ g wsk a¹nik ó w

n

1

; n

2

; n

3

; : : : , »e

X

n>n

k

k T e

n

k

2

<

1

k

2

:

Niec h P

k

, k = 1 ; 2 ; 3 ; : : : , oznacza rzut ortogonaln y na p o dprzestrze« linio w ¡ w

H , rozpi¦t¡ na w ektorac h e

1

; e

2

; : : : ; e

n

k

. Wtedy k a»dy z op eratoró w T

k

= T P

m

jest sk o«czenie wymiaro wy i

k j T � T

k

k j =

s

X

n>n

k

k T e

n

k

2

<

1

k

:

Jak wiem y , zbiór op eratoró w Hilb erta-Sc hmidta t w orzy algebr¦ Banac ha (b ez

jedno±ci, je±li przestrze« H jest niesk o«czenie wymiaro w a). W zbiorze t ym mo»na

okre±li¢ ilo czyn sk alarn y .

7.98. Twierdzenie. Nie ch S i T b ¦ d¡ op er ator ami Hilb erta-Schmidta w prze-

strzeni Hilb erta H . Je»eli e

1

; e

2

; e

3

; : : : jest b az¡ ortonormaln¡ w H , to szer e g

hh S; T ii =

1

X

n =1

h S e

n

; T e

n

i

jest b ezwzgl¦ dnie zbie»ny i je go gr anic a nie zale»y o d wyb oru b azy. F unkcja hh ; ii

ma wszystkie wªasno±ci ilo czynu skalarne go or az

hh T ; T ii = k j T k j

2

d la T 2 H-S. Ponadto, d la op er ator ów S; T ; R 2 H-S zacho dzi r ówno±¢

hh S T ; R ii = hh T ; S

�

R ii :
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Do w ó d: Bezwzgl¦dna zbie»no±¢ szeregu wynik a nat yc hmiast z nieró wno±ci Sc h w a-

rza a niezale»no±¢ o d wyb oru bazy z nieró wno±ci

h S e

n

; T e

n

i =

1

X

n =1

h S e

n

; f

n

ih f

m

; T e

n

i ; n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : ;

gdzie f

1

; f

2

; f

3

; : : : jest do w oln¡ baz¡ ortonormaln¡ w H . P ozostaªe st wierdzenia

s¡ o czywiste.

Oznacza to, »e H-S ( H ) jest jedno cze±nie algebr¡ Banac ha i przestrzeni¡ Hil-

b erta, a in w olucja S � ! S

�

sp eªnia to»samo±¢

hh S T ; R ii = hh T ; S

�

R ii :

T akie algebry nosz¡ nazw ¦ H

�

-alebr . Wiadomo, »e k a»da H

�

-algebra jest izome-

trycznie *-izomor�czna algebrze op eratoró w Hilb erta-Sc hmidta na p ewnej prze-

strzeni Hilb erta.



R OZDZIAŠ VI I I

ALGEBR Y BANA CHA

Wªasno±ci ogólne

Sp otk ali±m y si¦ ju» wielokrotnie z przestrzeniami Banac ha, w któryc h okre-

±lone b yªo do datk o w e dziaªanie, t w orz¡ce struktur¦ algebry . Na przykªad w prze-

strzeni C ( R ) t ym dziaªaniem b yªo zwykªe mno»enie funk cji, w przestrzeni L

1

( R )

splot

x � y ( t ) =

Z

+ 1

�1

x ( t � s ) y ( s ) ds;

a w przestrzeni L ( X ) ograniczon yc h op eratoró w linio wyc h na przestrzeni Bana-

c ha, skªadanie op eratoró w. Obiekt y tego t ypu nosz¡ ogóln¡ nazw ¦ algebr Banac ha.

Definicja. Algebr¦ A z jedno±ci¡ e nad ciaªem liczb zesp olon yc h nazyw am y

algebr¡ Banac ha je»eli wyp osa»ona jest w norm¦ k k sp eªnia j¡c¡ w arunki

k e k = 1 ; k x + y k ¬ k x k + k y k ; x; y 2 A ;

i jest w tej normie przestrzeni¡ Banac ha. Algebra Banac ha jest przemienn¡ , gdy

xy = y x dla wszystkic h x; y 2 A . In w olucj¡ w algebrze Banac ha A nazyw am y

takie o dwzoro w anie x ! x

�

algebry A w siebie, »e

( x + y )

�

= x

�

+ y

�

; ( xy )

�

= y

�

x

�

;

( �x )

�

= � x

�

; ( x

�

)

�

= x:

W m y±l tej de�nicji L

1

( R ) ze splotem nie jest algebr¡ Banac ha, b o nie p osiada

jedno±ci. Nie jest to jednak wielk a przeszk o da. P ok a»em y , »e mo»na tej algebrze

doª¡czy¢ jedno±¢ tak, b y staªa si¦ algebr¡ Banac ha.

Zaªó»m y , »e w algebrze A nie ma jedno±ci, ale »e sp eªnione s¡ wszystkie p ozo-

staªe aksjomat y algebry Banac ha. P oªó»m y

e

A = C � A , gdzie C jest ciaªem liczb
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zesp olon yc h. Zbiór

e

A skªada si¦ z wszystkic h takic h par [ �; x ] , »e � 2 C , x 2 A .

Dziaªania i norm¦ w

e

A okre±lam y nast¦puj¡co

[ �; x ] + [ � ; y ] = [ � + � ; x + y ] ;

[ �; x ][ � ; y ] = [ �� ; �y + � x + xy ] ;

� [ �; x ] = [ ��; �x ] ;





[ �; x ]





= j � j + k x k :

Jest o czywiste, »e

e

A jest algebr¡ Banac ha z jedno±ci¡ e = [1 ; 0] , przy czym

k e k = 1 i o dwzoro w anie x ! [0 ; x ] jest izometryczn ym wªo»eniem A w

e

A .

Opiszem y jeszcze jedn¡ meto d¦ ÿ p opra wiania" algebry tak, b y staªa si¦ algebr¡

Banac ha. Zaªó»m y , »e przestrze« Banac ha A jest jedno cze±nie algebr¡ nad ciaªem

liczb zesp olon yc h z jedno±ci¡ e ale, »e zamiast wªasno±ci k e k = 1 i k xy k ¬ k x kk y k

wiem y t ylk o, »e k e k 6 = 1 i »e ilo czyn xy jest ci¡ gªy p o k a»dej ze zmienn yc h przy

ustalonej drugiej. Okre±lm y o dwzoro w anie � : x ! T

x

algebry A w algebr¦ L ( A )

wszystkic h ograniczon yc h op eratoró w linio wyc h na A kªad¡c T

x

y = xy . Jest ja-

sne, »e � jest algebraiczn ym izomor�zme m algebry A w p o dalgebr¦ � ( A ) algebry

L ( A ) . P ok a»em y , »e � jest tak»e homeomor�zm em . B¦dzie to oznaczaªo, »e al-

gebra A jest top ologicznie i algebraicznie ró wno w a»na algebrze Banac ha � ( A ) .

P oniew a» k x k = k xe k = k T

x

e k ¬ k e kk T

x

k , wi¦c o dwzoro w anie �

� 1

: T x ! x

jest ci¡ gªe. Ab y do wie±¢ ci¡ gªo±ci � p ok a»em y na jpierw, »e op erator T 2 L ( A )

le»y w � ( A ) wtedy i t ylk o wtedy , gdy ( T y ) z = T ( y z ) dla wszystkic h y ; z 2 A .

Rzeczywi±cie, je±li w arunek ten jest sp eªnion y , to kªad¡c x = T e , otrzymam y

T y = T ( ey ) = ( T e ) y = xy , tzn. T = T

x

2 � ( A ) . T o, »e k a»dy op erator w � ( A )

ma wsp omnian¡ wªasno±¢ wynik a nat yc hmiast z ª¡czno±ci mno»enia. Je»eli teraz

f T

n

g jest ci¡ giem w � ( A ) i T

n

! T , to z ró wno±ci

( T y ) z = lim

n !1

( T

n

y ) z = lim

n !1

T

n

( y z ) = T ( y z )

wynik a, »e T 2 � ( A ) . Dlatego � ( A ) jest domkni¦t¡ p o dprzestrzeni¡ w L ( A ) .

Oznacza to, »e � jest wza jemnie jednoznaczn ym o dwzoro w aniem linio wym prze-

strzeni Banac ha A na przestrze« Banac ha � ( A ) , a p oniew a» o dwzoro w anie o d-

wrotne �

� 1

jest ci¡ gªe, wi¦c z t wierdzenia Banac ha o o dwzoro w aniu o dwrotn ym

wynik a, »e � jest homeomor�zm em .

8.1. Wniosek. Ka»da algebr a Banacha A jest izometrycznie izomor�czna z do-

mkni¦t¡ p o dalgebr ¡ algebry Banacha L ( X ) wszystkich ci¡gªych op er ator ów linio-

wych na p ewnej przestrzeni Banacha X .

8.2. Przykªad. Algebra C

0

( R ) funk cji ci¡ gªyc h na prostej R d¡»¡cyc h do zera

w niesk o«czono±ci, z norm¡ k x k = max

t 2 R

�

�

x ( t )

�

�

, ma wszystkie wªasno±ci algebry
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Banac ha, z wyj¡tkiem p osiadania jedno±ci. Mam y dwie mo»liw o±ci jej doª¡czenia.

Pierwsz¡ ÿstandarto w ¡", gdzie

e

A = C � C

0

( R ) , a drug¡ przez wybranie w algebrze

C ( R ) na jmniejszej p o dalgebry (domkni¦tej) za wiera j¡cej C

0

( R ) . Jest ni¡ algebra

wszystkic h funk cji ma j¡cyc h granic¦ w niesk o«czono±ci, tzn. funk cji p ostaci � 1 +

x , gdzie � 2 C , x 2 C

0

( R ) . Jest to wi¦c algebra izomor�czna z

e

A . Nie jest jednak

izometrycznie izomor�czna. Bo np. dla funk cji x ( t ) = t

2

= (1 + t

2

) = 1 � 1 = (1 + t

2

)

mam y

k x k

e

A

= 1 + max

t 2 R

�

�

�

1

1 + t

2

�

�

�

= 2 ; k x k

1

= 1 :

Wyda je si¦, »e drugi sp osób ÿdoª¡czania jedno±ci" jest lepszy .

8.3. Przykªad. P o dobnie jest dla algebry L

1

( R ) . Drugi sp osób doª¡czania jed-

no±ci mo»e tu p olega¢ na wybraniu w algebrze M ( R ) wszystkic h miar b orelo w-

skic h sk o«czon yc h z norm¡ k � k = V ar( � ) , splotem

� � � ( A ) =

Z

+ 1

�1

Z

+ 1

�1

�

A

( t + s ) d� ( t ) d� ( s )

i jedno±ci¡ �

0

, na jmniejszej domkni¦tej p o dalgebry za wiera j¡cej L

1

( R ) (jak o mia-

ry absolutnie ci¡ gªe wzgl¦dem miary Leb esgue'a). Jest ni¡ zbiór wszystkic h miar

p ostaci

d� ( t ) = � �

0

+ x ( t ) dt;

gdzie � 2 C , x 2 L

1

( R ) . Mam y tu k � k = j � j + k x k

1

, a wi¦c algebra ta jest

izometrycznie izomor�czna z

e

A .

Definicja. Elemen t x algebry Banac ha A nazyw am y regularn ym , je±li p o-

siada elemen t o dwrotn y x

� 1

a singularn ym lub osobliwym w przeciwn ym

przypadku. Widmo � ( x ) elemen tu x skªada si¦ z t yc h liczb zesp olon yc h � , dla

któryc h elemen t �e � x jest singularn y . Liczba j � ( x ) j = sup

� 2 � ( x )

j � j nosi nazw ¦

promienia sp ektralnego elemen tu x . Zbiorem rezolw en t y � ( x ) jest dop eª-

nienie C n � ( x ) sp ektrum � ( x ) . F unk cja x ( � ) = ( �e � x )

� 1

okre±lona dla � 2 � ( x )

nosi nazw ¦ rezolw en t y elemen tu x . Elemen t x 2 A nazyw am y pra wym (o dp.

lewym ) top ologiczn ym dzielnikiem zera , je»eli w A istnieje taki ci¡ g f x

n

g ,

»e k x

n

k = 1 , n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : , oraz x

n

x ! 0 (o dp. xx

n

! 0 ). Je»eli elemen t x

jest jedno cze±nie pra wym i lewym top ologiczn ym dzielnikiem zera, to b ¦dziem y

go nazyw a¢ dwustronn ym top ologiczn ym dzielnikiem zera .

Uw a ga. Jak widzieli±m y w e wniosku 8.1, k a»d¡ algebr¦ Banac ha A mo»na trak-

to w a¢ jak o domkni¦t¡ p o dalgebr¡ algebry L ( X ) dla p ewnej przestrzeni Banac ha

X (jest ni¡ A ). P o wsta je p ytanie, czy p o j¦cia | które przed c h wil¡ wpro w a-

dzili±m y | p okryw a j¡ si¦ ze znan ymi nam ju» o dp o wiednimi p o j¦ciami z teorii

op eratoró w. Odp o wied¹ brzmi T AK.



156 VI I I. ALGEBR Y BANA CHA

Dla x 2 A niec h T

x

oznacza op erator T

x

y = xy , y 2 A . Je»eli elemen t x

� 1

istnieje, to

T

x

� 1
( T

x

y ) = y = T

x

( T

x

� 1
y ) ;

wi¦c T

x

� 1

= T

� 1

x

. Z drugiej stron y , gdy T

� 1

x

istnieje, to

T

x

�

( T

� 1

x

y ) z

�

= y z tzn. ( T

� 1

x

y ) z = T

� 1

x

( y z )

i je±li a = T

� 1

x

e , to az = T

� 1

x

z dla wszystkic h z 2 A . Opró cz tego

xa = T

x

a = e = T

� 1

x

( T

x

e ) = T

� 1

x

( ex ) = ( T

� 1

x

e ) x = ax;

a wi¦c x

� 1

= a istnieje i T

� 1

x

z = x

� 1

z .

Z rozumo w ania tego wynik a, »e � ( x ) = � ( T

x

) . P ozw ala nam to zaadopto w a¢

niektóre sp o±ró d t wierdze« teorii sp ektralnej op eratoró w do teorii algebr Banac ha

i o dwrotnie. Na przykªad:

8.4. Lema t. Multiplikatywna grup a G elementów r e gularnych algebry Banacha

A jest zbior em otwartym w A , a o dwzor owanie x ! x

� 1

jest home omor�zmem

G na siebie.

Do w ó d: P ok a»em y na jpierw, »e G za wiera kul¦ f x 2 A : k e � x k < 1 g . Rzeczy-

wi±cie, je»eli k e � x k < 1 , to szereg y =

P

1

n =0

( e � x )

n

jest zbie»n y , dlatego

y x = xy = y � ( e � x ) y =

1

X

n =0

( e � x )

n

�

1

X

n =1

( e � x )

n

= e:

W k onsekw encji y = x

� 1

i

k x

� 1

� e k =









1

X

n =1

( e � x )

n









¬

k e � x k

1 � k e � x k

:

P ok azali±m y , »e G za wiera oto czenie jedno±ci i x

� 1

jest ci¡ gª¡ funk cj¡ x w punk cie

e . Niec h teraz x 2 G i k y � x k ¬

1

k x

� 1

k

. Wtedy

k x

� 1

y � e k = k x

� 1

( y � x ) k ¬ k x

� 1

kk y � x k < 1 ;

a wi¦c z tego, co udo w o dnili±m y p oprzednio, x

� 1

y 2 G , sk ¡d y 2 G . Je»eli

y

n

! y , to y

n

y

� 1

! e i dlatego y y

� 1

n

= ( y

n

y

� 1

)

� 1

! e . W k onsekw encji

y

� 1

n

! y

� 1

.
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8.5. Lema t. Ka»dy punkt brze gowy grupy elementów r e gularnych algebry Bana-

cha jest dwustr onnym top olo gicznym dzielnikiem zer a.

Do w ó d: Niec h x =2 G , x

n

2 G , x

n

! x . Je»eli ci¡ g

�

k x

� 1

n

k

	

jest ograniczon y , to

x

n

x � e = x

� 1

n

( x � x

n

) ! 0 , co z lematu 8.4 oznacza, »e x

� 1

n

x 2 G dla du»yc h n .

Przeczy to zaªo»eniu x =2 G . T ak wi¦c ci¡ g

�

k x

� 1

n

k

	

jest nieograniczon y i mo»em y

zaªo»y¢, »e k x

� 1

n

k ! 1 . P oªó»m y y

n

= x

� 1

n

= k x

� 1

n

k . P oniew a» k y

n

k = 1 oraz

y

n

x = y

n

( x � x

n

) +

e

k x

� 1

n

k

! 0 ;

xy

n

= ( x � x

n

) y

n

+

e

k x

� 1

n

k

! 0 ;

wi¦c x jest dwustronn ym top ologiczn ym dzielnikiem zera.

8.6. Lema t. Widmo � ( x ) elementu x algebry Banacha jest zbior em niepustym,

o gr aniczonym i domkni¦tym. R ezolwenta x ( � ) = ( �e � x )

� 1

elementu x jest ana-

lityczna na zbiorze � ( x ) , d¡»y do zer a przy j � j ! 1 i sp eªnia r ównanie

x ( � ) � x ( � ) = ( � � � ) x ( � ) x ( � ) ; �; � 2 � ( x ) :

Do w ó d: T o, »e zbiór � ( x ) jest ot w art y , a w k onsekw encji � ( x ) domkni¦t y , wynik a

z lematu 8.4. Lemat ten p ok azuje te», »e �e � x = � ( e � x=� ) 2 G dla du»yc h � (b o

elemen t e � x=� jest bliski e ). St¡d wynik a ograniczono±¢ zbioru � ( x ) . P oniew a»

e � x=� ! e przy j � j ! 1 , to z lematu 8.4 x ( � ) = �

� 1

( e � x=� )

� 1

! 0 przy

j � j ! 1 . Dla do w oln yc h �; � 2 � ( x ) elemen t y x ( � ) i x ( � ) k om utuj¡ i

( �e � x ) x ( � ) x ( � ) = x ( � ) ;

( �e � x ) x ( � ) x ( � ) = x ( � ) ;

x ( � ) � x ( � ) = ( � � � ) x ( � ) x ( � ) ;

sk ¡d

x ( � ) � x ( � )

� � �

= � x ( � ) x ( � ) :

P oniew a» funk cja x ( � ) jest ci¡ gªa dla � 2 � ( x ) , ostatnia ró wno±¢ do w o dzi, »e

x

0

( � ) = � [ x ( � )]

2

, a w k onsekw encji do w o dzi analit yczno±ci rezolw en t y x ( � ) na

zbiorze � ( x ) .

Na zak o«czenie zau w a»m y jeszcze, »e je»eli widmo � ( x ) jest zbiorem pust ym,

to dla k a»dego funk cjonaªu linio w ego x

�

2 A

�

funk cja � ! x

�

�

x ( � )

�

jest anali-

t yczna na caªej pªaszczy¹nie C i d¡»y do zera w niesk o«czono±ci, dlatego ró wna

jest zeru wsz¦dzie. P oniew a» za x

�

mo»na wybra¢ do w oln y elemen t przestrzeni

sprz¦»onej A

�

, to 0 = x ( � ) = x ( � )( �e � x ) = e , co przeczy wªasno±ci k e k = 1 .
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8.7. Twierdzenie. Je»eli algebr a Banacha nie zawier a r ó»nych o d zer a dwu-

str onnych top olo gicznych dzielników zer a, to jest izometrycznie izomor�czna z cia-

ªem liczb zesp olonych.

Do w ó d: Niec h x 2 A , Zgo dnie z lematem 8.6, widmo � ( x ) jest zbiorem niepust ym

i ograniczon ym, istnieje wi¦c punkt � nale»¡cy do jego brzegu. Wtedy , jak to

wynik a z lematu 8.5, �e � x jest dwustronn ym top ologiczn ym dzielnikiem zera,

zatem x = �e . P oniew a» k e k = 1 , wi¦c k x k = j � j .

8.8. Wniosek (twierdzenie Mazura-Gelf and a) . Je»eli algebr a Banacha

jest ciaªem, to jest izometrycznie izomor�czna z ciaªem liczb zesp olonych.

Uw a ga. Mazur udo w o dniª ogólniejsze t wierdzenie: Je»eli algebra Banac ha nad

ciaªem liczb rzeczywist yc h jest ciaªem, to jest izomor�czna alb o z ciaªem liczb

rzeczywist yc h, alb o z ciaªem liczb zesp olon yc h, alb o z ciaªem kw aternionó w (patrz

np. [10]).

8.9. Lema t. Pr omie« sp ektr alny j � ( x ) j elementu x algebry Banacha sp eªnia

r ówno±¢

�

�

� ( x )

�

�

= lim

n !1

k x

n

k

1 =n

¬ k x k :

Do w ó d: Je»eli j � j > k x k , to szereg

1

P

n =0

x

n

�

n +1

jest zbie»n y , a p oniew a»

( �e � x )

1

X

n =0

x

n

�

n +1

=

1

X

n =0

�

x

n

�

n

�

x

n +1

�

n +1

�

= e;

wi¦c � nale»y do zbioru rezolw en t y � ( x ) . Dlatego j � ( x ) j ¬ k x k . Z lematu 8.6

wynik a, »e rezolw en ta x ( � ) jest funk cj¡ analit yczn¡ na zbiorze � ( x ) i dlatego

dla k a»dego funk cjonaªu x

�

2 A

�

wszystkie punkt y osobliw e sk alarnej funk cji

analit ycznej x

�

�

x ( � )

�

za w arte s¡ w k ole j � j ¬ j � ( x ) j . Wynik a st¡d, »e szereg

x

�

�

x ( � )

�

=

P

1

n =0

x

�

( x

n

) =�

n +1

jest zbie»n y przy j � j > j � ( x ) j , a w k onsekw encji,

»e dla takic h �

sup

n

�

�

�

x

�

( x

n

)

�

n +1

�

�

�

< 1 :

P oniew a» x

�

jest do w oln ym elemen te m A

�

, z t wierdzenia Banac ha-Steinhausa

wnosim y , »e







x

n

�

n +1







¬ M

�

< 1 ; n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : ;

a st¡d

lim sup

n !1

k x

n

k

1 =n

¬ j � ( x ) j :
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Dla zak o«czenia do w o du zau w a»m y , »e je»eli elemen t �e � x jest singularn y , to

singularn y jest ró wnie» elemen t �

n

e � x

n

, b o jest wielokrotno±ci¡ �e � x . Dlatego

� 2 � ( x ) p o ci¡ ga �

n

2 � ( x

n

) , sk ¡d j �

n

j ¬ k x

n

k , a dalej j � j < lim inf

n !1

k x

n

k

1 =n

czyli, »e j � ( x ) j ¬ lim inf

n !1

k x

n

k

1 =n

.

Je»eli A

0

jest p o dalgebr¡ Banac ha (tzn. domkni¦t¡ p o dalgebr¡ z jedno±ci¡)

algebry A i x 2 A

0

, to wraz z widmem � ( x ) elemen tu x wzgl¦dem algebry A

mo»na rozpatryw a¢ jego widmo �

0

( x ) wzgl¦dem p o dalgebry A

0

. Zbiory � ( x ) i

�

0

( x ) , ogólnie rzecz bior¡c, s¡ ró»ne, jednak | jak to wida¢ z p o wy»szego lematu

| ic h promienie sp ektralne j � ( x ) j i j �

0

( x ) j s¡ sobie ró wne. Je»eli e

0

jest idem-

p oten tem w A (tzn. e

2

0

= e

0

) ró»n ym o d e i 0, a A

0

= e

0

A e

0

, to jest jasne,

»e �

0

( x ) � � ( x ) dla k a»dego x 2 A

0

P oni»szy lemat p ok azuje, »e je»eli jedynk a

p o dalgebry A

0

p okryw a si¦ z e , to zac ho dzi za wieranie o dwrotne.

8.10. Lema t. Nie ch A

0

b ¦ dzie p o dalgebr ¡ Banacha algebry Banacha A , maj¡c ¡

wsp óln¡ z A je dynk¦ e . Wte dy � ( x ) � �

0

( x ) d la ka»de go x 2 A

0

, a d la brze gów

tych zbior ów zacho dzi zawier anie prze ciwne @

�

�

0

( x )

�

� @

�

� ( x )

�

.

Do w ó d: P oniew a» jedynk a e algebry A le»y w A

0

, to k a»dy elemen t regularn y

w A

0

jest regularn y w A . Dlatego �

0

( x ) � � ( x ) , czyli � ( x ) � �

0

( x ) . Je»eli

� 2 @

�

�

0

( x )

�

, to �e � x jest punktem brzegu grup y elemen tó w o dwracaln yc h

algebry A

0

. Z lematu 8.5 wynik a, »e �e � x jest dwustronn ym top ologiczn ym

dzielnikiem zera w A

0

, a wi¦c i w A . Wynik a st¡d, »e @

�

�

0

( x )

�

� � ( x ) , co w

p oª¡czeniu z za wieraniem �

0

( x ) � � ( x ) da je

@

�

�

0

( x )

�

= �

0

( x ) \ @

�

�

0

( x )

�

� � ( x ) \ � ( x ) = @

�

� ( x )

�

:

8.11. Przykªad. Przy oznaczeniac h D = f z 2 C : j z j < 1 g oraz T = @ D =

f z 2 C : j z j = 1 g rozpatrzm y algebr¦ Banac ha A = C ( T ) i jej p o dzbiór A

0

zªo»on y z t yc h funk cji holomor�czn yc h w D , które p osiada j¡ przedªu»enie do

funk cji ci¡ gªej na D . Z t wierdzenia Cauc h y'ego wynik a, »e A

0

jest domkni¦t¡

p o dalgebr¡ Banac ha algebry A . Dla funk cji x ( z ) = z mam y � ( x ) = T , za±

�

0

( x ) = D . T ak wi¦c � ( x ) 6= �

0

( x ) , @

�

� ( x )

�

= @

�

�

0

( x )

�

. Šat w o spra wdzi¢, »e

dla do w olnej funk cji x 2 A

0

mam y � ( x ) = x ( T ) , za± �

0

( x ) = x ( D ) , czyli � ( x ) �

�

0

( x ) . Z zasady maksim um dla funk cji holomor�czn yc h wynik a, »e @

�

x ( T )

�

=

@

�

x ( D )

�

, tzn. @

�

�

0

( x )

�

= @

�

� ( x )

�

.

8.12. Wniosek. Je»eli w lemacie 8.10 zaªo»ymy do datkowo, »e �

0

( x ) jest zbio-

r em brze gowym lub, »e � ( x ) jest zbior em sp ójnym, to �

0

( x ) = � ( x ) .

Do w ó d: Je»eli �

0

( x ) jest zbiorem brzego wym, to

�

0

( x ) = @

�

�

0

( x )

�

� @

�

� ( x )

�

� � ( x ) � �

0

( x ) :
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Je»eli zbiór � ( x ) jest sp ó jn y i istnieje punkt � 2 �

0

( x ) \ � ( x ) , to mo»na go p oª¡czy¢

z niesk o«czono±ci¡ krzyw ¡ ci¡ gª¡ caªk o wicie le»¡c¡ w zbiorze � ( x ) . Ale wtedy

zna jdziem y punkt brzego wy zbioru �

0

( x ) le»¡cy w � ( x ) , a to przeczy lemato wi

8.10. T ak wi¦c zbiór �

0

( x ) \ � ( x ) jest pust y , co oznacza, »e �

0

( x ) � � ( x ) � �

0

( x ) .

8.13. Wniosek. Je»eli w lemacie 8.10 zaªo»y¢ do datkowo, »e widmo �

0

( x ) jest

rze czywiste, to p okrywa si¦ ono z widmem �

1

( x ) elementu x wzgl¦ dem dowolnej

p o dalgebry Banacha A

1

� A , zawier aj¡c ej x i je dynk¦ algebry A .

Do w ó d: P oniew a» � ( x ) � �

0

( x ) , wi¦c � ( x ) le»y na prostej rzeczywistej. P onie-

w a» � ( x ) jest zbiorem ograniczon ym, wi¦c � ( x ) jest zbiorem sp ó jn ym. P oprzedni

wniosek p ok azuje, »e �

0

( x ) = � ( x ) = �

1

( x ) .

Definicja. Pra wym (o dp. lewym ) ideaªem w algebrze Banac ha A nazyw am y

tak ¡ niezero w ¡ wªa±ciw ¡ p o dprzestrze« linio w ¡ J w A , »e J A = J (o dp. A J =

J ). Je»eli jedno cze±nie J A = J i A J = J , to ideaª J nazyw am y dwustronn ym .

Zbiory A i f 0 g traktujem y jak o ideaªy trywialne.

P oniew a» ideaª jest wªa±ciwym p o dzbiorem A , nie mo»e za wiera¢ »adnego

elemen t y regularnego i dlatego jest za w art y w dop eªnieniu G

c

grup y elemen tó w

regularn yc h. P oniew a» zbiór G jest ot w art y (lemat 8.4), to J � G

c

, a wi¦c J 6= A .

St¡d i z ci¡ gªo±ci op eracji algebraiczn yc h w A wynik a, »e J jest tak»e ideaªem.

T ak wi¦c domkni¦cie pra w ego, lew ego lub dwustronnego ideaªu jest znó w ideaªem

pra wym, lewym lub dwustronn ym. Wynik a st¡d, »e ideaª maksymaln y (tzn. nie

za wiera j¡cy si¦ w »adn ym inn ym ideale tego samego t ypu) jest za wsze domkni¦t y .

Zaªó»m y , »e J jest pra wym ideaªem. Up orz¡dkujm y przez za wieranie zbiór

wszystkic h pra wyc h ideaªó w za wiera j¡cyc h J . Stosuj¡c lemat Zorna otrzymam y ,

»e zbiór ten za wiera elemen t maksymaln y . T ak wi¦c k a»dy pra wy (analogicznie

lewy i dwustronn y) ideaª jest za w art y w p ewn ym maksymaln ym pra wym (o dp.

lewym i dwustronn ym) ideale. Wynik a st¡d w szczególno±ci, »e je»eli elemen t x

jest singularn y , to przyna jmniej jeden ze zbioró w x A lub A x jest ideaªem, jest

wi¦c za w art y w p ewn ym ideale maksymaln ym .

Wªasno±ci ideaªó w zebrane s¡ w nast¦puj¡cym lemacie:

8.14. Lema t. Ide aªy pr awostr onne, lewostr onne i dwustr onne maj¡ nast¦puj¡c e

wªasno±ci:

a. Ide aª nie zawier a elementów r e gularnych.

b. Domkni¦ cie ide aªu jest znów ide aªem.

c. Ide aª maksymalny jest domkni¦ty.
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d. Ka»dy ide aª jest zawarty w p ewnym ide ale maksymalnym.

e. Element x le»y w przynajmniej je dnym ide ale maksymalnym pr awostr on-

nym (o dp. lewostr onnym) wte dy i tylko wte dy, gdy nie ma pr awe go (o dp.

lewe go) o dwr otne go.

Zwró ¢m y u w ag¦, »e klasy ró wno w a»no±ci x + J , x 2 A , wzgl¦dem ideaªu

dwustronnego J t w orz¡ algebr¦ wzgl¦dem nast¦puj¡cyc h dziaªa«

( x + J ) + ( y + J ) = ( x + y ) + J ;

� ( x + J ) = ( �x ) + J ; ( x + J )( y + J ) = ( xy ) + J :

Algebra ta nosi nazw ¦ algebry ilorazo w ej algebry A wzgl¦dem ideaªu J i ozna-

czana jest A =J . Norm¦ w algebrze ilorazo w ej okre±lam y wzorem

k x + J k = inf

y 2 J

k x + y k :

8.15. Lema t. Je»eli J jest domkni¦tym ide aªem dwustr onnym w algebr a Bana-

cha A , to A =J jest algebr ¡ Banacha.

Do w ó d: Dla uproszczenia oznaczm y przez [ x ] klas¦ ró wno w a»no±ci elemen tu x w

A =J . Jest o czywiste, »e A =J jest algebr¡ z jedno±ci¡ [ e ] . P ozosta je t ylk o do wie±¢,

»e sp eªnione s¡ aksjomat y norm y . Je»eli k [ x ] k = 0 , to zna jdziem y taki ci¡ g f x

n

g

w J , »e k x + x

n

k ! 0 , a p oniew a» J jest zamkni¦t y , wi¦c x 2 J . W k onsekw encji

[ x ] = [0] tzn., »e [ x ] jest zerem w A =J . Zaªó»m y teraz, »e z ; u; v przebiega j¡

niezale»nie zbiór J . Wtedy





[ x ][ y ]





=





[ xy ]





= inf

z

k xy + z k ¬ inf

u;v





( x + u )( y + v )





¬





[ x ]









[ y ]





:

P oniew a» k [ e ] k = k [ e

2

] k ¬ k [ e ] k

2

i k [ e ] k 6= 0 , wi¦c k [ e ] k  1 . Z drugiej stron y

k [ e ] k = inf

z 2 J

k e + z k ¬ k e k = 1 . W k onsekw encji k [ e ] k = 1 . P o daddyt ywno±¢

i jednoro dno±¢ norm y ilorazo w ej s¡ o czywiste. T ak»e zup eªno±¢ przestrzeni A =J .

Przemienne algebry Banac ha

W przemiennej algebrze Banac ha A k a»dy ideaª J jest ideaªem dwustronn ym,

a algebra ilorazo w a A =J jest przemienna. Jest ona algebr¡ Banac ha, gdy J jest

ideaªem domkni¦t ym . Šat w o zau w a»y¢, »e k a»dy ideaª J

0

algebry A za wiera j¡cy

J jak o wªa±ciwy p o dzbiór okre±la w algebrze A =J ideaª

e

J

0

, zªo»on y z wszystkic h

t yc h w arst w ex = x + J , »e x 2 J . Odwrotnie, k a»dy ideaª algebry ilorazo w ej A =J

mo»na otrzyma¢ w ten sp osób.
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8.16. Twierdzenie. Nie ch J b ¦ dzie ide aªem domkni¦tym w przemiennej alge-

brze Banacha A . A lgebr a ilor azowa A =J jest izometrycznie izomor�czna ciaªu

liczb zesp olonych wte dy i tylko wte dy, gdy J jest ide aªem maksymalnym.

Do w ó d: Je±li ideaª J nie jest maksymaln y , to jest wªa±ciwym p o dzbiorem p ewnego

ideaªu. Wtedy algebra ilorazo w a A =J p osiada nietrywialn y ideaª i nie mo»e b y¢

ciaªem. Z drugiej stron y , gdy ideaª J jest maksymaln y , to A =J nie za wiera nietry-

wialn yc h ideaªó w, a wi¦c jest ciaªem. T eza wynik a z Twierdzenia Mazura-Gelfanda.

Niec h M oznacza zbiór wszystkic h ideaªó w maksymaln y c h przemiennej alge-

bry Banac ha A . Z t wierdzenia 8.16 wynik a, »e dla k a»dego M 2 M i k a»dego

x 2 A istnieje tak a liczba zesp olona x ( M ) , »e x + M = x ( M ) e + M . Jest ja-

sne, »e o dwzoro w ania x ! x ( M ) jest homomor�zme m algebry A w ciaªo liczb

zesp olon yc h C . Homomor�zm ten jest ci¡ gªy , b o j x ( M ) j ¬ k x + M k ¬ k x k .

8.17. Lema t. Nie ch � b ¦ dzie niezer owym homomor�zmem przemiennej algebry

Banacha A w ciaªo liczb zesp olonych i nie ch

M

�

= f x 2 A : � ( x ) = 0 g

oznacza je go j¡dr o. Wte dy M

�

jest ide aªem maksymalnym algebry A i x ( M

�

) =

� ( x ) d la x 2 A . Odwzor owanie � ! M

�

mi¦ dzy zbior em wszystkich niezer owych

homomor�zmów i zbior em M wszystkich ide aªów maksymalnych jest wzajemnie

je dnoznaczne.

Do w ó d: P oniew a» elemen t � ( x ) e � x le»y w ideale M

�

, to jest singularn y i dlatego

liczba � ( x ) le»y w widmie � ( x ) . Z lematu 8.9 wynik a, »e j � ( x ) j ¬ k x k . Oznacza to,

»e homomor�zm � jest ci¡ gªy , ideaª M

�

domkni¦t y a A = M

�

jest algebr¡ Banac ha.

Homomor�zm � jest staªy na k a»dej w arst wie x + M

�

i dlatego wyznacza p ewien

homomor�zm e� algebry ilorazo w ej A = M

�

w ciaªo liczb zesp olon yc h C . P oniew a»

� ( �e ) = � , to e� o dwzoro wuje A = M

�

na caªe C . Wynik a st¡d, »e A = M

�

jest

ciaªem, a w k onsekw encji, »e ideaª M

�

jest maksymaln y . Ró wno±¢ � ( x ) = x ( M

�

)

wynik a b ezp o±rednio z okre±lenia x ( M

�

) . Odwzoro w anie � ! M

�

jest wza jemnie

jednoznaczne, b o je±li M

�

1

= M

�

2

, to �

1

( x ) = x ( M

�

1

) = x ( M

�

2

) = �

2

( x ) dla

wszystkic h x 2 A .

8.18. Wniosek. Ka»dy homomor�zm przemiennej algebry Banacha w ciaªo liczb

zesp olonych jest ci¡gªy.
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8.19. Lema t. Nie ch M oznacza zbiór wszystkich ide aªów maksymalnych prze-

miennej algebry Banacha A . Wte dy x ( M ) = � ( x ) or az

(8 : 45) sup

M 2 M

�

�

x ( M )

�

�

= lim

n !1

k x

n

k

1 =n

:

Do w ó d: Elemen t x ( M ) e � x le»y w ideale maksymaln ym M , dlatego jest sin-

gularn y , wi¦c x ( M ) 2 � ( x ) . Odwrotnie, je»eli � 2 � ( X ) , to elemen t singularn y

�e � x le»y w p ewn ym ideale maksymaln ym M . Wtedy � = x ( M ) . Ró wno±¢

(8. 45) wynik a z lematu 8.9.

Definicja. Elemen t x algebry Banac ha A nazyw am y top ologiczn ym nilp o-

ten tem , je±li k x

n

k

1 =n

! 0 . Radyk aª R to zbiór wszystkic h top ologiczn yc h nil-

p oten tó w algebry A . Je»eli R = f 0 g , to algebra nosi nazw ¦ p óªprostej .

8.20. Lema t. R adykaª przemiennej algebry Banacha p okrywa si¦ z przekr ojem

wszystkich jej ide aªów maksymalnych.

Do w ó d: P oniew a» x ( M ) = 0 wtedy i t ylk o wtedy , gdy x 2 M , wi¦c teza wynik a

z lematu 8.19.

Definicja. Przestrzeni¡ strukturaln¡ przemiennej algebry Banac ha A na-

zyw am y zbiór M wszystkic h jej ideaªó w maksymaln yc h wyp osa»on y w top ologi¦,

w której baz¡ oto cze« punktu M

0

2 M t w orz¡ zbiory

U ( M

0

; "; F ) =

�

M 2 M :

�

�

x ( M ) � x ( M

0

)

�

�

< " dla x 2 F

	

;

gdzie " > 0 a F jest do w oln ym sk o«czon ym p o dzbiorem A . Zau w a»m y , »e top o-

logia ta, to na jsªabsza top ologia w M , w której wszystkie funk cje M ! x ( M ) s¡

ci¡ gªe.

8.21. Lema t. Przestrze« struktur alna M przemiennej algebry Banacha A jest

zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a i d la ka»de go x 2 A funkcja x ( m ) jest ci¡gªa na

M .

Do w ó d: Oznaczm y przez Q

x

domkni¦t y dysk f � 2 C : j � j ¬ k x kg pªaszczyzn y ze-

sp olonej i niec h Q =

Q

x 2A

Q

x

b ¦dzie pro duktem top ologiczn ym wszystkic h t yc h

dysk ó w. P oniew a» j x ( M ) j ¬ k x k , to x ( M ) 2 Q

x

dla k a»dego x 2 A i dlatego

k a»dem u M 2 M o dp o wiada p ewien punkt q 2 Q , miano wicie punkt o wsp óª-

rz¦dn yc h q ( x ) = x ( M ) . Ró»n ym ideaªom maksymaln y m M

1

i M

2

o dp o wiada j¡

w Q ró»ne punkt y , b o je»eli x 2 M

1

, x =2 M

2

, to x ( M

1

) = 0 6= x ( M

2

) . Z t wier-

dzenia Tic hono w a (patrz ?? ) wynik a, »e Q jest zw art¡ przestrzeni¡ Hausdor�a, a
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M jest top ologicznie ró wno w a»na p ewnem u p o dzbioro wi przestrzeni Q . Dla za-

k o«czenia do w o du wystarczy p ok aza¢, »e M jest domkni¦t ym p o dzbiorem w Q .

Niec h � 2 M , " > 0 , F = f x; y ; x + y g , gdzie x; y s¡ do w oln ymi elemen tam i A .

Oto czenie U ( �; "; F ) punktu � w Q ma niepust y przekró j z M , dlatego istnieje

taki ideaª maksymaln y M , »e

�

�

� ( x ) � x ( M )

�

�

< ";

�

�

� ( y ) � y ( M )

�

�

< ";

�

�

� ( x + y ) � ( x + y )( M )

�

�

< ":

P oniew a» ( x + y )( M ) = x ( M ) + y ( M ) , a " > 0 jest do w olne, to � ( x + y ) =

� ( x ) + � ( y ) . W ten sam sp osób mo»na do wie±¢, »e � ( e ) = 1 , � ( �x ) = �� ( x )

i � ( xy ) = � ( x ) � ( y ) . T ak wi¦c punkt � 2 M okre±la niezero wy homomor�zm

algebry A w ciaªo liczb zesp olon yc h. Z lematu 8.17 wynik a istnienie takiego ideaªu

maksymalnego M

�

w M , »e x ( M

�

) = � ( x ) , x 2 A . T ak wi¦c � 2 M tzn., »e M

jest domkni¦t ym zbiorem w Q .

8.22. Twierdzenie. Nie ch M b ¦ dzie przestrzeni¡ struktur aln¡ przemiennej al-

gebry Banacha A , za± C ( M ) algebr ¡ Banacha wszystkich zesp olonych funkcji ci¡-

gªych na M . Wte dy o dwzor owanie x ! x ( � ) jest ci¡gªym homomor�zmem algebry

A w C ( M ) , przy czym sup

M 2 M

�

�

x ( M )

�

�

¬ k x k . Odwzor owanie to jest wzajemnie

je dnoznaczne wte dy i tylko wte dy, gdy algebr a A jest p óªpr osta.

Do w ó d: T o, »e o dwzoro w anie x ! x ( � ) jest homomor�zmem wynik a z okre±lenia

x ( M ) . Z lematu 8.21 wynik a, »e x ( � ) 2 C ( M ) . Nieró wno±¢ j x ( M ) j ¬ k x k p o-

k azana zostaªa w lemacie 8.19. Gdy A jest algebr¡ p óªprost¡, to z lematu 8.20

wnosim y , »e gdy x ( M ) = 0 dla wszystkic h M 2 M , to x = 0 . Wtedy o dwzoro-

w anie x ! x ( � ) jest wza jemnie jednoznaczne. Odwrotnie, je»eli to o dwzoro w anie

jest wza jemnie jednoznaczne, to z lematu 8.20 wynik a, »e A jest p óªprosta.

8.23. Przykªad. Niec h K b ¦dzie zw art¡ przestrzeni¡ Hausdor�a. P ok a»em y , »e

w algebrze C ( K ) k a»dy funk cjonaª linio wy i m ultipli k at ywn y � dan y jest wzorem

� ( x ) = x ( t

0

) ; gdzie t

0

2 K :

P ok a»em y na jpierw, »e istnieje taki punkt t

0

2 K , »e je»eli � ( x ) = 0 , to x ( t

0

) = 0 .

Istotnie, gdyb y takiego punktu nie b yªo, to dla k a»dego t 2 K istniaªb y taki

elemen t x

t

2 C ( K ) , »e � ( x

t

) = 0 oraz x

t

( t ) 6= 0 . Kªad¡c w razie p otrzeb y

x

t

x

t

w miejsce x

t

, mo»em y zaªo»y¢, »e x

t

( s )  0 i x

t

( t ) > 0 . Zbiory ot w arte

U

t

= f s 2 K : x

t

( s ) > 0 g p okryw a j¡ caªa przestrze« K , ze zw arto±ci K wynik a

mo»liw o±¢ wybrania takic h punktó w t

1

; t

2

; : : : ; t

n

2 K , »e K =

S

n

k =1

U

t

k

. Wynik a

st¡d, »e y ( s ) = x

t

1

( s ) + x

t

2

( s ) + : : : + x

t

n

( s ) > 0 dla wszystkic h s 2 K , czyli, »e y

jest elemen tem o dwracaln ym w C ( K ) . Z drugiej stron y � ( y ) = � ( x

t

1

) + � ( x

t

2

) +



Przemienne algebry Banac ha 165

: : : + � ( x

t

n

) = 0 , co pro w adzi do sprzeczno±ci. Istnieje wi¦c »¡dan y punkt t

0

. Niec h

x b ¦dzie do w oln ym elemen te m algebry C ( K ) . Je»eli � ( x ) = � , to � ( x � �e ) = 0 ,

sk ¡d ( x � �e )( t

0

) = 0 , czyli x ( t

0

) = � = � ( x ) . Widzim y wi¦c, »e M = K i »e

o dwzoro w anie x ! x ( � ) jest p o prostu to»samo±ci¡.

8.24. Przykªad. Niec h S b ¦dzie przestrzeni¡ top ologiczn¡ lok alnie zw art¡ i

niec h C

0

( S ) oznacza algebr¦ funk cji ci¡ gªyc h na S , ÿznik a j¡cyc h w niesk o«czo-

no±ci", tzn. takic h funk cji x : S ! C , »e dla k a»dego " > 0 istnieje taki zbiór

zw art y K � S , »e j x ( t ) j < " dla t =2 K . Rozpatrzm y algebr¦ Banac ha A wszyst-

kic h funk cji ÿma j¡cyc h granic¦ w niesk o«czono±ci", tzn. p ostaci x ( t ) = � + x

0

( t ) ,

gdzie � 2 C , x

0

2 C

0

( S ) , z norm¡ k x k = sup

t 2 S

j x ( t ) j . Dla takiej funk cji na-

piszem y lim

t !1

x ( t ) = � . Rozum uj¡c p o dobnie jak w p oprzednim przykªadzie

p ok azujem y , »e jedyn ymi funk cjonaªami linio wymi m ult yplik at ywn y m i algebry A

s¡ funk cjonaªy p ostaci

� ( x ) = x ( t

0

) ; t

0

2 S; lub � ( x ) = lim

t !1

x ( t ) :

Oznacza to, »e przestrze« strukturalna M algebry A p okryw a si¦ ze zbiorem

S [ f1g . Jak p oprzednio, ªat w o p ok azujem y , »e top ologia na przestrzeni S o dzie-

dziczona z M p okryw a si¦ z wyj±cio w ¡ top ologi¡ S . Oznacza to, »e M jest uzw ar-

ceniem jednopunkto wym, tzw. uzw arceniem Aleksandro w a , przestrzeni S .

8.25. Przykªad. Niec h S b ¦dzie przestrzeni¡ top ologiczn¡ caªk o wicie regu-

larn¡. P ok a»em y , »e przestrze« strukturalna M algebry C ( S ) jest homeomor�czna

z uzw arceniem

�

Cec ha-Stone'a � S przestrzeni S .

Rzeczywi±cie, p oniew a» S jest przestrzeni¡ caªk o wicie regularn¡, to przyp o-

rz¡dk o w anie t ! M

t

= f x 2 C ( S ) : x ( t ) = 0 g 2 M jest wza jemnie jednoznaczne.

Niec h M

S

oznacza obraz zbioru S przez to o dwzoro w anie. P ok a»em y , »e M

S

le»y

g¦sto w M . Gdyb y tak nie b yªo, to w M istniaªob y oto czenie p ostaci

�

M 2 M :

�

�

x

k

( M ) � x

k

( M

0

)

�

�

< "; k = 1 ; 2 ; : : : ; n

	

rozª¡czne z M

S

. P oªó»m y y

k

= x

k

� x

k

( M

0

) e . Wtedy dla k a»dego t 2 S istnieje

taki wsk a¹nik k , »e j y

k

( t ) j  " . Niec h

y ( t ) =

n

X

k =1

y

k

( t ) y

k

( t ) :

Wtedy y ( t )  "

2

dla wszystkic h t 2 S , wi¦c dla y w C ( S ) istnieje funk cja o d-

wrotna y

� 1

. Wtedy y nie le»y w »adn ym ideale maksymaln ym , c ho ¢ y ( M

0

) = 0 .

T u sprzeczno±¢. Rozumo w anie to p ok azuje, »e M

S

le»y g¦sto w M . P onadto dla
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k a»dego x 2 C ( S ) funk cja x ( M ) jest ci¡ gªa na M i jest przedªu»eniem na M

funk cji x ( M

t

) = x ( t ) . Dla zak o«czenia do w o du wystarczy wi¦c p ok aza¢, »e o d-

wzoro w anie t ! M

t

jest homeomor�zmem S na M

S

. Przeciw obrazem oto czenia

( a )

�

M

t

2 M

S

:

�

�

x

k

( M

t

) � x

k

( M

t

0

)

�

�

< "; k = 1 ; 2 ; : : : ; n

	

przez to o dwzoro w anie jest zbiór

( b )

�

t 2 S :

�

�

x

k

( t ) � x

k

( t

0

)

�

�

< "; k = 1 ; 2 ; : : : ; n

	

;

który z p o w o du ci¡ gªo±ci funk cji x

k

, k = 1 ; 2 ; : : : ; n jest ot w art y . Oznacza to,

»e rozpatryw ane o dwzoro w anie jest ci¡ gªe i wystarczy t ylk o spra wdzi¢, »e jest

ot w arte. Zau w a»m y w t ym celu, »e k a»dy zbiór ot w art y w S jest sum¡ zbioró w

t ypu (b). Istotnie, je»eli U jest oto czeniem punktu t

0

a x 2 C ( S ) jest funk cj¡

o ddziela j¡c¡ punkt t

0

o d zbioru S n U , (tzn. x ( t

0

) = 1 , x ( t ) = 0 dla t =2 U ) to

zbiór

�

t 2 S :

�

�

x ( t ) � x ( t

0

)

�

�

<

1

2

	

jest oto czeniem punktu t

0

t ypu (b), za w art ym u oto czeniu U .

8.26. Przykªad. Wyk a»em y , »e w algebrze L

1

( R ) k a»dy funk cjonaª m ultipli-

k at ywn y � dan y jest wzorem

� ( x ) =

Z

+ 1

�1

x ( t ) e

its

dt; gdzie s 2 R :

Zau w a»m y na jpierw, »e L

1

( R ) nie jest algebr¡ Banac ha, b o nie p osiada jedno±ci,

winni±m y wi¦c bada¢ algebr¦ A = C � L

1

( R ) p o wstaª¡ przez doª¡czenie jedno±ci.

Ka»dy niezero wy funk cjonaª m ultipli k at ywn y na A jest p ostaci

� ( �e + x ) = � + � ( x ) :

Jedn ym sp o±ró d dopuszczaln yc h funk cjonaªó w jest �

0

( �e + x ) = � . P ozostaªe

s¡ niezero wymi funk cjonaªami m ult ypli k at ywn ym i algebry L

1

( R ) . Oznacza to, »e

przestrze« strukturalna M algebry A mo»na uto»sami¢ ze zbiorem R [ f �

0

g .

P ozosta wiam y jak o ¢wiczenie p ok azanie, »e M jest uzw arceniem Aleksandro w a

przestrzeni R .

F unk cjonaª � , jak o ci¡ gªy funk cjonaª linio wy na przestrzeni L

1

( R ) m usi mie¢

p osta¢

� ( x ) =

Z

+ 1

�1

x ( t ) � ( t ) dt;
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gdzie � 2 L

1

( R ) . Z wªasno±ci m ult yplik at ywno±ci � otrzym ujem y w arunek

Z

+ 1

�1

�

Z

+ 1

�1

x ( t � s ) y ( s ) ds

�

� ( t ) dt =

Z

+ 1

�1

x ( t ) � ( t ) dt

Z

+ 1

�1

y ( s ) � ( s ) ds:

Ró wno±¢ ta zac ho dzi dla wszystkic h x; y 2 L

1

( R ) . Zatem � ( t + s ) = � ( t ) � ( s )

pra wie wsz¦dzie. W ob ec mierzalno±ci funk cji � , m usi ona b y¢ p ostaci � ( t ) = e

z t

dla p ewnego z 2 C . P oniew a» funk cja � jest istotnie ograniczona, wi¦c z m usi

b y¢ czysto uro jona, tzn. z = is , s 2 R . Oczywi±cie dla ró»n yc h s funk cjonaªy ,

które otrzymam y s¡ ró»ne. P oniew a» funk cja

bx ( s ) =

Z

+ 1

�1

x ( t ) e

its

dt

jest ci¡ gª¡ funk cj¡ zmiennej s , d¡»¡c¡ do zera w niesk o«czono±ci, wi¦c istotnie

przestrze« strukturaln¡ M algebry A mo»em y uto»sami¢ z uzw arceniem Alek-

sandro w a R [ f1g prostej R . Punkt 1 jest tu reprezen to w an y przez funk cjonaª

�

0

.

8.27. Przykªad. Stosuj¡c p o dobn¡ tec hnik ¦ mo»na p ok aza¢, »e k a»dy funk-

cjonaª m ult ypli k at ywn y � na algebrze `

1

( Z ) wszystkic h ci¡ gó w sumo w aln yc h

x = ( : : : ; x

� 1

; x

0

; x

1

; : : : ) ze splotem, jest p ostaci

� ( x ) =

+ 1

X

�1

x

n

e

int

;

gdzie t jest liczb¡ rzeczywist¡ (sp eªnia j¡c¡ w arunek 0 ¬ t < 2 � , b y o dp o wiednio±¢

b yªa wza jemnie jednoznaczna).

Definicja. P o wiem y , »e algebra Banac ha A jest genero w ana przez zbiór A �

A , je»eli na jmniejsz¡ domkni¦t¡ p o dalgebr¡ z jedynk ¡ e i za wiera j¡c¡ A jest A .

Zbiór A nazyw am y wtedy zbiorem generatoró w algebry A .

8.28. Przykªad. Algebra dysk o w a A ( D ) jest genero w ana przez zbiór jedno-

elemen to wy , zªo»on y z funk cji iden t yczno±cio w ej f

0

( z ) = z . Algebra C ( T ) jest

genero w ana przez zbiór f f

0

; f

0

g . Wynik a to z t wierdzenia Stone'a-W eierstrassa.

›aden zbiór jedno elemen to wy nie generuje C ( T ) .

8.29. Twierdzenie. Przestrze« struktur alna przemiennej algebry Banacha A

gener owanej przez zbiór A � A jest home omor�czna z domkni¦tym p o dzbior em

pr o duktu zbior ów

Q

� ( a ) , gdzie a przebie ga zbiór A .
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Do w ó d: Zgo dnie z lematem 8.19, x ( M ) = � ( x ) i dlatego przyp orz¡dk o w anie

M ! x ( M ) okre±la o dwzoro w anie przestrzeni M w

Q

x 2 A

� ( x ) . Odwzoro w anie

to jest ci¡ gªe, b o ci¡ gªe s¡ wszystkie funk cje x ( � ) . Zaªó»m y , »e x ( M

1

) = x ( M

2

) dla

wszystkic h x 2 A . P oniew a» zbiór A generuje A , to y ( M

1

) = y ( M

2

) dla wszyst-

kic h y 2 A , st¡d M

1

= M

2

, b o je»eli y 2 M

1

oraz y =2 M

2

, to y ( M

1

) = 0 6=

y ( M

2

) . Rozpatryw ane o dwzoro w anie jest wi¦c ci¡ gªe i wza jemnie jednoznaczne z

przestrzeni zw artej Hausdor�a M w (zw art¡) przestrze« Hausdor�a

Q

x 2 A

� ( x ) ,

jest w ob ec tego homeomor�zme m a obraz M jest domkni¦t y w

Q

x 2 A

� ( x ) .

8.30. Wniosek. Przestrze« struktur alna przemiennej algebry Banacha z je dnym

gener ator em jest home omor�czna ze sp ektrum te go gener ator a.

Przemienne C*-algebry

C*- algebr¡ nazyw am y algebr¦ Banac ha z in w olucj¡ *, sp eªnia j¡c¡ do datk o w o

w arunek k x

�

x k = k x k

2

.

Jest jasne, »e algebra C ( K ) , gdzie K jest przestrzeni¡ zw art¡, jest C*-algebr¡

przemienn¡, je»eli za in w olucj¦ � wybra¢ zwykªe sprz¦»enie zesp olone x

�

( t ) =

x ( t ) . Mam y wtedy k x

�

x k

1

= k j x j

2

k

1

= k x k

2

1

. Inn ym dobrze znan ym nam

przykªadem C*-algebry , t ym razem nieprzemienne j, jest algebra L ( H ) wszystkic h

ograniczon yc h op eratoró w na przestrzeni Hilb erta H . In w olucja, to sprz¦ganie

op eratoró w h T

�

x; y i = h x; T y i , x; y 2 H . Wiem y , »e k T

�

T k = k T k

2

dla k a»dego

T 2 L ( H ) .

Niec h T b ¦dzie op eratorem normaln ym na przestrzeni Hilb erta H , za± A

na jmniejsz¡ domkni¦t¡ p o dalgebr¡ w L ( H ) za wiera j¡c¡ T , T

�

oraz I . Wtedy A

jest przemienn¡ C*-algebr¡.

W algebrze dysk o w ej A ( D ) mo»na wpro w adzi¢ in w olucj¦ kªad¡c x

�

( z ) = x ( z ) .

Jednak A ( D ) nie jest C*-algebr¡. Mam y b o wiem dla funk cji x ( z ) = z + i ; k x

�

x k =

sup

z 2 D

j z

2

+ 1 j = 2 , natomiast k x k = sup

z 2 D

j z + i j = 2 .

8.31. Lema t. Je»eli A jest przemienn¡ algebr ¡ Banacha, to k x

2

k = k x k

2

i

k x

�

k = k x k d la ka»de go x 2 A , a tak»e e

�

= e .

Do w ó d: Mam y

k x

2

k

2

=





( x

2

)

�

x

2





=





( x

�

)

2

x

2





=





( x

�

x )( x

�

x )

�





= k x

�

x k = k x k

4

:

T ak wi¦c k x

2

k = k x k

2

. Dalej k x k

2

= k x

�

x k = k xx

�

k = k x

��

x

�

k = k x

�

k

2

, sk ¡d

k x

�

k = k x k . W k o«cu e

�

= ee

�

= e

��

e

�

= ( e

�

e )

�

= e

��

= e .
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Definicja. Homomor�zm h z C*-algebry A w C*-algebr¦ B nazyw am y *- homomor�zmem ,

je±li zac ho wuje in w olucj¦ tzn.

�

h ( x )

�

�

= h ( x

�

) . Je»eli *-homomor�zm jest izomor-

�zmem, to nazyw am y go *- izomor�zmem .

8.32. Lema t (Arens). Je»eli M oznacza przestrze« struktur aln¡ przemiennej

C*-algebry A , to o dwzor owanie x ! x ( � ) algebry A w algebr ¦ C ( M ) jest *-ho-

momor�zmem.

Do w ó d: Z t wierdzenia 8.22 p oprzedniego paragrafu wiem y , »e o dwzoro w anie x !

x ( � ) jest homomor�zmem . P ozosta je wi¦c wyk aza¢, »e x

�

( � ) = x ( � ) dla wszyst-

kic h � 2 M oraz x 2 A . Niec h x ( � ) = � + i� , za± x

�

( � ) =  + i� , gdzie

liczb y �; � ;  d s¡ rzeczywiste. P ok a»em y , »e zaªo»enie � + � 6= 0 pro w adzi do

sprzeczno±ci. P oªó»m y

y =

1

� + �

�

x + x

�

� ( � +  ) e

�

:

Wtedy y

�

= y oraz y ( � ) = i a dla do w olnej liczb y rzeczywistej m mam y

( y + i m e )( � ) = y ( � ) + i m = i (1 + m ) :

W ob ec tego j 1 + m j ¬ k y + i m e k , czyli

(1 + m )

2

¬ k y + i m e k

2

= k ( y + i m e )

�

( y + i m e ) k = k ( y � i m e )( y + i m e ) j

= k y

2

+ m

2

e k ¬ k y k

2

+ m

2

:

Nieró wno±¢ ta nie mo»e b y¢ pra wdziw a dla wszystkic h liczb rzeczywist yc h, np.

dla m = k y k

2

, tu sprzeczno±¢. Do wiedli±m y w ten sp osób, »e � + � = 0 , tzn.

x ( � ) = � + i� , x

�

( � ) =  � i� . Ale wtedy ( ix )( � ) = i x ( � ) = � � + i� , za±

( ix )

�

( � ) = � i x

�

( � ) = � � � i . Ma mo cy udo w o dnionej ju» cz¦±ci t wierdzenia

wnosim y , »e � �  = 0 , tzn. x

�

( � ) = x ( � ) .

8.33. Twierdzenie Gelf and a-Naimarka . Przemienna C*-algebr a jest izo-

metrycznie *-izomor�czna algebrze C ( M ) wszystkich funkcji ci¡gªych na swojej

przestrzeni struktur alnej.

Do w ó d: Niec h M oznacza przestrze« strukturaln¡ algebry A . Z lematu 8.31 wy-

nik a, »e k x

m

k = k x k

m

, gdy m jest p ot¦g¡ 2. Z lematu 8.19 p oprzedniego paragrafu

wynik a, »e

sup

� 2 M

�

�

x ( � )

�

�

= lim

n !1

n

p

k x

n

k = k x k :

W ob ec tego o dwzoro w anie x ! x ( � ) jest izometri¡ A w C ( M ) i A nie p osiada

radyk aªu. Z lematu 8.32 wiem y , »e o dwzoro w anie to jest *-homomor�zmem . P o-

zosta je do wie±¢, »e jest ono ÿna" tzn., »e k a»dej funk cji ci¡ gªej na M o dp o wiada
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p ewien elemen t x 2 A . Sk orzystam y w t ym celu z t wierdzenia Stone'a. Oznaczm y

przez B p o dalgebr¦ C ( M ) rozpi¦t¡ na wszystkic h funk cjac h x ( � ) , x 2 A . P onie-

w a» k x k = sup

� 2 M

�

�

x ( � )

�

�

, oraz przestrze« A jest zup eªna, wi¦c B jest domkni¦t¡

p o dalgebr¡ w C ( M ) . Niec h �

1

; �

2

b ¦d¡ dw oma ró»n ymi ideaªami maksymaln ym i

w M i niec h y 2 �

1

, y =2 �

2

. Wtedy y ( �

1

) 6= y ( �

2

) , tzn. B rozdziela punkt y

M . Lemat 8.32 p ok azuje, »e sp eªnione s¡ zaªo»enia t wierdzenia Stone'a. Dlatego

B = C ( M ) .

8.34. Wniosek. Ka»da przemienna C*-algebr a op er ator ów na przestrzeni Hil-

b erta jest izometrycznie *-izomor�czna C*-algebrze wszystkich funkcji ci¡gªych na

swojej przestrzeni struktur alnej.

8.35. Wniosek. Je»eli B jest domkni¦t¡ C*-p o dalgebr ¡ przemiennej C*-algebry

A i B i A maj¡ wsp óln¡ je dynk¦ e , to element y 2 B jest o dwr ac alny w A wte dy

i tylko wte dy, gdy jest o dwr ac alny w B . Wynika st¡d, »e widmo �

B

( x ) elementu x

wzgl¦ dem algebry B p okrywa si¦ z widmem �

A

( x ) wzgl¦ dem c aªej algebry A .

Do w ó d: Je»eli y jest o dwracaln y w B , to t ym bardziej jest o dwracaln y w A , b o

obie algebry ma j¡ wsp óln¡ jedynk ¦. Zaªó»m y teraz, »e y jest o dwracaln y w A . P o-

niew a» ( y

� 1

)

�

y

�

= ( y y

� 1

)

�

= e

�

= e , wi¦c tak»e y

�

jest o dwracaln y w A a w k on-

sekw encji o dwracaln y jest tak»e elemen t y y

�

, Z t wierdzenia Gelfanda-Naimark a

wynik a, »e widmo elemen tu y y

�

jest rzeczywiste, dlatego zbiór � ( y y

�

) jest sp ó jn y .

Z wniosku 8.12 wynik a, »e y y

�

jest o dwracaln y w B .

8.36. Wniosek. Nie ch x b ¦ dzie elementem przemiennej C*-algebry A i nie ch

C

�

( x ) oznacza najmniejsz¡ domkni¦t¡ C*-p o dalgebr ¡ zawier aj¡c ¡ x i je dynk¦ e al-

gebry A . Wte dy algebr a C

�

( x ) jest izometrycznie *-izomor�czna z algebr ¡

C

�

� ( x )

�

.

Do w ó d: Z p oprzedniego wniosku wynik a, »e widmo � ( x ) elemen tu x wzgl¦dem

algebr C

�

( x ) i A p okryw a j¡ si¦. Dlatego mo»em y zaªo»y¢, »e wielomian y o d x ,

x

�

i e le»¡ g¦sto w A , tzn. A = C

�

( x ) . Niec h M oznacza przestrze« strukturaln¡

algebry A . Mam y wtedy � ( x ) = x ( M ) . Rozw a»m y ci¡ gªe o dwzoro w anie � ! x ( � )

przestrzeni M na � ( x ) . P ok a»em y , »e jest ono wza jemnie jednoznaczne. Je»eli

x ( � ) = x ( �

0

) , to x

�

( � ) = x ( � ) = x ( �

0

) = x

�

( �

0

) , a wi¦c y ( � ) = y ( �

0

) dla k a»dego

elemen tu y b ¦d¡cego wielomianem o d x , x

�

i e . P oniew a» elemen t y takiej p ostaci

le»¡ g¦sto w A , otrzym ujem y y ( � ) = y ( �

0

) dla wszystkic h y 2 A . Z t wierdzenia

Gelfanda-Naimark a wynik a, »e k a»da funk cja ci¡ gªa na M przyjm uje jednak o w e

w arto±ci w punktac h � i �

0

i dlatego m usi b y¢ � = �

0

. Reasum uj¡c, funk cja

� ! x ( � ) o dwzoro wuje w sp osób ci¡ gªy i wza jemnie jednoznaczn y przestrze«

zw art¡ M na przestrze« zw art¡ x ( M ) = � ( x ) . Zbiory te s¡ wi¦c homeomor�czne.
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TWIERDZENIE

SPEKTRALNE

Twierdzenie sp ektralne, które udo w o dnim y , jest uogólnieniem znanego nam

t wierdzenia z algebry o spro w adzaniu macierzy normalnej n � n do p ostaci dia-

gonalnej. Obiektem naszyc h rozw a»a« b ¦dzie do w oln y ograniczon y op erator nor-

maln y na przestrzeni Hilb erta H , tzn. op erator sp eªnia j¡cy ró wno±¢ T T

�

= T

�

T ,

gdzie T

�

oznacza op erator sprz¦»on y , zwi¡zan y z T ró wno±ci¡ h T x; y i = h x; T

�

y i

dla wszystkic h x; y 2 H . Zau w a»m y , »e na jmniejsza domkni¦ta p o dalgebra z

jedno±ci¡ w L ( H ) za wiera j¡ca T i T

�

jest przemienn¡ C*-algebr¡. Z t wierdze-

nia Gelfanda-Naimark a wynik a, »e jest izometrycznie *-izomor�czna z C*-algebr¡

C

�

� ( T )

�

(patrz wniosek 8.36 z p oprzedniego rozdziaªu). P ozw ala to k a»dej funk-

cji ci¡ gªej na � ( T ) przyp orz¡dk o w a¢ op erator dziaªa j¡cy na przestrzeni H , przy

czym funk cji f ( � ) = � o dp o wiada op erator T . Naszym celem b ¦dzie rozszerzenie

tego o dwzoro w ania na szersz¡ klas¦ funk cji | wszystkic h funk cji b orelo wskic h

ograniczon yc h na � ( T ) . F unk cjom c harakteryst yczn ym p o dzbioró w b ¦d¡ o dp o-

wiadaªy pro jektory ortogonalne. Ro dzina t yc h pro jektoró w nosi nazw ¦ miary

sp ektralnej . Jej zwi¡zek z op eratorem T o dp o wiada zwi¡zk o wi funk cji f ( � ) = �

z funk cjami c harakteryst yczn ymi p o dzbioró w widma � ( T ) i b ¦dzie opisan y w

t wierdzeniu sp ektraln ym.

Miara sp ektralna

Zaªó»m y , »e dane jest ciaªo � p o dzbioró w ustalonego zbioru S oraz funk cja E

o dwzoro wuj¡ca � w algebr¡ L ( X ) ci¡ gªyc h op eratoró w linio wyc h na przestrzeni

Banac ha X . Zaªó»m y , »e funk cja E jest addyt ywna i ograniczona tzn., »e

(9 : 46) E ( � [ � ) = E ( � ) + E ( � ) oraz k E ( � ) k ¬ K

dla k a»dej pary rozª¡czn yc h zbioró w � ; � w � i p ewnej staªej K . P otem, w t wier-

dzeniu sp ektraln ym b ¦dziem y zakªadali, »e E jest miar¡ sp ektraln¡ tzn., »e X

jest przestrzeni¡ Hilb erta a op eratory E ( � ) pro jektorami ortogonaln ymi. Na razie
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jednak takie zaªo»enie nie jest p otrzebne. Wymagam y jednak b y funk cje, które

b ¦dziem y caªk o w a¢ b yªy ograniczone i � -mierzalne.

Zesp olon¡ funk cj¦ f na S nazyw am y � -mierzaln¡ , je»eli f

� 1

( A ) 2 � dla

k a»dego b orelo wskiego p o dzbioru A � C . Je»eli � jest ro dzin¡ wszystkic h p o d-

zbioró w b orelo wskic h przestrzeni top ologicznej S , to funk cje � -mierzalne nosz¡

nazw ¦ b orelo wskic h . Przestrze« B ( S; �) wszystkic h ograniczon yc h i � -mierzal-

n yc h funk cji zesp olon yc h na S jest domkni¦t¡ p o dprzestrzeni¡ linio w ¡ w prze-

strzeni wszystkic h zesp olon yc h funk cji ograniczon yc h na S z norm¡ k k

1

. Zwró ¢-

m y u w ag¦, »e funk cje c harakteryst yczne zbioró w z � t w orz¡ zbiór linio w o g¦st y

w B ( S; �)

F unk cj¦ f : S ! C nazyw am y � -prost¡ , gdy jest p ostaci

(9 : 47) f =

n

X

k =1

a

k

�

�

k

;

gdzie

�

�

k

jest funk cj¡ c harakteryst yczn¡ zbioru �

k

2 � . Z addyt ywno±ci funk cji

E ªat w o wypro w adzi¢, »e je»eli

P

n

i =1

�

i

�

�

i

=

P

m

j =1

�

j

�

�

j

, to

P

n

i =1

�

i

E ( �

i

) =

P

m

j =1

�

j

E ( �

j

) . Dlatego caªk ¦ z funk cji � -prostej p ostaci (9. 47) mo»na okre±li¢

ró wno±ci¡

Z

S

f ( s ) E ( ds ) =

n

X

i =1

�

i

E ( �

i

) :

P oniew a» p eªne w ahanie k a»dej sk alarnej funk cji addyt ywnej zbioró w � ma � nie

przekracza 4 sup

� 2 �

�

�

� ( � )

�

�

, to dla k a»dej funk cji � -prostej f otrzymam y

�

�

�

x

�

�
Z

S

f ( s ) E ( ds )

�

x

�

�

�

=

�

�

�

Z

S

f ( s ) x

�

�

E ( ds 0

�

x

�

�

�

¬ 4 sup

si 2 S

�

�

f ( s )

�

�

sup

� 2 �





E ( � )





k x kk x

�

k

dla do w oln yc h x 2 X oraz x

�

2 X

�

. W takim razie







Z

S

f ( s ) E ( ds )







¬ 4 K sup

s 2 S

�

�

f ( s )

�

�

;

gdzie K jest staª¡ z nieró wno±ci (9. 46). Nieró wno±¢ ta do w o dzi, »e je»eli ci¡ g

f f

n

g funk cji � -prost yc h jest zbie»n y w B ( S; �) do funk cji f , to ci¡ g caªek

�
R

S

f

n

( s ) E ( ds )

	

jest zbie»n y w L ( X ) i jego granica zale»y t ylk o o d f , a nie

o d k onkretnego wyb oru ci¡ gu f f

n

g . Mo»em y zatem okre±li¢ caªk ¦ z funk cji f

wzorem

Z

S

f ( s ) E ( ds ) = lim

n !1

Z

S

f

n

( s ) E ( ds ) :
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Dla zbioru � 2 � caªk ¦

R

�

f ( s ) E ( ds ) b ¦dziem y rozumie¢ jak o

R

S

f ( s )

�

�

( s ) E ( ds ) .

Jest jasne, »e o dwzoro w anie f !

R

S

f ( s ) E ( ds ) jest ci¡ gªym o dwzoro w aniem linio-

wym przestrzeni � B ( S; �) w algebr¦ L ( X ) , ograniczon yc h op eratoró w linio wyc h

na X .

Je»eli funk cja E jest miar¡ sp ektraln¡, to o dwzoro w anie f !

R

S

f ( s ) E ( ds )

ok azuje si¦ b y¢ homomor�zmem algebr. Rzeczywi±cie, niec h f ; g 2 B ( S; �) . Za-

u w a»m y , »e oba op eratory

R

S

f ( s ) g ( s ) E ( ds ) i

� R

S

f ( s ) E ( ds )

�

�

� R

S

g ( s ) E ( ds )

�

w sp osób linio wy i ci¡ gªy zale»¡ o d g i »e je»eli g jest funk cj¡ c harakteryst yczn¡

zbioru � w � , to

Z

S

f ( s ) g ( s ) E ( ds ) =

Z

S

f ( s ) E ( ds \ � ) =

Z

S

f ( s ) E ( ds ) E ( � )

=

�

Z

S

f ( s ) E ( ds )

� �

Z

S

g ( s ) E ( ds )

�

:

Wynik a st¡d, »e je»eli f 2 B ( S; �) , to ró wno±¢

Z

S

f ( s ) g ( s ) E ( ds ) =

�

Z

s

f ( s ) E ( ds )

� �

Z

S

g ( s ) E ( ds )

�

zac ho dzi dla wszystkic h funk cji � -prost yc h g , a w k onsekw encji, z ci¡ gªo±ci obu

stron wzgl¦dem g , dla do w oln yc h funk cji f ; g 2 B ( S; �) , Jak wida¢, niezb ¦dne

jest, b y funk cja E sp eªniaªa w arunek

E ( � \ � ) = E ( � ) E ( � ) ; dla � ; � 2 � :

W szczególno±ci wszystkie op eratory E ( � ) m usz¡ b y¢ pro jektorami na X . Je»eli

p onadto X jest przestrzeni¡ Hilb erta, a E funk cj¡ samosprz¦»on¡ tzn. E ( � )

�

=

E ( � ) dla wszystkic h � 2 � , to o dwzoro w anie f !

R

S

f ( s ) E ( ds ) jest *-homo-

mor�zmem C*-algebry B ( S; �) w C*-algebr¦ wszystkic h ci¡ gªyc h op eratoró w li-

nio wyc h na przestrzeni Hilb erta. Ab y tego do wie±¢ rozpatrzm y funk cj¦ � -pro-

st¡ f . Mam y tu

�

Z

S

f ( s ) E ( ds )

�

�

=

n

X

i =1

�

i

E ( �

i

) =

Z

S

f ( s ) E ( ds ) ;

a p oniew a» funk cje proste le»¡ g¦sto w B ( S; �) , otrzym ujem y

� R

S

f ( s ) E ( ds )

�

�

=

R

S

f ( s ) E ( ds ) dla wszystkic h f 2 B ( S; �) .

Definicja. Niec h � b ¦dzie ciaªem p o dzbioró w ustalonego zbioru S a H prze-

strzeni¡ Hilb erta. F unk cj¦ E : � ! L ( H ) nazyw am y miar¡ sp ektraln¡ , je»eli

a. E ( � [ � ) = E ( � ) + E ( � ) dla rozª¡czn yc h � ; � w � .
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b. F ( � \ � ) = E ( � ) E ( � ) dla wszystkic h � ; � w � .

c. E ( � ) = E ( � )

�

dla wszystkic h � 2 � .

Mam y wtedy

9.1. Twierdzenie. Nie ch E b ¦ dzie miar ¡ sp ektr aln¡ w przestrzeni Hilb erta H ,

okr e±lon¡ na ciele � p o dzbior ów zbioru S . Wte dy o dwzor owanie f ! T ( f ) , okr e-

±lone wzor em

T ( f ) =

Z

S

f ( s ) E ( ds ) ; f 2 B ( S; �) ;

jest ci¡gªym *-homomor�zmem C*-algebry B ( S; �) o gr aniczonych, � -mierzal-

nych funkcji zesp olonych na S w C*-algebr ¦ o gr aniczonych op er ator ów na prze-

strzeni Hilb erta H .

Twierdzenie sp ektralne

Udo w o dnim y na jpierw bardzo ogólne t wierdzenie (ogólne t wierdzenie sp ek-

tralne). Zap o wiadane w cze±niej t wierdzenie sp ektralne dla ograniczon yc h op era-

toró w normaln yc h b ¦dzie jego szczególn ym przypadkiem.

9.2. Ogólne twierdzenie spektralne. Ka»da przemienna C*-algebr a A op e-

r ator ów na przestrzeni Hilb erta H jest izometrycznie *-izomor�czna z C*-algebr ¡

C ( M ) wszystkich funkcji ci¡gªych na swojej przestrzeni struktur alnej. Ponadto

ka»dy izometryczny *-izomor�zm f ! T ( f ) mi¦ dzy tymi algebr ami je dnoznacznie

okr e±la miar ¦ sp ektr aln¡ E na ciele B wszystkich p o dzbior ów b or elowskich prze-

strzeni struktur alnej M i p osiadaj¡c ¡ nast¦puj¡c e wªasno±ci:

I. d la dowolnych x; y 2 H funkcja zbior ów h E ( � ) x; y i , � 2 B jest r e gularna i

przeliczalnie addytywna;

I I. E ( � ) T = T E ( � ) , � 2 B , T 2 A ;

I I I. T ( f ) =

R

M

f ( � ) E ( d� ) , f 2 C ( M ) .

Do w ó d: Pierwsza cz¦±¢ t wierdzenia, to przyto czone t wierdzenie Gelfanda-Naimar-

k a. Dla do w o du drugiej p otrzebn y b ¦dzie lemat:

9.3. Lema t. Ka»da o gr aniczona forma dwuliniowa [ x; y ] na przestrzeni Hilb erta

H , sp eªniaj¡c a warunek [ y ; x ] = [ x; y ] je dnoznacznie wyznacza taki o gr aniczony

op er ator samosprz¦»ony A , »e [ x; y ] = h Ax; y i .

Do w ó d: Dla ustalonego y 2 H , w arto±¢ [ x; y ] w sp osób linio wy i ci¡ gªy zale»y

o d x , a wi¦c w H istnieje taki elemen t Ay , »e [ x; y ] = h x; Ay i . P oniew a» forma

[ x; y ] jest ograniczona i dwulinio w a, wi¦c op erator A jest linio wy i ograniczon y a

ró wno±¢ [ x; y ] = [ y ; x ] p ok azuje, »e jest on samosprz¦»on y .
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Kon t yn uuj¡c do w ó d t wierdzenia zau w a»m y , »e dla k a»dej pary w ektoró w x; y

w H liczba < T ( f ) x; y > zale»y w sp osób linio wy o d f oraz

�

�

h T ( f ) x; y i

�

�

¬

k f kk x kk y k . W ob ec tego z t wierdzenia Riesza o p ostaci funk cjonaªu na C ( M )

istnieje dokªadnie jedna tak a miara regularna �

x;y

, »e

(9 : 48) h T ( f ) x; y i =

Z

M

f ( � ) �

x;y

( d� ) ; f 2 C ( M ) ;

(9 : 49)

�

�

�

x;y

( � )

�

�

¬ j �

x;y

j ( � ) ¬ k x kk y k ; � 2 B :

P oniew a» h T ( f )( �x ) ; y i = � h T ( f ) x; y i to z (9. 48) otrzym ujem y

Z

M

f ( � ) �

�x;y

( d� ) =

Z

M

f ( � ) � �

x;y

( d� ) ; f 2 C ( M ) ;

a p oniew a» miara jest jednoznacznie wyznaczona przez funk cjonaª, który reprezen-

tuje, wi¦c �

�x;y

= � �

x;y

. Analogicznie p ok azujem y , »e �

x;y

w sp osób dwulinio wy

zale»y o d x i y . Je»eli funk cja f jest rzeczywista, to T ( f ) = T ( f ) = T ( f )

�

, a

st¡d h T ( f ) x; y i = h T ( f ) y ; x i , co z (9. 48) da je

Z

M

f ( � ) �

x;y

( d� ) =

Z

M

f ( � ) �

y ;x

( d� ) ; f 2 C ( M ) ;

a z jednoznaczno±ci przedsta wienia �

x;y

= �

y ;x

. Lemat 9.2 i nieró wno±¢ (9. 49)

p ok azuj¡, »e dla k a»dego � 2 B istnieje dokªadnie jeden taki op erator samosprz¦-

»on y E ( � ) w L ( H ) , »e �

x;y

( � ) = h E ( � ) x; y i . Jest jasne, »e funk cja � ! E ( � ) jest

addyt ywna na B , a z (9. 49) wynik a, »e k E ( � ) k ¬ 1 . Dlatego punkt I I I t wierdzenia

wynik a z (9. 48). Ab y do wie±¢, »e E ( � \ � ) = E ( � ) E ( � ) zau w a»m y , »e dla k a»dej

pary f ; g w C ( M ) mam y

Z

M

f ( � )

Z

M

g ( � ) E ( d� \ d� ) =

Z

M

f ( � )

Z

d�

g ( � ) E ( d� )

=

Z

M

f ( � ) g ( � ) E ( d� ) = T ( f g ) = T ( f ) T ( g )

=

Z

M

f ( � ) T ( g ) E ( d� ) =

Z

M

f ( � )

Z

M

g ( � ) E ( d� ) E ( d� ) :

W ob ec czego

Z

M

g ( � ) E ( d� \ � ) =

Z

M

g ( � ) E ( d� ) E ( � ) ; � 2 B ; g 2 C ( M ) ;

a dalej E ( � \ � ) = E ( � ) E ( � ) dla do w oln yc h � ; � 2 B . W ob ec tego E jest miar¡

sp ektraln¡ i w szczególno±ci wszystkie pro jektory k om utuj¡. Z wªasno±ci 3 wynik a

wtedy , »e pro jektory ortogonalne E ( � ) k om utuj¡ tak»e z T ( f ) , a to k o«czy do w ó d.
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9.4. Wniosek. Miar a sp ektr alna jest przeliczalnie addytywna w mo cnej top olo gii

op er ator owej.

Do w ó d: Je»eli ci¡ g f �

n

g zbioró w b orelo wskic h zst¦puje do zbioru pustego, to na

mo cy wªasno±ci I





E ( �

n

) x





2

= h E ( �

n

) x; E ( �

n

) x i = h E ( �

n

) x; x i ! 0 :

Przepro w adzone tu rozumo w anie p ok azuje tak»e, »e regularno±¢ miary sk a-

larnej h E ( � ) x; y i dla do w oln yc h x; y 2 H p o ci¡ ga regularno±¢ miary w ektoro w ej

E ( � ) x wzgl¦dem mo cnej top ologii w H , tzn. dla do w oln yc h � 2 B i " > 0 istnieje

taki zbiór domkni¦t y F � � i taki zbiór ot w art y G � � , »e





E ( � ) x





< " dla k a»-

dego � 2 B za w artego w G n F . Wynik a to z nieró wno±ci k E ( � ) x k

2

= h E ( � ) x; x i .

Dlatego dla miary sp ektralnej p o j¦cie przeliczalnej addyt ywno±ci i regularno±ci nie

zale»y o d tego, czy rozpatrujem y je w sªab ej, czy w mo cnej top ologii.

9.5. Wniosek. Ka»dy o gr aniczony op er ator normalny je dnoznacznie wyznacza

na p o dzbior ach b or elowskich pªaszczyzny zesp olonej C przeliczalnie addytywn¡ r e-

gularn¡ miar ¦ sp ektr aln¡ E , zeruj¡c ¡ si¦ na � ( T ) i maj¡c ¡ wªasno±¢

f ( T ) =

Z

� ( T )

f ( � ) E ( d� ) ; f 2 C ( M ) :

Definicja. Miara sp ektralna, o której mo w a w e wniosku 9.5 nosi nazw ¦ roz-

kªadu jedno±ci dla op eratora normalnego T .

9.6. Wniosek. R e gularna, przeliczalnie addytywna miar a sp ektr alna E , okr e-

±lona na p o dzbior ach b or elowskich pªaszczyzny zesp olonej jest r ozkªadem sp ektr al-

nym je dno±ci d la op er ator a normalne go T wte dy i tylko wte dy, gdy

T =

Z

� ( T )

� E ( d� ) :

Do w ó d: Je»eli T =

R

� ( T )

� E ( d� ) , to T

�

=

R

� ( T )

� E ( d� ) , wi¦c dla k a»dego wie-

lomian u p ( �; � ) zmienn yc h � i � mam y p ( T ; T

�

) =

R

� ( T )

p ( �; � ) E ( d� ) . Z t wier-

dzenia W eierstrassa wynik a wtedy , »e f ( T ) =

R

� ( T )

f ( � ) E ( d� ) dla k a»dej funk cji

f 2 C

�

� ( T )

�

. W ob ec tego z wniosku 9.5 wynik a, »e E jest rozkªadem jedno±ci

dla T . Przeciwna implik acja zostaªa do wiedziona w e wniosku 9.5.
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9.7. Wniosek. Nie ch E b ¦ dzie r ozkªadem je dno±ci d la o gr aniczone go op er ator a

normalne go T . Dla dowolnej o gr aniczonej, zesp olonej funkcji b or elowskiej f na

widmie � ( T ) p oªó»my

f ( T ) =

Z

� ( T )

f ( � ) E ( d� ) :

Wte dy o dwzor owanie f ! f ( T ) jest ci¡gªym *-izomor�zmem C*-algebry o gr a-

niczonych funkcji b or elowskich na � ( T ) w C*-algebr ¦ L ( H ) , przy czym funkcji

f ( � ) = � i f ( � ) = 1 o dp owiadaj¡ op er atory T or az I . Homomor�zm ten ma

jeszcze wªasno±ci:

(i). k f ( T ) x k

2

=

R

� ( T )

j f ( � ) j

2

h E ( d� ) x; x i , x 2 H ;

(ii). je»eli o gr aniczony ci¡g funkcji b or elowskich jest je dno cze±nie zbie»ny w ka»-

dym punkcie widma do funkcji f , to f

n

( T ) ! f ( T ) w silnej top olo gii op e-

r ator owej.



R OZDZIAŠ X

DOD A TEK

Przestrzenie linio w e

10.1. Okre±lenie przestrzeni linio wej. Zbiór X nazyw am y przestrzeni¡

linio w ¡ , je±li:

1. dla do w oln yc h dw ó c h elemen tó w x; y 2 X jest okre±lona ic h suma x + y ,

tak»e b ¦d¡ca elemen te m zbioru X ;

2. dla do w olnej liczb y zesp olonej � i do w olnego elemen tu x 2 X okre±lon y

jest ic h ilo czyn �x , tak»e b ¦d¡cy elemen tem zbioru X .

Zakªadam y p onadto, »e op eracje do da w ania elemen tó w i mno»enia elemen tu przez

liczb ¦ sp eªnia j¡ nast¦puj¡ce w arunki:

� x + y = y + x ;

� ( x + y ) + z = x + ( y + z ) ;

� w X istnieje elemen t 0 o tej wªasno±ci, »e x + 0 = x dla k a»dego elemen tu

x 2 X ;

� dla k a»dego elemen tu x 2 X istnieje elemen t � x , o wªasno±ci x + ( � x ) = 0 ;

� 1 x = x ;

� � ( � x ) = ( �� ) x ;

� ( � + � ) x = �x + � x ;

� � ( x + y ) = �x + �y .

Elemen t y przestrzeni linio w ej nazyw am y na ogóª w ektorami . Je±li w zbiorze

X okre±lone jest mno»enie t ylk o przez liczb y rzeczywiste, to X nazyw am y rze-

czywist¡ przestrzenia linio w ¡. Oczywi±cie k a»d¡ (zesp olon¡) przestrze« linio w ¡

mo»na tak»e trakto w a¢ jak o rzeczywista przestrze« linio w ¡.

Przykªad y.

1. Oznaczm y przez C

n

zbiór wszystkic h ukªadó w x = ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) liczb

zesp olon yc h. Je±li w zbiorze C

n

okre±lim y op eracje do da w ania i mno»enia przez
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liczb ¦ zesp olon¡ wzorem

( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) + ( y

1

; y

2

; : : : ; y

n

) = ( x

1

+ y

1

; x

2

+ y

2

; : : : ; x

n

+ y

n

) ;

� ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) = ( �x

1

; �x

2

; : : : ; �x

n

) ;

to sta je si¦ on przestrzeni¡ linio w ¡.

Zbiór t yc h w ektoró w x = ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) , dla któryc h wszystkie liczb y x

k

s¡

rzeczywiste t w orzy rzeczywist¡ przestrze« linio w ¡, oznaczan¡ R

n

.

Przestrze« C

1

jest, p o prostu, zbiorem wszystkic h liczb zesp olon yc h, a R

1

zbiorem wszystkic h liczb rzeczywist yc h.

2. Zbiór c wszystkic h zbie»n yc h ci¡ gó w liczb zesp olon yc h x = ( x

1

; x

2

; x

3

; : : : )

z p o dobnie okre±lon ymi op eracjami do da w ania ci¡ gó w i mno»enia ci¡ gu przez

liczb ¦ zesp olon¡ t w orzy przestrze« linio w ¡.

3. Zbiór C [ a; b ] wszystkic h zesp olon yc h funk cji ci¡ gªyc h x : [ a; b ] ! C na usta-

lon ym przedziale [ a; b ] , jest przestrzeni¡ linio w ¡ ze zwykªym do da w aniem funk cji i

mno»eniem funk cji przez liczb ¦. Zbiór funk cji ci¡ gªyc h rzeczywist yc h na przedziale

[ a; b ] jest rzeczywist¡ przestrzeni¡ linio w ¡, oznaczan¡ C

R

[ a; b ] .

10.2. Linio w a niezale»no±¢ wektor ó w, bazy Hamela. Kom binacj¡ li-

nio w ¡ w ektoró w x

1

; x

2

; : : : ; x

k

przestrzeni linio w ej X nazyw am y k a»d¡ sum¦ p o-

staci �

1

x

1

+ �

2

x

2

+ : : : �

k

x

k

. W ektory x

1

; x

2

; : : : ; x

k

nazyw am y linio w o nieza-

le»n ymi je±li ic h k om binacja linio w a �

1

x

1

+ �

2

x

2

+ : : : �

k

x

k

sta je si¦ w ektorem

zero wym 0 t ylk o wtedy , gdy �

1

= �

2

= : : : = a

k

= 0 . Je±li w ektory x

1

; x

2

; : : : ; x

k

nie s¡ linio w o niezale»n ym i, to nazyw am y je linio w o zale»n ymi . Zbiór P � X

nazyw am y linio w o niezale»n ym , je»eli elemen t y t w orz¡ce do w oln y sk o«czon y

p o dzbiór tego zbioru s¡ linio w o niezale»ne. Zbiór linio w o niezale»n y B � X na-

zyw am y baz¡ Hamela przestrzeni X , je»eli k a»dy w ektor x 2 X mo»na przed-

sta wi¢ w p ostaci sk o«czonej k om binacji linio w ej

x = �

1

b

1

+ �

2

b

2

+ : : : �

k

b

k

w ektoró w zbioru B . Z linio w ej niezale»no±ci zbioru B wynik a, »e przedsta wienie

takie jest jednoznaczne.

Ka»da przestrze« linio w a ma baz¦ Hamela, a na w et wi¦cej (patrz np. [1], Roz-

dziaª I I, Twierdzenia 4.5, 4.3):

Ka»dy zbiór liniowo niezale»ny w przestrzeni liniowej mo»na uzup eª-

ni¢ do b azy Hamela tej przestrzeni. Ka»de dwie b azy Hamela ustalonej

przestrzeni liniowej s¡ r ównej mo cy.

Mo c bazy Hamela przestrzeni linio w ej X oznaczam y dim X i nazyw am y jej

wymiarem .
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Przestrze« C

n

ma wymiar n , a jej baz¦ Hamela t w orz¡ na przykªad w ektory

e

1

= (1 ; 0 ; 0 ; : : : ; 0) , e

2

= (0 ; 1 ; 0 ; : : : ; 0) , : : : , e

n

= (0 ; 0 ; 0 ; : : : ; 1) . Obie przestrze-

nie c i C [ a; b ] ma j¡ wymiar niesk o«czon y; w k a»dej z nic h mo»na wsk aza¢ niesk o«-

czone zbiory linio w o niezale»ne, w pierwszej zbiór ci¡ gó w e

n

= (0 ; 0 ; : : : ; 0 ; 1 ; 0 ; : : : )

z jedynk ¡ na n -t ym miejscu, n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : , a w drugiej zbiór wszystkic h jedno-

mianó w 1 ; t; t

2

; t

3

; : : : .

W isto cie bazy Hamela obu przestrzeni c oraz C [ a; b ] m usz¡ b y¢ nieprzeli-

czalne. W przestrzeni c ci¡ gi p ostaci f n

� s

g

1

n =1

, s 2 R

+

, t w orz¡ nieprzeliczaln y

zbiór linio w o niezale»n y , b o gdy przy 0 ¬ s

1

< s

2

< : : : < s

k

ró wno±¢

�

1

n

� s

1

+ �

2

n

� s

2

+ : : : + �

k

n

� s

k

= 0

zac ho dzi dla wszystkic h n , to mno»¡c obie stron y przez n

s

1

i przec ho dz¡c do gra-

nicy przy n ! 1 otrzym ujem y �

1

= 0 . Usu w a j¡c z tej ró wno±ci zero wy skªadnik

�

1

n

� s

1

i p o wtarza j¡c rozumo w anie dla wykªadnik a s

2

otrzym ujem y �

2

= 0 , itd.

W k o«cu p o k -krok ac h otrzymam y �

1

= �

2

= : : : = �

k

= 0 . W przestrzeni C [ a; b ]

nieprzeliczaln y zbiór linio w o niezale»n y t w orz¡ funk cje p ostaci x

s

( t ) = ( t � a )

s

,

s 2 R

+

.

10.3. Podprzestrzenie linio we, przestrzenie ilorazo we. P o dzbiór X

0

przestrzeni linio w ej X nazyw am y p o dprzestrzeni¡ linio w ¡ , gdy wraz z k a»dymi

dw oma elemen tam i x; y za wiera ic h sum¦ x + y i dla k a»dej liczb y zesp olonej �

wraz z elemen tem x za wiera tak»e elemen t �x ; a wi¦c, gdy X

0

jest przestrzeni¡

linio w ¡ z t ymi sam ymi dziaªaniami co w X . Dla do w olnego zbioru A � X sym-

b ol lin A oznacza zbiór wszystkic h sk o«czon yc h k om binacji linio wyc h elemen tó w

zbioru A . Zatem lin A jest na jmniejsz¡ p o dprzestrzeni¡ linio w ¡ w przestrzeni X ,

za wiera j¡c¡ zbiór A .

W przestrzeni C

n

zbiór t yc h w ektoró w x = ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) , dla któryc h x

1

+

x

2

+ : : : + x

n

= 0 jest p o dprzestrzeni¡ linio w ¡. Jej wymiar wynosi n � 1 . W

przestrzeni c p o dprzestrze« linio w ¡ t w orz¡ wszystkie ci¡ gi zbie»ne do zera a w

przestrzeni C [ a; b ] wszystkie wielomian y .

Niec h X

0

b ¦dzie p o dprzestrzeni¡ linio w ¡ przestrzeni X . Okre±lm y w zbiorze

X relacj¦ � pisz¡c

x � y gdy x � y 2 X

0

:

Jest to relacja ró wno w a»no±ci, zatem dzieli ona przestrze« X na klasy abstrak cji,

które b ¦dziem y nazyw ali w arst w ami i oznaczali

[ x ] = f y 2 X : y � x g = f x + z : z 2 X

0

g :

Przestrze« ilorazo w a X= � , oznaczana dalej sym b olem X=X

0

, wszystkic h w arst w

p o wpro w adzeniu op eracji do da w ania w arst w i mno»enia w arst wy przez sk alar w
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sp osób nast¦puj¡cy

[ x

1

] + [ x

2

] = [ x

1

+ x

2

] ; � [ x ] = [ � x ]

sta je si¦ przestrzeni¡ linio w ¡, nosz¡c¡ nazw ¦ przestrzeni ilorazo w ej X=X

0

.

10.4. Od wzor o w ania linio we, izomorfizm. Niec h X ; Y b ¦d¡ dwiema prze-

strzeniami linio wymi. F unk cj¦ T : X ! Y nazyw am y funk cj¡ linio w ¡ , o dwzo-

ro w aniem linio wym lub op eratorem linio wym , je»eli dla do w oln yc h w ektoró w

x

1

; x

2

2 X

T ( x

1

+ x

2

) = T x

1

+ T x

2

oraz dla do w olnej liczb y �

T ( �x ) = � T x:

Odwzoro w anie linio w e z przestrzeni X w zbiór C liczb zesp olon yc h (lub w

zbiór R liczb rzeczywist yc h, gdy X jest rzeczywist¡ przestrzeni¡ linio w ¡) nazy-

w am y funk cjonaªem linio wym .

Dla X = C

n

, Y = C

m

o dwzoro w anie A : X ! Y

A ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) = ( y

1

; y

2

; : : : ; y

m

) ;

gdzie

y

i

=

n

X

j =1

a

ij

x

j

; i = 1 ; 2 ; : : : ; m;

za± a

ij

jest ukªadem liczb zesp olon yc h, jest linio w e. Ka»de o dwzoro w anie linio w e

A : C

n

! C

m

jest takiej p ostaci. Macierz

a =

0

B

B

@

a

11

a

12

: : : a

1 n

a

21

a

22

: : : a

2 ;n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

a

m 1

a

m 2

: : : a

mn

1

C

C

A

nosi nazw ¦ macierz¡ o dwzoro w ania A .

F unk cja x

�

: c ! C , okre±lona dla x = ( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) 2 c wzorem

x

�

( x ) = lim

n !1

x

n

jest funk cjonaªem linio wym na przestrzeni c .

Odwzoro w anie V : C [ a; b ] ! C [ a; b ]

V x ( t ) =

Z

t

a

x ( u ) du; t 2 [ a; b ] ;
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jest op eratorem linio wym na przestrzeni C [ a; b ] , zw an ym op eratorem V olterry .

Odwzoro w anie linio w e T z przestrzeni linio w ej X do przestrzeni linio w ej Y

jest jednoznacznie wyznaczone przez sw o je w arto±ci na w ektorac h do w olnej bazy

Hamela przestrzeni X , mog¡ nimi b y¢ do w olne w ektory przestrzeni Y . Zatem

Nie ch f b

t

g

t 2 T

b ¦ dzie b az¡ Hamela przestrzeni liniowej X . Na to by

o dwzor owanie T z X do przestrzeni liniowej Y byªo liniowe p otrzeb a i

wystar cza, aby istniaªa taka funkcja ' : T ! Y , »e

T x =

n

X

k =1

�

k

' ( t

k

) ; gdy x =

n

X

k =1

�

k

b

t

k

:

Dwie przestrzenie linio w e X i Y nazyw a j¡ si¦ algebraicznie izomor�czne ,

gdy istnieje wza jemnie jednoznaczne o dwzoro w anie linio w e T przestrzeni X na

przestrze« Y . Odwzoro w anie takie nosi nazw ¦ algebraicznego izomor�zm u .

Odwzoro w anie o dwrotne T

� 1

: Y ! X jest tak»e algebraiczn ym izomor�zmem .

Dla przestrzeni X = C

n

i jej p o dprzestrzeni X

0

= f z 2 C

n

: z

1

+ z

2

+ : : : + z

n

g

w arst w a [ x ] elemen tu x 2 C

n

skªada si¦ z t yc h w ektoró w y 2 C

n

, dla któryc h y

1

+

y

2

+ : : : + y

n

= x

1

+ x

2

+ : : : + x

n

. Zatem k a»dej w arst wie [ x ] mo»na przyp orz¡dk o w a¢

wza jemnie jednoznacznie liczb ¦ zesp olon¡ x

1

+ x

2

+ : : : + x

n

. Przyp orz¡dk o w anie

to jest algebraiczn ym izomor�zmem przestrzeni X=X

0

na przestrze« C

1

.

10.5. Zbior y wypukªe. Odcinkiem ª¡cz¡cym punkt y x

1

; x

2

przestrzeni linio-

w ej X nazyw am y zbiór wszystkic h punktó w p ostaci �x

1

+ (1 � � ) x

2

, gdzie 0 ¬

� ¬ 1 .

Zbiór W � X jest wypukªy , je»eli wraz z k a»dymi dw oma punktami za wiera

ró wnie» o dcinek ª¡cz¡cy te punkt y .

Przekró j do w olnej ro dzin y zbioró w wypukªyc h te» jest zbiorem wypukªym.

Wynik a st¡d, »e dla do w olnego zbioru P � X istnieje na jmniejszy zbiór wypu-

kªy za wiera j¡cy zbiór P . Jest on przekro jem ro dzin y wszystkic h zbioró w wypu-

kªyc h za wiera j¡cyc h P . Zbiór ten oznaczam y con v P i nazyw am y u wypukleniem

zbioru P .

Je»eli P = f x

1

; x

2

; : : : ; x

n

g , to con v P jest zbiorem elemen tó w p ostaci

(10 : 50) �

1

x

1

+ �

2

x

2

+ : : : + �

n

x

n

;

gdzie wszystkie liczb y �

k

s¡ nieujemne oraz �

1

+ �

2

+ : : : + �

n

= 1 . Istotnie, zbiór

wszystkic h elemen tó w p ostaci (10. 50) jest wypukªy , wystarczy zatem p ok aza¢,

»e zbiór con v P m usi wszystkie takie elemen t y p osiada¢. Gdy n = 2 , wynik a to
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b ezp o±rednio z de�nicji zbioru wypukªego. Dla wi¦kszyc h n do w ó d mo»na prze-

pro w adzi¢ przez induk cj¦. Na przykªad, gdy �

1

+ �

2

> 0 oraz �

1

+ �

2

+ �

3

= 1 ,

to

�

1

�

1

+ �

2

x

1

+

�

2

�

1

+ �

2

x

2

2 con v P , dlatego

�

1

x

1

+ �

2

x

2

+ �

3

x

3

= ( �

1

+ �

2

)

�

�

1

�

1

+ �

2

x

1

+

�

2

�

1

+ �

2

x

2

�

+ �

3

x

3

tak»e le»y w con v P .

Zbiór wypukªy W � X nazyw am y p o c hªania j¡cym , je»eli dla k a»dego ele-

men tu x 2 X istnieje tak a liczba do datnia � , »e x 2 � W = f �w : w 2 W g , tj.

»e

1

�

x 2 W . F unk cj¦ p : X ! R

+

p ( x ) = inf f � > 0 : x 2 � W g

nazyw am y funk cjonaªem Mink o wskiego zbioru W .

Jest o czywiste, »e gdy x 2 W , to p ( x ) ¬ 1 , a gdy p ( x ) < 1 , to x 2 W .

F unkcjonaª Minkowskie go ma nast¦puj¡c e wªasno±ci:

1. p ( x )  0 ;

2. p ( x + y ) ¬ p ( x ) + p ( y ) ;

3. p ( �x ) = �p ( x ) d la �  0 .

Ka»da funkcja p na X sp eªniaj¡cy p owy»sze warunki jest funkcjonaªem

Minkowskie go p ewne go zbioru wypukªe go p o chªaniaj¡c e go.

Wªasno±¢ pierwsza jest o czywista. Dla do w o du wªasno±ci 2 zau w a»m y , »e z de�nicji

funk cjonaªu Mink o wskiego wynik a, i» dla do w olnego " > 0

1

p ( x ) + "

x 2 W ;

1

p ( y ) + "

y 2 W :

P oªó»m y

� =

p ( x ) + "

p ( x ) + p ( y ) + 2 "

;

wtedy

1 � � =

p ( y ) + "

p ( x ) + p ( y ) + 2 "

;

wi¦c na mo cy wypukªo±ci zbioru W , do W nale»y elemen t

�

1

p ( x ) + "

x + (1 � � )

1

p ( y ) + "

y ;

tj. elemen t

1

p ( x ) + p ( y ) + 2 "

( x + y ) :
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St¡d p ( x + y ) ¬ p ( x ) + p ( y ) + 2 " , a p oniew a» " mogªo b y¢ do w oln¡ liczb¡ do datni¡,

wi¦c p ( x + y ) ¬ p ( x ) + p ( y ) . Ró wno±¢ 3 dla � = 0 jest o czywista, a je»eli � > 0 ,

to

p ( �x ) = inf f � > 0 : �x 2 � W g = inf f � > 0 : x 2

�

�

W g

= inf f �� > 0 : x 2 � W g = � p ( x ) :

Zaªó»m y teraz, »e funk cjonaª p na przestrzeni X sp eªnia w arunki 1, 2 i 3.

Okre±lm y W = f x 2 X : p ( x ) ¬ 1 g . Zbiór W jest wypukªy , b o je±li x

1

; x

2

2 W

oraz 0 ¬ � ¬ 1 , to

p

�

�x

1

+ (1 � � ) x

2

�

¬ �p ( x ) + (1 � � ) p ( y ) ¬ � + (1 � � ) = 1 ;

wi¦c �x

1

+ (1 � � ) x

2

2 W . Zbiór W jest te» p o c hªania j¡cy , b o

1

p ( x ) + 1

x 2 W

dla k a»dego x 2 X . W reszcie

p ( x ) = inf f � > 0 : p ( x ) ¬ � g = inf f � > 0 : x 2 � W g ;

czyli p jest funk cjonaªem Mink o wskiego zbioru W .

10.6. Twierdzenie Hahna-Bana cha . T o jedno z na jw a»niejszyc h t wierdze«

analizy funk cjonalnej. P o dana p oni»ej p osta¢ tego t wierdzenia jest bardzo ogólna,

c ho ¢ dot yczy t ylk o rzeczywist yc h przestrzeni linio wyc h. W zastoso w aniac h do prze-

strzeni unormo w an yc h (rzeczywist yc h lub zesp olon yc h) k orzysta¢ b ¦dziem y na

ogóª z innej, nieco sªabszej, jego w ersji

Twierdzenie Hahna-Bana cha . Nie ch p b ¦ dzie funkcjonaªem Min-

kowskie go na rze czywistej przestrzeni liniowej X or az x

�

0

funkcjonaªem

liniowym, okr e±lonym na p ewnej p o dprzestrzeni liniowej X

0

� X i sp eª-

niaj¡cym nier ówno±¢

x

�

0

( x ) ¬ p ( x ) d la x 2 X

0

:

Wte dy x

�

0

mo»na prze dªu»y¢ o d funkcjonaªu liniowe go x

�

, okr e±lone go

na c aªej przestrzeni X i sp eªniaj¡c e go warunek

x

�

( x ) ¬ p ( x ) d la x 2 X :

Do w ó d: Mo»em y o czywi±cie zaªo»y¢, »e X

0

6= X . W e¹m y do w oln y elemen t x

0

=2

X

0

i przyjmijm y

X

1

= lin

�

X

0

[ f x

0

g

�

:

X

1

jest wi¦c zbiorem wszystkic h elemen tó w y p ostaci

y = x + � x

0

; x 2 X

0

; � 2 R :
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Zau w a»m y , »e przedsta wienie takie jest jednoznaczne. Rzeczywi±cie, je»eli

y = x

0

+ �

0

x

0

= x

00

+ �

00

x

0

i �

0

6= �

00

; to x

0

=

1

�

00

� �

0

( x

0

� x

00

) ;

a st¡d x

0

2 X

0

wbrew zaªo»eniu. W ob ec tego m usi b y¢ �

0

= �

00

i w k onsekw encji

x

0

= x

00

.

Okre±lm y na przestrzeni X

1

funk cjonaª x

�

1

przyjm uj¡c

x

�

1

( y ) = x

�

1

( x + � x

0

) = x

�

0

( x ) + � c;

gdzie c jest do w oln¡ staª¡ rzeczywist¡. F unk cjonaª x

�

1

jest o czywi±cie linio wy i

jest przedªu»eniem x

�

0

. Nale»y t ylk o dobra¢ c tak, ab y

x

�

1

( y ) ¬ p ( y ) ; tzn. ab y x

�

0

( x ) + � c ¬ p ( x + � x

0

) :

Ostatnia z t yc h nieró wno±ci ró wno w a»na jest dwu nast¦puj¡cym:

x

�

0

�

1

�

x ) + c ¬ p

�

x

0

+

1

�

x

�

dla � > 0 ;

x

�

0

�

1

� �

x ) � c ¬ p

�

� x

0

+

1

� �

x

�

dla � < 0 :

Ab y sp eªni¢ te nieró wno±ci, dobieram y c tak, b y

x

�

0

( x

0

) � p ( x

0

� x

0

) ¬ c ¬ p ( x

00

+ x

0

) � x

�

0

( x

00

)

dla wszystkic h x

0

; x

00

2 X

0

. Wyb ór taki jest mo»liwy . Rzeczywi±cie,

x

�

0

( x

0

) + x

�

0

( x

00

) = x

�

0

( x

0

+ x

00

) ¬ p ( x

0

+ x

00

)

= p ( x

0

� x

0

+ x

00

+ x

0

) ¬ p ( x

0

� x

0

) + p ( x

00

+ x

0

) ;

a st¡d

sup

x

0

2 X

0

�

x

�

0

( x

0

) � p ( x

0

� x

0

)

�

¬ inf

x

00

2 X

0

�

p ( x

00

+ x

0

) � x

�

0

( x

00

)

�

:

Rozpatrzm y zbiór F wszystkic h funk cjonaªó w linio wyc h y

�

, b ¦d¡cyc h prze-

dªu»eniami x

�

0

i takic h, »e y

�

( x ) ¬ p ( x ) . Zbiór F mo»na cz¦±cio w o up orz¡dk o w a¢

przyjm uj¡c y

�

1

� y

�

2

, je±li funk cjonaª y

�

2

jest przedªu»eniem y

�

1

. Z lematu Zorna

wynik a istnienie maksymalnego przedªu»enia x

�

2 F funk cjonaªu x

�

0

. Jest nim

funk cjonaª okre±lon y na caªej przestrzeni X , w przeciwn ym przypadku | na mo cy

tego, co udo w o dnili±m y wy»ej | miaªb y on dalsze przedªu»enie, wbrew de�nicji

elemen tu maksymalnego.

F unk cjonaª Mink o wskiego p na (rzeczywistej lub zesp olonej) przestrzeni linio-

w ej X nosi nazw ¦ p óªnorm y , gdy p ( � x ) = j � j p ( x ) dla wszystkic h liczb (o dp o-

wiednio rzeczywist yc h lub zesp olon yc h) � i wszystkic h x 2 X .
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Twierdzenia Hahna-Bana cha. (w ersja zesp olona) Nie ch p b ¦-

dzie p óªnorm¡ na zesp olonej przestrzeni liniowej X or az x

�

0

funkcjona-

ªem liniowym, okr e±lonym na p ewnej p o dprzestrzeni liniowej X

0

� X i

sp eªniaj¡cym nier ówno±¢

�

�

x

�

0

( x )

�

�

¬ p ( x ) d la x 2 X

0

:

Wte dy x

�

0

mo»na prze dªu»y¢ o d funkcjonaªu liniowe go x

�

, okr e±lone go

na c aªej przestrzeni X i sp eªniaj¡c e go warunek

�

�

x

�

( x )

�

�

¬ p ( x ) d la x 2 X :

Do w ó d: B¦dziem y trakto w a¢ X jak o rzeczywist¡ przestrze« linio w ¡. Oznaczm y

x

�

0

( x ) = y

�

0

( x ) + iz

�

0

( x ) ;

gdzie y

�

0

i z

�

0

s¡ o dp o wiednio cz¦±ci¡ rzeczywist¡ i cz¦±ci¡ uro jon¡ funk cjonaªu x

�

0

.

Oczywi±cie y

�

0

i z

�

0

s¡ rzeczywist ymi funk cjonaªami linio wymi na p o dprzestrzeni

X

0

, a p oniew a»

i

�

y

�

0

( x ) + iz

�

0

( x )

�

= ix

�

0

( x ) = x

�

0

( ix ) = y

�

0

( ix ) + i z

�

0

( ix ) ;

wi¦c

z

�

0

( x ) = � y

�

0

( ix ) dla x 2 X

0

:

Z zaªo»enia wiem y , »e y

�

0

( x ) ¬

�

�

x

�

0

( x )

�

�

¬ p ( x ) dla x 2 X

0

, zatem na mo cy udo-

w o dnionej ju» w ersji t wierdzenia Hahna-Banac ha funk cjonaª y

�

0

mo»na przedªu»y¢

do rzeczywistego funk cjonaªu linio w ego y

�

na caªej przestrzeni X , z zac ho w aniem

w arunku y

�

( x ) ¬ p ( x ) dla x 2 X .

Okre±lm y teraz funk cjonaª x

�

wzorem

x

�

( x ) = y

�

( x ) � iy

�

( ix ) :

Wida¢, »e x

�

jest przedªu»eniem funk cjonaªu x

�

0

. Wida¢ ró wnie», »e x

�

jest funk-

cjonaªem addyt ywn ym i jednoro dn ym przy mno»eniu przez liczb y rzeczywiste.

Ab y udo w o dni¢ jego jednoro dno±¢ wzgl¦dem mno»enia przez liczb y zesp olone wy-

starczy zau w a»y¢, »e

x

�

( ix ) = y

�

( ix ) � iy

�

( � x ) = i

�

y

�

( x ) � iy

�

( ix )

�

= ix

�

( x ) :

P ozosta je do wie±¢, »e

�

�

x

�

( x )

�

�

¬ p ( x ) . Przedsta wm y w t ym celu liczb ¦ x

�

( x ) w p o-

staci x

�

( x ) = r e

� i�

. Wtedy

�

�

x

�

( x )

�

�

= e

i�

x

�

( x ) = x

�

�

e

i�

x

�

, a p oniew a» x

�

�

e

i�

x

�

jest liczb¡ rzeczywist¡ nieujemn¡, wi¦c

�

�

x

�

( x )

�

�

= x

�

�

e

i�

x

�

= y

�

�

e

i�

x

�

¬ p

�

e

i�

x

�

= p ( x ) :
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Przestrzenie top ologiczne

10.7. Poj¦cie przestrzeni topologicznej. Przestrzeni¡ top ologiczn¡

nazyw am y do w oln y zbiór X wraz z ro dzin¡ T jego p o dzbioró w o tej wªasno±ci,

»e

T1. zbiór pust y ; oraz X nale»¡ do ro dzin y T ,

T2. je»eli U

1

2 T i U

2

2 T , to U

1

\ U

2

2 T ,

T3. je»eli U

s

2 T dla k a»dego s 2 S , to

S

s 2 S

U

s

2 T .

Sam¡ ro dzin¦ T nazyw am y top ologi¡ , a jej elemen t y zbiorami ot w art ymi .

Dop eªnienia zbioró w ot w art yc h nosz¡ nazw ¦ zbioró w domkni¦t yc h . Dla jednego

zbioru X mo»na wybra¢ na ogóª wiele ro dzin T sp eªnia j¡cyc h T1{T3. Przez

wpro w adzenie top ologii rozumiem y wybranie jednej z nic h. Je»eli zac ho dzi inkluzja

T

1

� T

2

, to p o wiem y , »e top ologia T

1

jest sªabsza o d top ologii T

2

lub, »e top ologia

T

2

jest silniejsza o d top ologii T

1

. Na jsªabsz¡ top ologi¡ w X jest ro dzina f; ; X g ,

zw ana top ologi¡ trywialn¡ a na jsilniejsz¡ ro dzina wszystkic h p o dzbioró w X ,

zw ana top ologi¡ dyskretn¡ .

Do w oln y p o dzbiór X

0

przestrzeni top ologicznej X mo»na przeksztaªci¢ w

przestrze« top ologiczn¡ przyjm uj¡c za zbiory ot w arte w X

0

przekro je X

0

ze zbio-

rami ot w art ymi w X . Przestrze« tak ¡ nazyw am y p o dprzestrzeni¡ przestrzeni

top ologicznej X , a jej top ologi¦ top ologi¡ o dziedziczon¡ .

10.8. Wn¦trze zbior u, otoczenia. Z k a»dym zbiorem A przestrzeni top o-

logicznej zwi¡zane s¡ dw a zbiory: in t A , zw an y wn¦trzem zbioru A i A zw an y

domkni¦ciem zbioru A . Pierwszy jest sum¡ wszystkic h zbioró w ot w art yc h za-

w art yc h w A , a wi¦c na jwi¦kszym zbiorem ot w art ym za w art ym w A , a drugi

przekro jem wszystkic h zbioró w domkni¦t yc h za wiera j¡cyc h A .

Zbiór A nosi nazw ¦ oto czenia punktu x , je»eli x 2 in t A . O ro dzinie U

x

zªo»onej z oto cze« punktu x p o wiem y , »e jest baz¡ oto cze« punktu x , je»eli

w k a»dym oto czeniu punktu x le»y p ewien zbiór z U

x

. Zau w a»m y , »e punkt x

le»y w domkni¦ciu A zbioru A � X wtedy i t ylk o wtedy , gdy U \ A 6= ; dla

k a»dego oto czenia U 2 U

x

. Je»eli A = X , to p o wiem y , »e zbiór A jest g¦st y w

X . Je»eli w X istnieje przeliczaln y p o dzbiór g¦st y to X nosi nazw ¦ przestrzeni

o±ro dk o w ej , a sam zbiór nazw ¦ o±ro dk a .

10.9. Przekszt aªcenia przestrzeni topologicznych. Przeksztaªcenie f :

X ! Y przestrzeni top ologicznej X w przestrze« top ologiczn¡ Y nazyw am y

ot w art ym , je»eli obraz f ( U ) k a»dego zbioru ot w artego U � X jest ot w art y w

Y . Je»eli za± dla k a»dego zbioru ot w artego V w Y jego przeciw obraz f

� 1

( V )

jest ot w art y w X , to p o wiem y , »e f jest przeksztaªceniem ci¡ gªym . Ci¡ gªo±¢
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przeksztaªcenia f : X ! Y w punk cie x oznacza, »e k a»de oto czenie V punktu

y = f ( x ) w Y za wiera obraz f ( U ) p ewnego oto czenia U punktu x . Wida¢ st¡d,

»e o dwzoro w anie f : X ! Y jest ci¡ gªe wtedy i t ylk o wtedy , gdy jest ci¡ gªe w

k a»dym punk cie x 2 X . Wza jemnie jednoznaczne przeksztaªcenie ci¡ gªe i ot w arte

f przestrzeni X na przestrze« Y nosi nazw ¦ homeomor�zm u . Ot w arto±¢ f to

ci¡ gªo±¢ przeksztaªcenia o dwrotnego f

� 1

.

10.10. Przestrzenie Ha usdorff a. Przestrze« top ologiczn¡ X nazyw am y

przestrzeni¡ Hausdor�a , je»eli k a»de dw a ró»ne jej punkt y p osiada j¡ oto czenia

b ¦d¡ce zbiorami rozª¡czn ymi. Z okre±lenia tego wynik a, »e w przestrzeni Haus-

dor�a k a»dy zbiór jednopunkto wy jest domkni¦t y . Przestrze« Hausdor�a X , w

której dla k a»dyc h dw ó c h rozª¡czn yc h zbioró w domkni¦t yc h A; B � X istniej¡

rozª¡czne zbiory ot w arte U; V ; za wiera j¡ce o dp o wiednio A i B , nosi nazw ¦ prze-

strzeni normalnej . Je»eli w przestrzeni Hausdor�a X dla k a»dego punktu x i

k a»dego zbioru domkni¦tego A nie za wiera j¡cego punktu x istnieje tak a funk cja

ci¡ gªa f : X ! [0 ; 1] , »e f ( x ) = 1 oraz f ( A ) = f 0 g , to X nazyw a si¦ przestrze-

ni¡ caªk o wicie regularn¡ . Z lematu Urysohna, który za c h wil¦ udo w o dnim y

wynik a, »e k a»da przestrze« normalna jest caªk o wicie regularna.

10.11. Lema t Ur ysohna. Dla ka»dych dwó ch r ozª¡cznych zbior ów domkni¦tych

A , B przestrzeni normalnej X istnieje taka funkcja ci¡gªa f : X ! [0 ; 1] , »e

f ( A ) = f 0 g or az f ( B ) = f 1 g .

Do w ó d: Niec h U , V b ¦d¡ rozª¡czn ymi zbiorami ot w art ymi za wiera j¡cymi o d-

p o wiednio A i B . Oznaczm y zbiór U przez U

1

i rozpatrzm y par¦ A , X � U

1

zbioró w domkni¦t yc h rozª¡czn yc h. Z normalno±ci przestrzeni X wynik a istnienie

takic h rozª¡czn yc h zbioró w ot w art yc h U

0

i V

0

, »e A � U

0

oraz X � U

1

� V

0

. W

szczególno±ci mam y wtedy U

0

� U

1

. W analogiczn y sp osób dla pary U

0

i X � U

1

do w o dzim y istnienia takiego zbioru ot w artego U

1 = 2

, »e U

0

� U

1 = 2

, U

1 = 2

� U

1

.

P ó¹niej dla par U

0

, X � U

1 = 2

oraz U

1 = 2

, X � U

1

o dp o wiednio zbioró w U

1 = 4

i

U

3 = 4

. P o wtarza j¡c to rozumo w anie wielokrotnie, dla k a»dej liczb y r p ostaci

m

2

n

,

0 ¬ m ¬ 2

n

, okre±lim y taki zbiór ot w art y U

r

, »e U

r

1

� U

r

2

przy r

1

< r

2

.

Przyjmijm y teraz U

t

=

S

r ¬ t

U

r

dla t 2 [0 ; 1] oraz U

t

= ; dla t < 0 i U

t

= X

dla t > 1 . Otrzymana ro dzina f U

t

g

t 2 R

zbioró w ot w art yc h ma t¡ wªasno±¢, »e

A � U

0

, U

1

� X � B oraz

(10 : 51) U

t

1

� U

t

2

; gdy t

1

< t

2

:

Istotnie, je±li 0 ¬ t

1

< t

2

¬ 1 , to wybiera j¡c liczb y wymierne r

1

i r

2

p ostaci

m

2

n

tak, ab y t

1

< r

1

< r

2

< t

2

otrzymam y U

t

1

� U

r

1

� U

r

2

� U

t

2

., Je±li za± t

1

< 0

lub t

2

> 1 to inkluzja (10. 51) jest sp eªniona, b o U

t

1

= ; lub U

t

2

= X .
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P ok a»em y , »e funk cja

f ( x ) = inf f t : x 2 U

t

g

sp eªnia wszystkie p ostulat y tezy . P oniew a» U

t

= X , gdy t > 1 oraz U

t

= ; gdy

t < 0 , wi¦c f ( x ) przyjm uje t ylk o w arto±ci z przedziaªu [0 ; 1] . Šat w o spra wdzam y ,

»e dla x 2 A w arto±¢ ta stale wynosi 0 a dla x 2 B stale 1 . Do do wiedzenia

p ozosta je wi¦c t ylk o, »e f jest funk cj¡ ci¡ gª¡. Obierzm y x

0

2 X , " > 0 i oznaczm y

t

0

= f ( x

0

) . Z (10. 51) wynik a, »e x

0

2 U

t

, gdy t > t

0

i x

0

62 U

t

, gdy t < t

0

. W

szczególno±ci x

0

le»y w zbiorze ot w art ym U = U

t

0

+ "

� U

t

0

� "

. Dla k a»dego punktu

x 2 U mam y x 2 U

t

0

+ "

, sk ¡d f ( x ) ¬ t

0

+ " oraz x 62 U

t

0

� "

, sk ¡d f ( x )  t

0

� " .

W rezultacie

f ( x

0

) � " ¬ f ( x ) ¬ f ( x

0

) + ":

10.12. Przestrzenie zw ar te. Ro dzina zbioró w f U

�

g

� 2 A

nosi nazw ¦ p okry-

cia zbioru X , je»eli X �

S

� 2 A

U

�

. Przestrze« top ologiczn¡ X nazyw am y zw art¡ ,

je»eli k a»de jej p okrycie zbiorami ot w art ymi za wiera p okrycie sk o«czone tzn., gdy

w zbiorze wsk a¹nik ó w A mo»na wybra¢ taki sk o«czon y p o dzbiór �

1

; a

2

; : : : ; a

n

,

»e X =

S

n

k =1

U

�

k

.

Niepust¡ ro dzin¦ f F

�

g

� 2 A

p o dzbioró w zbioru X nazyw am y scen tro w an¡ ,

je»eli

T

n

k =1

F

�

k

6= ; dla k a»dego sk o«czonego zbioru wsk a¹nik ó w �

1

; �

2

; : : : ; �

n

.

Przestrze« top olo giczna jest zwarta wte dy i tylko wte dy, gdy ka»da r o-

dzina sc entr owana jej p o dzbior ów ma wsp ólny punkt skupienia.

Je±li ro dzina f F

�

g

� 2 A

p o dzbioró w przestrzeni zw artej X nie ma wsp ólnego punk-

tu skupienia, to

T

� 2 A

F

�

= ; . Dop eªnienia U

�

= X n F

�

zbioró w F

�

s¡ ot w arte i

t w orz¡ p okrycie przestrzeni X , zatem mo»na wybra¢ taki sk o«czon y ukªad wsk a¹-

nik ó w �

1

; a

2

; : : : ; a

n

, »e X =

S

n

k =1

U

�

k

. Wtedy jednak

T

n

k =1

F

�

k

= ; , a w k onse-

kw encji tak»e

T

n

k =1

F

�

k

6= ; , wi¦c ro dzina f F

�

g

� 2 A

nie jest scen tro w ana. Je»eli

przestrze« X nie jest zw arta, to p osiada ro dzin¦ f U

�

g

� 2 A

p o dzbioró w ot w ar-

t yc h p okryw a j¡cyc h X , lecz takic h, »e X nie da si¦ p okry¢ »adn¡ sk o«czon¡ ic h

ilo±ci¡. Ic h dop eªnienia F

�

= X n U

�

t w orz¡ scen tro w an¡ ro dzin¦ p o dzbioró w

domkni¦t yc h X o pust ym przekro ju, a wi¦c b ez wsp ólnego punktu skupienia.

Zbiór K � X nazyw am y zw art ym , gdy rozpatryw an y jak o p o dprzestrze« w

X , jest zw art y .

Domkni¦ty p o dzbiór przestrzeni zwartej jest zbior em zwartym.

Je»eli ro dzina zbioró w ot w art yc h f U

�

g

� 2 A

p okryw a domkni¦t y p o dzbiór K prze-

strzeni zw artej X , to uzup eªniona o zbiór X � K jest ot w art ym p okryciem caªej

przestrzeni X . Ze zw arto±ci X wynik a istnienie sk o«czonej p o dro dzin y f U

�

k

g

n

k =1

,

która wraz z X � K p okryw a X . P o dro dzina ta p okryw a wtedy K .
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Obr az zbioru zwarte go przez przeksztaªc enie ci¡gªe jest zbior em zwar-

tym.

Zaªó»m y , »e f jest ci¡ gªym przeksztaªceniem przestrzeni top ologicznej X na prze-

strze« top ologiczn¡ Y oraz, »e K jest zbiorem zw art ym w X . Je»eli f V

�

g

� 2 A

jest ot w art ym p okryciem zbioru f ( K ) , to f f

� 1

( V

�

) g

� 2 A

jest ot w art ym p okry-

ciem K . Zbiór K jest zw art y , wi¦c p okryw a go te» p ewna sk o«czona p o dro dzina

f f

� 1

( V

�

k

) g

n

k =1

. W ob ec tego ro dzina f V

�

k

g

n

k =1

p okryw a zbiór f ( K ) .

Zbiór zwarty w przestrzeni Hausdor�a jest domkni¦ty.

Chcem y p ok aza¢, »e je»eli punkt y nie le»y w zbiorze zw art ym K , to p osiada

oto czenie V rozª¡czne z K . Dla k a»dego punktu x 6= y wybierzm y par¦ rozª¡cz-

n yc h zbioró w ot w art yc h U

x

i V

x

za wiera j¡cyc h punkt y x i y . P oniew a» zbiory

f U

x

g

x 6= y

p okryw a j¡ nasz zbiór zw art y K , wi¦c p okryw a K te» p ewna p o dro dzina

f U

x

k

g

n

k =1

. Zbiór V =

T

n

k =1

V

x

k

jest ot w art ym oto czeniem punktu y , rozª¡czn ym

ze zbiorem U =

S

n

k =1

U

x

k

, a t ym bardziej rozª¡czn ym z K .

Zwarta przestrze« Hausdor�a jest przestrzeni¡ normaln¡.

Niec h K

1

, K

2

b ¦d¡ rozª¡czn ymi zbiorami domkni¦t ym i w przestrzeni Hausdor�a

X . S¡ wtedy zbiorami zw art ymi. Jak p ok azali±m y przed c h wil¡, dla k a»dego

punktu y le»¡cego p oza zbiorem K

1

istniej¡ rozª¡czne zbiory ot w arte U i V za-

wiera j¡ce o dp o wiednio y i K

1

. Dla zaznaczenia zale»no±ci o d y oznaczm y je U

y

i

V

y

. Dalej rozum ujem y dokªadnie tak jak p oprzednio. P oniew a» zbiory f U

y

g

y 62 K

1

p okryw a j¡ zbiór K

2

, wi¦c p okryw a go te» p ewna p o dro dzina f U

y

k

g

n

k =1

. Zbiory

S

n

k =1

U

y

k

oraz

T

n

k =1

V

y

k

s¡ ot w arte, rozª¡czne i za wiera j¡ o dp o wiednio K

1

, K

2

.

Wnosim y st¡d, »e X jest przestrzeni¡ normaln¡.

10.13. Przestrzenie lokalnie zw ar te. Przestrze« top ologiczn¡ X nazyw a-

m y lok alnie zw art¡ , je»eli k a»dy punkt x 2 X ma oto czenie, którego domkni¦cie

jest zbiorem zw art ym. Przykªadami przestrzeni lok alnie zw art yc h, p oza przestrze-

niami zw art ymi, s¡ prosta R i k a»da niesk o«czona przestrze« dyskretna.

Przestrze« lokalnie zwart¡, któr a nie jest zwarta, mo»na tak uzup eªni¢

je dnym punktem 1 , by staªa si¦ przestrzeni¡ zwart¡.

Oznaczm y X

1

= X [ f1g i uzna jm y za zbiory ot w arte w X

1

wszystkie zbiory

ot w arte w X , a tak»e wszystkie zbiory p ostaci U [ f1g , gdzie U jest zbiorem

ot w art ym w X , którego dop eªnienie jest zbiorem zw art ym.

Wida¢, »e X

1

jest przestrzeni¡ zw art¡. Wida¢ te», »e gdy X jest przestrzeni¡

Hausdor�a, to X

1

jest tak»e przestrzeni¡ Hausdor�a. Istotnie, wystarczy zoba-

czy¢, »e do w oln y punkt x 2 X oraz punkt 1 p osiada j¡ oto czenia rozª¡czne. Je»eli
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U jest oto czeniem punktu x , którego domkni¦cie jest zbiorem zw art ym, tu zbiór

( X n U ) [ f1g jest oto czeniem punktu 1 , rozª¡czn ym z U .

Przestrze« X

1

nazyw am y uzw arceniem jednopunkto wym , lub uzw arce-

niem Aleksandro w a przestrzeni X .

Z p o wy»szego rozumo w ania i lematu Urysohna wynik a, »e

W przestrzeni lokalnie zwartej Hausdor�a X d la dowolne go zbioru ot-

warte go U i dowolne go zbioru zwarte go K � U istnieje taka funkcja

ci¡gªa f : X ! [0 ; 1] , »e f ( x ) = 1 na zbiorze K or az f ( x ) = 0 p oza

zbior em U .

Wynik a st¡d w szczególno±ci, »e k a»da przestrze« lok alnie zw arta Hausdor�a jest

caªk o wicie regularna.

Niec h X b ¦dzie do w oln¡ przestrzeni¡ lok alnie zw art¡, lecz niezw art¡. Dla funk-

cji ci¡ gªej f : X ! C zapis

lim

x !1

f ( x ) = A

oznacza, »e dla k a»dej liczb y " > 0 zbiór f x 2 X :

�

�

f ( x ) � A

�

�

 " g jest zw art y .

Liczba A o p o wy»szej wªasno±ci (je±li istnieje) jest wyznaczona jednoznacznie.

O funk cji f mó wim y wtedy , »e ma granic¦ w niesk o«czono±ci . T ylk o takie

funk cje da j¡ si¦ przedªu»y¢ do funk cji ci¡ gªyc h na uzw arceniu Aleksandro w a X

1

.

Je±li lim

x !1

f ( x ) = 0 , to mó wim y , »e funk cja f znik a w niesk o«czono±ci a

zbiór wszystkic h zesp olon yc h funk cji ci¡ gªyc h na X , znik a j¡cyc h w niesk o«czono-

±ci oznaczam y C

0

( X ) .

10.14. Uzw ar cenie

�

Cecha-Stone'a. Je±li X jest przestrzeni¡ top ologiczn¡

caªk o wicie regularn¡, to da je si¦ zan urzy¢ homeomor�cznie w przestrze« zw art¡

(patrz [1], 3.5.2). Pra wd¡ jest te», »e je±li takie zan urzenie jest mo»liw e, to X

jest przestrzeni¡ caªk o wicie regularna. T akic h zan urze« przestrzeni X jest bar-

dzo wiele. In teresuj¡ nas te, dla któryc h obraz zbioru X le»y g¦sto. T akie zan u-

rzenie nazyw am y uzw arceniem . W p oprzednim punk cie p ok azali±m y , »e k a»da

niezw arta przestrzeni lok alnie zw arta p osiada uzw arcenie jednopunkto w e. P o±ró d

wszystkic h uzw arce« ustalonej przestrzeni caªk o wicie regularnej istnieje dokªadnie

jedno uzw arcenie maksymalne � : X ! � X (patrz [1], 3.5.10), zw ane uzw arce-

niem

�

Cec ha-Stone'a . Maksymalno±¢ nale»y rozumie¢ w t ym sensie, »e je»eli f

jest ci¡ gªym o dwzoro w aniem z przestrzeni X do przestrzeni zw artej Y , to istnieje

takie o dwzoro w anie ci¡ gªe F z przestrzeni � X do Y , »e f = F � � .
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Przestrze« caªk o wicie regularn¡ X wygo dnie jest trakto w a¢ jak o g¦st¡ p o d-

przestrze« sw o jego uzw arcenia � X .

Z maksymalno±ci uzw arcenia

�

Cec ha-Stone'a wynik a b ezp o±rednio (patrz [1],

3.6.1), »e

Je»eli X jest przestrzeni¡ top olo giczn¡ c aªkowicie r e gularn¡ or az � X

jest jej uzwar c eniem

�

Ce cha-Stone'a, to ka»da o gr aniczona funkcja ci¡-

gªa f : X ! C ma je dnoznaczne prze dªu»enie do funkcji ci¡gªej

e

f :

� X ! C .

10.15. Sªaba topologia, wyzna czona przez r odzin¦ funk cji. Niec h X

b ¦dzie do w oln ym zbiorem oraz f f

�

g

� 2 A

ro dzin¡ funk cji ze zbioru X do prze-

strzeni top ologiczn yc h Y

�

. Jak o baz¦ zbioró w ot w art yc h w X w e¹m y ro dzin¦

wszystkic h sk o«czon yc h przekro jó w zbioró w p ostaci f

� 1

�

( U

�

) , gdzie U

�

jest zbio-

rem ot w art ym w przestrzeni Y

�

. T op ologi¦ w X z tak wybran¡ baz¡ nazyw am y

sªab¡ top ologi¡ w X wyznaczon¡ przez ro dzin¦ funk cji f f

�

g

� 2 A

.

Sªab a top olo gia wyznaczona przez r o dzin¦ funkcji f f

�

g

� 2 A

to najsªabsza

top olo gia, w któr ej wszystkie funkcje f

�

s¡ ci¡gªe.

10.16. Topologiczny pr odukt przestrzeni. Zaªó»m y , »e dana jest ro dzina

f X

�

g

� 2 A

przestrzeni top ologiczn yc h. Oznaczm y przez X =

Q

� 2 A

X

�

zbiór wszy-

stkic h takic h funk cji x = f x

�

g

� 2 A

na zbiorze A , »e x

�

2 X

�

. Elemen t x

�

nazy-

w am y � -t¡ wsp óªrz¦dn¡ punktu x . Odwzoro w anie �

�

: X ! X

�

, przyp orz¡d-

k o wuj¡ce punkto wi x jego � -t¡ wsp óªrz¦dn¡ x

�

, nazyw am y rzutem na o± X

�

.

Sªab¡ top ologi¦ w przestrzeni X wyznaczon¡ przez ro dzin¦ funk cji f �

�

g

� 2 A

nazy-

w am y top ologi¡ pro dukto w ¡ w przestrzeni X . Jest to wi¦c na jsªabsza top ologia

w X , dla której wszystkie rzut y �

�

s¡ ci¡ gªe. Baz¦ top ologii pro dukto w ej t w orz¡

wszystkie zbiory p ostaci

Q

� 2 A

U

�

, gdzie U

�

jest zbiorem ot w art ym w przestrzeni

X

�

, lecz U

�

6= X

�

mo»e zac ho dzi¢ t ylk o dla sk o«czenie wielu wsk a¹nik ó w � .

Pr o dukt top olo giczny przestrzeni Hausdor�a jest przestrzeni¡ Hausdorf-

fa.

Je»eli x; y 2

Q

� 2 A

X

�

oraz x 6= y , to x

�

6= y

�

dla p ewnego � 2 A . P oniew a»

X

�

jest przestrzeni¡ Hausdor�a, wi¦c istniej¡ w niej rozª¡czne oto czenia U

�

i V

�
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punktó w x

�

i y

�

. Zbiory �

� 1

�

( U

�

) i �

� 1

�

( V

�

) s¡ wtedy rozª¡czn ymi oto czeniami

punktó w x i y .

Twierdzenie Tichono w a. Pr o dukt top olo giczny przestrzeni zwar-

tych jest przestrzeni¡ zwart¡.

Do w ó d: Niec h X =

Q

� 2 A

X

�

b ¦dzie pro duktem top ologiczn ym przestrzeni zw ar-

t yc h X

�

. Niec h tak»e F

0

b ¦dzie do w oln¡ scen tro w an¡ ro dzin¡ p o dzbioró w X . Z

lematu Kurato wskiego-Zorna wynik a, »e ro dzina F

0

jest za w arta w p ewnej mak-

symalnej ro dzinie scen tro w anej F p o dzbioró w X . Dla do w o du t wierdzenia wy-

starczy o czywi±cie p ok aza¢, »e wszystkie zbiory ro dzin y F ma j¡ wsp óln y punkt

skupienia.

Z maksymalno±ci ro dzin y F wynik a, »e:

1. je»eli F

0

� X oraz F

0

\ F 6= ; dla k a»dego F 2 F , to F

0

2 F .

2. je»eli F

1

; F

2

; : : : ; F

n

2 F , to F

1

\ F

2

\ : : : \ F

n

2 F .

P oniew a» F jest ro dzin¡ scen tro w an¡, wi¦c dla k a»dego � 2 A ro dzina F

�

=

f �

�

( F ) : F 2 F g jest scen tro w ana w o dp o wiedniej przestrzeni X

�

. Ze zw arto-

±ci przestrzeni X

�

wynik a, »e wszystkie zbiory ro dzin y F

�

ma j¡ wsp óln y punkt

skupienia x

�

, tj.

x

�

2

\

F 2F

�

�

( F ) ; � 2 A:

P ok a»em y , »e punkt x = f x

�

g ma »¡dan¡ wªasno±¢. Dla k a»dego oto czenia U

�

punktu x

�

w X

�

i k a»dego F 2 F mam y U

�

\ �

�

( F ) 6= ; , st¡d �

� 1

�

( U

�

) \ F 6= ;

dla k a»dego F 2 F . Z wªasno±ci 1 ro dzin y F wynik a, »e �

� 1

�

( U

�

) 2 F , a z

wªasno±ci 2, »e do F nale»¡ te» wszystkie sk o«czone przeci¦cia

T

n

k =1

�

� 1

�

k

( U

�

k

) .

Zatem F za wiera wszystkie oto czenia punktu x z bazy k anonicznej pro duktu

top ologicznego X =

Q

� 2 A

X

�

. Z tego, »e F jest ro dzin¡ scen tro w an¡ wynik a z

k olei, »e x 2 F dla wszystkic h F 2 F .

Przestrzenie metryczne

10.17. Poj¦cie przestrzeni metr ycznej. Zbiór X nazyw am y przestrzeni¡

metryczn¡ , je±li okre±lona jest funk cja d : X � X ! [0 ; 1 ) , o wªasno±ciac h:

1. d ( x

1

; x

2

) = 0 wtedy i t ylk o wtedy , gdy x

1

= x

2

,

2. d ( x

1

; x

2

) = d ( x

2

; x

1

) (symetryczno±¢),

3. d ( x

1

; x

3

) ¬ d ( x

1

; x

2

) + d ( x

2

; x

3

) (nieró wno±¢ tró jk ¡ta).

F unk cj¦ d nazyw am y metryk ¡ lub o dlegªo±ci¡ w X .

Dla x

0

2 X i r > 0 zbiór

K

r

( x

0

) = f x 2 X : d ( x; x

0

) < r g
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nazyw am y kul¡ (ot w art¡) o ±ro dku x

0

i promieniu r . W przestrzeni metrycznej

wpro w adzam y top ologi¦, przyjm uj¡c za ro dzin¦ T zbioró w ot w art yc h wszystkie

te zbiory A � X , które wraz z k a»dym punktem x

0

za wiera j¡ tak»e p ewn¡ kul¦ o

±ro dku x

0

. W ten sp osób przestrze« metryczna sta je si¦ przestrzenia top ologiczn¡

Hausdor�a. T op ologi¦ T nazyw am y top ologi¡ wyznaczon¡ przez metryk ¦

d . W tej top ologii k a»da z kul K

r

( x

0

) jest zbiorem ot w art ymi a k a»da z kul

domkni¦t yc h K

r

( x

0

) = f x 2 X : d ( x; x

0

) ¬ r g zbiorem domkni¦t ym . Przestrze«

top ologiczn¡ nazyw am y metryzo w aln¡ je»eli mo»na w niej wpro w adzi¢ metryk ¦

wyznacza j¡c¡ top ologi¦ zgo dn¡ z top ologi¡ wyj±cio w ¡.

Odwzoro w anie f przestrzeni metrycznej X w przestrze« metryczn¡ Y na-

zyw am y izometri¡ lub izometryczn ym wªo»eniem , gdy zac ho wuje o dlegªo±¢

punktó w, tzn. gdy d

�

f ( x

1

) ; f ( x

2

)

�

= d ( x

1

; x

2

) dla wszystkic h x

1

; x

2

2 X . Jest

o czywiste, »e izometria jest homomor�zmem a izometria ÿna" homeomor�zm em .

10.18. Przestrzenie metr yczne zupeªne. Mó wim y , »e ci¡ g f x

n

g elemen tó w

przestrzeni metrycznej jest zbie»n y do x

0

, gdy d ( x

n

; x

0

) ! 0 przy n ! 1 .

Je»eli dla k a»dej liczb y do datniej " istnieje taki wsk a¹nik N , »e d ( x

n

; x

m

) < " ,

gdy m; n  N , to ci¡ g f x

n

g nazyw am y fundamen taln ym .

Z nieró wno±ci d ( x

n

; x

m

) < d ( x

n

; x

0

) + d ( x

m

; x

0

) wynik a, »e

Ka»dy ci¡g zbie»ny jest fundamentalny.

Przestrze« metryczn¡, w której k a»dy ci¡ g fundamen taln y jest zbie»n y , nazyw am y

przestrzeni¡ zup eªn¡ .

Twierdzenie o uzupeªnianiu. Niezup eªn¡ przestrze« metryczn¡

mo»na wªo»y¢ izometrycznie w przestrze« metryczn¡ zup eªn¡.

Do w ó d: P o dam y k onstruk cj¦ przestrzeni metrycznej

e

X i izometrii i : X !

e

X ,

dla której i ( X ) b ¦dzie p o dzbiorem g¦st ym w

e

X . Oznaczm y w t ym celu przez F

X

zbiór wszystkic h ci¡ gó w fundamen taln yc h przestrzeni X .

Dla ci¡ gó w ( x

1

; x

2

; x

3

: : : ) ; ( y

1

; y

2

; y

3

: : : ) 2 F

X

istnieje granica

lim

n !1

d ( x

n

; y

n

) :

Istotnie, z nieró wno±ci

�

�

d ( x

m

; y

m

) � d ( x

n

; y

n

)

�

�

¬ d ( x

m

; x

n

) + d ( y

m

; y

n

)

wynik a, »e ci¡ g f d ( x

n

; y

n

) g jest fundamen taln y w zbiorze R liczb rzeczywist yc h,

jest zatem ci¡ giem zbie»n ym.
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Ró wno±¢ lim

n !1

d ( x

n

; y

n

) = 0 okre±la relacj¦ ró wno w a»no±ci � w F

X

. Prze-

strze«

e

X de�niujem y jak o zbiór klas abstrak cji relacji � a metryk ¦ d w

e

X wzorem

d ( ex; ey ) = lim

n !1

d ( x

n

; y

n

) ;

przy czym ex i ey oznacza j¡ tu o dp o wiednio klasy abstrak cji ci¡ gó w ( x

1

; x

2

; x

3

: : : )

i ( y

1

; y

2

; y

3

: : : ) . Jest o czywiste, »e funk cja i , przyp orz¡dk o wuj¡ca elemen to wi

x 2 X klas¦ abstrak cji ci¡ gu ( x; x; x; : : : ) , jest izometryczn y m wªo»eniem X w

e

X . Obraz i ( X ) zbioru X le»y g¦sto w

e

X , b o dla klasy abstrak cji ex do w olnego

ci¡ gu ( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) 2 F

X

zac ho dzi ró wno±¢

lim

m !1

d ( ex; i ( x

m

)) = lim

m;n !1

d ( x

n

; x

m

) = 0 :

Do udo w o dnienia p ozosta je zup eªno±¢ przestrzeni

e

X . Niec h f ex

n

g b ¦dzie ci¡-

giem fundamen taln ym w

e

X . Wybierzm y w X tak ci¡ g ( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) , ab y

d ( ex

n

; i ( x

n

)) <

1

n

; n = 1 ; 2 ; 3 ; : : :

Z nieró wno±ci

d ( x

n

; x

m

) < d ( ex

n

; ex

m

) +

1

n

+

1

m

wynik a, »e ( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) 2 F

X

. Je±li ex oznacza klas¦ abstrak cji tego ci¡ gu, to

lim

n !1

d ( ex

n

; ex ) = lim

n !1

d ( ex

n

; i ( x

n

)) + lim

n !1

d ( i ( x

n

) ; ex ) = 0 ;

wi¦c lim

n !1

ex

n

= ex .

10.19. Twierdzenie Baire'a. Je±li A

1

; A

2

; A

3

; : : : jest ci¡giem domkni¦tych

p o dzbior ów przestrzeni metrycznej zup eªnej X or az

X =

1

[

n =1

A

n

;

to przynajmniej je den ze zbior ów A

n

ma niepuste wn¦trze, tzn. zawier a p ewn¡

kul¦ otwart¡.

Do w ó d: Przypu±¢m y , »e teza t wierdzenia nie zac ho dzi tj., »e »aden ze zbioró w A

n

nie za wiera »adnej kuli. Wybierzm y do w olnie kul¦ K

r

0

( x

0

) . P oniew a» zbiór A

1

nie za wiera tej kuli i jest domkni¦t y , to zbiór K

r

0

( x

0

) n A

1

jest niepust y i ot w art y .

Za wiera zatem p ewn¡ kul¦ K

2 r

1

( x

1

) . Nast¦pnie zbiór K

r

1

( x

1

) n A

2

za wiera p ewn¡
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kul¦ K

2 r

2

( x

2

) , zbiór K

r

2

( x

2

) n A

3

kul¦ K

2 r

2

( x

3

) , itd. W ten sp osób mo»em y

induk cyjnie okre±li¢ ci¡ g kul K

r

0

( x

0

) ; K

r

1

( x

1

) ; K

r

2

( x

2

) ; : : : o tej wªasno±ci, »e

K

2 r

n

( x

n

) � K

r

n � 1

( x

n � 1

) n A

n

dla n = 1 ; 2 ; 3 ; : : :

Z inkluzji p o wy»szyc h wynik a w szczególno±ci, »e lim

n !1

r

n

= 0 , b o r

n

¬

1

2

r

n � 1

¬ � � � ¬

1

2

n

r

0

. Wynik a te», »e k a»dy zbiór A

n

jest rozª¡czn y z kul¡ do-

mkni¦t¡ K

r

n

( x

n

) , gdy» K

r

n

( x

n

) � K

2 r

n

( x

n

) .

Zau w a»m y , »e ci¡ g x

1

; x

2

; x

3

; : : : ±ro dk ó w kul sp eªnia w arunek d ( x

n

; x

m

) <

r

n

, dla m  n , jest wi¦c ci¡ giem fundamen taln ym w X a p oniew a» X jest

przestrzeni¡ zup eªn¡, jest zbie»n y do p ewnego x 2 X . Dla do w olnego wsk a¹nik a

n zac ho dzi w ob ec tego nieró wno±¢

d ( x

n

; x ) = lim

m !1

d ( x

n

; x

m

) ¬ r

n

:

T o z k olei implikuje, »e x 2 K

r

n

( x

n

) , a dalej, »e x =2 A

n

. W k onsekw encji dosta-

jem y x =2

S

1

n =1

A

n

, co przeczy zaªo»eniu

S

1

n =1

A

n

=X.

10.20. Zbior y zw ar te w przestrzenia ch metr ycznych. P o dzbiór E prze-

strzeni metrycznej nazyw am y caªk o wicie ograniczon ym je»eli dla k a»dej liczb y

" > 0 mo»na go p okry¢ sk o«czon¡ ilo±ci¡ kul o promieniu " tj., gdy istnieje taki

zbiór sk o«czon y F

"

, »e E �

S

x 2 F

"

K

"

( x ) .

Z ka»de go ci¡gu elementów zbioru c aªkowicie o gr aniczone go mo»na wy-

br a¢ p o dci¡g fundamentalny

Zaªó»m y , »e E jest zbiorem caªk o wicie ograniczon ym a f x

n

g ci¡ giem jego elemen-

tó w. Wybierzm y do w olnie wsk a¹nik n

1

. Wyraz x

n

1

b ¦dzie pierwszym wyrazem

p o dci¡ gu. Niec h F

1

b ¦dzie sk o«czon¡ 1 -sieci¡ dla E . P oniew a» E �

S

x 2 F

1

K

1

( x ) ,

wi¦c jedna z kul K

1

( x ) za wiera niesk o«czenie wiele wyrazó w ci¡ gu f x

n

g . Z ci¡ gu

usu«m y wszystkie te wyrazy , które nie le»¡ w wybranej kuli. Z p ozostaªyc h wy-

razó w ci¡ gu wybierzm y wyraz x

n

2

do w olnie, ale tak, ab y n

2

> n

1

. P o dobnie

p ost¦puj¡c dla sieci F

1 = 2

, F

1 = 3

itd. zbudujem y p o dci¡ g f x

n

k

g ci¡ gu f x

n

g o tej

wªasno±ci, »e d ( x

n

i

; x

n

j

) < 2 =k , gdy i; j > k . Ci¡ g taki jest fundamen taln y .

Zbiory caªk o wicie ograniczone cz¦sto nazyw a si¦ zbiorami w arunk o w o zw ar-

t ymi . Wyja±nienie zna jduje si¦ w nast¦puj¡cym t wierdzeniu:

Po dzbiór E przestrzeni metrycznej zup eªnej X jest zwarty wte dy i tylko

wte dy, gdy jest domkni¦ty i c aªkowicie o gr aniczony.

Do w ó d: Zaªó»m y , »e zbiór E jest zw art y . P oniew a» k a»da przestrze« metryczna

jest przestrzeni¡ Hausdor�a, wi¦c E jest zbiorem domkni¦t ym . P ok a»em y , »e jest
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tak»e zbiorem caªk o wicie ograniczon ym. Niec h " b ¦dzie do w oln¡ liczb¡ do datni¡.

Ro dzina kul

�

K

"

( x )

	

x 2 E

t w orzy p okrycie ot w arte zbioru E , a p oniew a» E jest

zbiorem zw art ym, wi¦c p ewna sk o«czona p o dro dzina K

"

( x

1

) ; K

"

( x

2

) ; : : : ; K

"

( x

n

)

tak»e p okryw a E . Oznacza to, »e zbiór F

"

= f x

1

; x

2

; : : : ; x

n

g jest " -sieci¡ dla E .

Zaªó»m y teraz, »e zbiór E jest domkni¦t y i caªk o wicie ograniczon y . Niec h

f U

�

g

� 2 A

b ¦dzie do w oln ym p okryciem E zbiorami ot w art ymi U

�

. P ok a»em y na j-

pierw, »e z p okrycia tego mo»na wybra¢ p o dp okrycie przeliczalne E , a p otem, »e

z p okrycia przeliczalnego mo»na wybra¢ p o dp okrycie sk o«czone.

Niec h F

1

b ¦dzie sk o«czon¡ 1 -sieci¡ dla E . Ze zbioru kul f K

1

( x ) g

x 2 F

1

wy-

bierzm y te, które za w arte s¡ caªk o wicie przyna jmniej w jedn ym ze zbioró w U

�

p okrycia. P o dobnie p ost¦puj¡c dla sieci F

1 = 2

, F

1 = 3

itd. otrzymam y przeliczaln¡

ro dzin¦ kul, t w orz¡cyc h p okrycie zbioru E . Je»eli z ro dzin y A usuniem y wszyst-

kie te zbiory U

�

, które nie za wiera j¡ »adnej z wybranej kul, to p ozostanie nam

przeliczalna p o dro dzina f U

�

k

g

n

k =1

ro dzin y f U

�

g

� 2 A

, dalej da j¡ca p okrycie E .

Twierdzim y , »e jeden ze zbioró w U

n

=

S

n

k =1

U

�

k

, n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : za wiera caª-

k o wicie zbiór E . Je±li tak nie jest, to wybiera j¡c z k a»dego ze zbioró w E n U

n

p o

elemencie x

n

, ot w orzym y ci¡ g f x

n

g , który | na mo cy caªk o witej ograniczono±ci

zbioru E | m usi za wiera¢ p o dci¡ g fundamen taln y . Granica x

0

tego p o dci¡ gu

o czywi±cie nale»y do E , b o E jest zbiorem domkni¦t ym . Jednak nie mo»e na-

le»e¢ do »adnego ze zbioró w U

n

, b o do takiego zbioru m usiaªyb y nale»e¢ pra wie

wszystkie wyrazy p o dci¡ gu. T u sprzeczno±¢ z zaªo»eniem, »e E �

S

n

k =1

U

k

.

10.21. Pr odukt topologiczny przestrzeni metr ycznych. Niec h X =

Q

1

k =1

X

k

b ¦dzie pro duktem top ologiczn ym przeliczalnej ro dzin y przestrzeni me-

tryczn yc h X

k

i niec h d

k

oznacza metryk ¦ w przestrzeni X

k

. Dla elemen tó w

x = f x

k

g i y = f y

k

g pro duktu X p oªó»m y

d ( x; y ) =

1

X

k =1

1

2

k

d

k

( x

k

; y

k

)

1 + d

k

( x

k

; y

k

)

:

Nietrudno spra wdzam y , »e d jest metryk ¡ w X .

P ok a»em y , »e top ologia pro dukto w a w X i top ologia wyznaczona przez me-

tryk ¦ d p okryw a j¡ si¦. Wystarczy w t ym celu p oró wna¢ bazo w e oto czenia punktu

y = f y

k

g 2 X w top ologii pro dukto w ej:

U

n;"

= f x 2 X : d

k

( x

k

; y

k

) < " dla k = 1 ; 2 ; : : : ; n g ; n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : ; " > 0 ;

z oto czeniami w metryce d :

V

�

= f x 2 X : d ( x; y ) < � g ; � > 0 :
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Gdy

1

2

n

+

"

1 + "

< � ;

to zac ho dzi za wieranie U

n;"

� V

�

, a gdy

� <

1

2

n

"

1 + "

;

to za wieranie przeciwne V

�

� U

n;"

. Udo w o dnili±m y t ym sam ym, »e:

Pr o dukt top olo giczny przeliczalnej r o dziny przestrzeni metrycznych jest

przestrzeni¡ metryzowaln¡.

Litera tura.

[1] Ryszard Engelking, T op ologia ogólna , PWN, W arsza w a 1989.



WSKAZÓ WKI

1.25 P ok aza¢, »e funk cj¦ x

0

mo»na przedsta wi¢ w p ostaci zbie»nego w L

p

( a; b )

szeregu

P

1

k =1

�

k

x

k

.

1.34 Wsk aza¢ w `

1

nieprzeliczaln y zbiór linio w o niezale»n y .

1.36 F unk cja x = ctg � t jest homeomor�zm em (0 ; 1) na R .

1.39 W do w o dzie zup eªno±ci przestrzeni X= Y sk orzysta¢ z zadania 1.3.

2.18 Znale¹¢ funk cje linio w ¡ przepro w adza j¡c¡ przedziaª [0 ; 1] na [ a; b ] .

2.20 Nie.

3.10 Ró wno±¢ ró wnolegªob oku p otrzebna jest t ylk o przy do w o dzie addyt ywno±ci

ilo czyn u sk alarnego.

5.15 Sk orzysta¢ z t wierdzenia Banac ha-Steinhausa.

5.19 Wyk aza¢, »e ró»niczk o w anie jest ci¡ gª¡ op eracj¡ z X w C [0 ; 1] . Wywniosk o-

w a¢ st¡d, »e kula jednostk o w a w X jest zbiorem jednak o w o ci¡ gªym. Nast¦pnie

sk orzysta¢ z t wierdzenia Arzeli i t wierdzenia Riesza.

6.3 Do wie±¢, »e dla k a»dej funk cji x 2 L

p

(0 ; 1) i do w olnej liczb y r > 0 istnieje

taki p o dziaª 0 = t

0

< t

1

< � � � < t

n

= 1 o dcink a [0 ; 1] , »e funk cje

x

k

( t ) =

n

nx ( t ) gdy t

k � 1

¬ t ¬ t

k

,

0 p oza t ym,

; k = 1 ; 2 ; : : : ; n

sp eªnia j¡ nieró wno±¢ k x

k

k < r oraz x =

1

n

( x

1

+ x

2

+ : : : + x

n

) .
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6.10 T op ologia ta nie jest metryzo w alna a k a»dy ci¡ gªy funk cjonaª linio wy x

�

na

X ma p osta¢ x

�

( x ) =

P

n

k =1

�

k

x ( t

k

) przy p ewn ym wyb orze punktó w t

1

; t

2

; : : : ; t

n

w [0 ; 1] i liczb �

1

; �

2

; : : : ; �

n

.

7.9 P osªu»y¢ si¦ kryterium Sc h ura z funk cj¡ ' ( k ) =

1

p

k � 1 = 2

.
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4.43 Na p o dprzestrzeni X

0

� C ( R ) , zªo»onej z t yc h funk cji x , dla któryc h gra-

nica lim

t !�1

x ( t ) istnieje, okre±lm y funk cjonaª linio wy x

�

0

wzorem

x

�

0

( x ) = lim

t !�1

x ( t ) ;

a nast¦pnie przedªu»m y go do ci¡ gªego funk cjonaªu linio w ego x

�

na caª¡ przestrze«

C ( R ) . Wtedy x

�

(1) = 1 , za± x

�

( x

n

) = 0 dla wszystkic h n .

2.17 Mo»na si¦ p osªu»y¢ wzorami z k o«ca do w o du t wierdzenia W eierstrassa 2.1

otrzym uj¡c dla funk cji x ( t ) = t

2

x

n

( t ) =

n � 1

n

t

2

+

1

n

t;

a dla funk cji x ( t ) = t

3

x

n

( t ) =

( n � 1)( n � 2)

n

2

t

3

+ 3

n � 1

n

2

t

2

+

1

n

2

t:

1.33 Ka»da funk cja f 2 C [ � 1 ; 1] ma jednoznaczne przedsta wienie w p ostaci

sum y f = f

1

+ f

2

funk cji parzystej i nieparzystej, miano wicie

f

1

( t ) =

f ( t ) + f ( � t )

2

; f

2

( t ) =

f ( t ) � f ( � t )

2

;

zac ho dz¡ przy t ym nieró wno±ci k f k

1

¬ k f

1

k

1

+ k f

2

k

1

¬ 2 k f k

1

.

6.19 Ci¡ gªo±¢ do da w ania funk cji jest o czywista. Mno»enie przez liczb y nie jest

ci¡ gªe, b o na przykªad dla funk cji x ( t ) = 1 =t nieró wno±¢ j �x ( t ) � x ( t ) j < 1 nie

zac ho dzi dla »adnej liczb y � 6= 1 .

1.12 F unk cja k k

p

nie jest p o daddyt ywna. Dla ci¡ gó w x = (1 ; t

1 =p

; 0 ; : : : ) , gdzie

t > 0 , oraz y = (1 ; 0 ; 0 ; : : : ) otrzym ujem y

k x + y k

p

� k x k

p

� k y k

p

= (2

p

+ t )

1 =p

� (1 + t )

1 =p

� 1 > 0 ;
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a nieró wno±¢ ªat w o jest spra wdzi¢ ró»niczkuj¡c p o t .

Zbiór `

p

jest przestrzeni¡ linio w ¡. Z nieró wno±ci j x

n

+ y

n

j ¬ 2 max fj x

n

j ; j y

n

jg

wynik a

j x

n

+ y

n

j

p

¬ 2

p

max fj x

n

j

p

; j y

n

j

p

g ¬ 2

p

�

j x

n

j

p

+ j y

n

j

p

�

:

Dlatego

P

j x

n

+ y

n

j

p

< 1 , gdy oba ci¡ gi f x

n

g , f y

n

g le»¡ w `

p

.

4.38 Wystarczy tezy do wie±¢ dla ci¡ gu f x

n

g sªab o zbie»nego do zera. Wtedy ci¡ g

f x

n

g jest jednosta jnie ograniczon y oraz x

n

( t ) ! 0 dla wszystkic h t 2 [ a; b ] , wi¦c

lim

n !1

Z

b

a

�

�

x

n

( t )

�

�

p

dt = 0

na mo cy t wierdzenia Leb esgue'a o zbie»no±ci ograniczonej.

2.18 f

n

( x ) =

1

( b � a )

n

n

X

k =0

f

�

n � k

n

a +

k

n

b

�

( x � a )

k

( b � x )

n � k

1.39 Odwzoro w anie � jest k on trak cj¡ linio w ¡, jest w ob ec tego funk cj¡ ci¡ gª¡.

Zau w a»m y , »e obrazem kuli ot w artej f x 2 X : k x � x

0

k < r g o ±ro dku x

0

i

promieniu r > 0 przez o dwzoro w anie � jest kula

�

[ x ] 2 X= Y :





[ x ] � [ x

0

]





< r

	

.

Istotnie, za wieranie � jest o czywiste, a je»eli elemen t [ x ] le»y w drugiej kuli,

to z de�nicji norm y ilorazo w ej wynik a istnienie takiego elemen tu x

0

2 [ x ] , »e

k x

0

� x

0

k < r , wi¦c x

0

le»y w pierwszej kuli oraz � ( x

0

) = [ x ] . Zac ho dzi zatem

tak»e za wieranie w drug¡ stron¦. P oniew a» k a»dy zbiór ot w art y U w przestrzeni

X jest sum¡ kul ot w art yc h, wi¦c jego obraz � ( U ) m usi b y¢ zbiorem ot w art ym w

przestrzeni X= Y .

Ab y do wie±¢ zup eªno±ci przestrzeni X= Y wystarczy p ok aza¢, »e k a»dy szereg

b ezwzgl¦dnie zbie»n y jest zbie»n y (patrz zad. 1.3). Zaªó»m y , »e dla ci¡ gu

�

[ x

n

]

	

w przestrzeni X= Y szereg norm

P





[ x

n

]





jest zbie»n y . Z k a»dej z w arst w [ x

n

]

wybierzm y elemen t x

0

n

tak, ab y k x

0

n

k ¬





[ x

n

]





+ 1 = 2

n

. Wtedy

P

k x

0

n

k < 1 ,

wi¦c, na mo cy zaªo»onej zup eªno±ci przestrzeni X , szereg

P

x

0

n

jest zbie»n y w

X . Z ci¡ gªo±ci i linio w o±ci o dwzoro w ania � wynik a, »e szereg

P

[ x

n

] , b ¦d¡c jego

obrazem, m usi b y¢ zbie»n y w X= Y .

3.23 Dla w ektora x 2 H w arst w a [ x ] = x + H

0

przestrzeni H = H

0

za wiera dokªad-

nie jeden elemen t przestrzeni H

?

0

, jest nim w ektor x

1

z rozkªadu ortogonalnego

x = x

0

+ x

1

.

7.12 Zaªó»m y , »e f y

n

g jest ci¡ giem Cauc h y'ego w Y , który nie jest zbie»n y .

Ustalm y niezero wy funk cjonaª x

�

2 X

�

i okre±lm y ci¡ g op eratoró w f T

n

g w
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L ( X ; Y ) wzorem

T

n

x = x

�

( x ) y

n

; n = 1 ; 2 ; 3 ; : : :

Šat w o zobaczy¢, »e gdy x

�

( x ) 6= 0 , to ci¡ g f T

n

x g nie jest zbie»n y , nie mo»e wi¦c

b y¢ zbie»n y te» ci¡ g f T

n

g .

3.27 F unk cja r

n

jest staªa na k a»dym z przedziaªó w I

k ;n

=

�

k

2

n � 1

;

k +1

2

n � 1

�

i na

przemian przyjm uje w arto±ci +1 i � 1 , zatem gdy m < n , to caªk a z niej p o

k a»dym z przedziaªó w I

j;m

jest zerem. Dlatego

h r

m

; r

n

i =

2

m

� 1

X

j =0

( � 1)

j

Z

I

j;m

r

n

( t ) dt = 0 :

Šat w o spra wdzam y , »e funk cja r

2

r

3

jest ortogonalna do wszystkic h funk cji r

n

, z

tego p o w o du ukªad Rademac hera nie jest zup eªn y .

Stosuj¡c p o dobne rozumo w anie jak wy»ej, mo»na p ok aza¢, »e ukªad orto-

normaln y t w orz¡ wraz z funk cj¡ r

1

wszystkie sk o«czone ilo czyn y r

n

1

r

n

2

� � � r

n

k

,

1 < n

1

< n

2

< : : : < n

k

, k = 1 ; 2 ; 3 ; : : : , funk cji Rademac hera.

2.20 F unk cje jednosta jnie ci¡ gªe t w orz¡ domkni¦t¡ p o dprzestrze« linio w ¡ w prze-

strzeni C ( R ) . Istotnie, je»eli funk cja x jest granic¡ jednosta jnie zbie»nego ci¡ gu

f x

n

g funk cji jednosta jnie ci¡ gªyc h z C ( R ) , to dla do w olnej liczb y do datniej "

mo»na wybra¢ taki wsk a¹nik n , b y k x � x

n

k < " ; nast¦pnie dla funk cji x

n

tak ¡

liczb ¦ do datni¡ � , b y dla do w olnej pary s; t 2 R nieró wno±¢ j s � t j < � p o ci¡ gaªa

�

�

x

n

( s ) � x

n

( t )

�

�

< " . Wtedy

�

�

x ( s ) � x ( t )

�

�

¬

�

�

x ( s ) � x

n

( s )

�

�

+

�

�

x

n

( s ) � x

n

( t )

�

�

+

�

�

x

n

( t ) � x ( t )

�

�

¬ 2 k x � x

n

k +

�

�

x

n

( s ) � x

n

( t )

�

�

< 3 "

dla k a»dej pary s; t 2 R sp eªnia j¡cej nieró wno±¢ j s � t j < � .

Przestrze« X jest wªa±ciwym p o dzbiorem C ( R ) , gdy» istniej¡ ograniczone

funk cje ci¡ gªe, które nie s¡ jednosta jnie ci¡ gªe, np. funk cja x ( t ) = sin t

2

.

4.8 Przyp orz¡dk o w anie y ! y

�

okre±lone wzorem (4. 22) jest izometryczn ym izo-

mor�zmem `

1

na p o dprzestrze« przestrzeni `

1

�

, jednak nie k a»dy funk cjonaª y

�

ma p osta¢ (4. 22), np. funk cjonaª LIM z przykªadu ?? . Rzeczywi±cie, mielib y±m y

y

k

= LIM e

k

= 0 dla wszystkic h k .

4.26 Z t wierdzenia o w arto±ci ±redniej wynik a, »e je»eli P = f t

0

; t

1

; : : : ; t

n

g jest

rozbiciem przedziaªu [ a; b ] , to

�

�

f ( t

k

) � f ( t

k � 1

)

�

�

=

�

�

f

0

( s

k

)

�

�

( t

k

� t

k � 1

) dla p ewnego
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punktu s

k

2 ( t

k � 1

; t

k

) , wi¦c

P

n

k =1

�

�

f ( t

k

) � f ( t

k � 1

)

�

�

jest sum¡ Riemanna caªki

R

b

a

�

�

f

0

( t )

�

�

dt .

4.46 T ak ¡ wªasno±¢ ma ci¡ g x

n

=

1

n

( e

1

+ e

2

+ � � � + e

n

) , gdy» k x

n

k =

1

p

n

.

1.4.3 Niec h x b ¦dzie do w oln ym w ektorem niezero wym. Szereg

P

1

n =1

( � 1)

n

n

x jest

zbie»n y , b o zbie»n y jest szereg � 1 +

1

2

�

1

3

+ : : : , a nie jest zbie»n y b ezwzgl¦dnie.

3.24.2 Je±li zbiór f x

t

g

t 2 T

jest ortonormaln y , to kule f x 2 H : k x � x

t

k < 1 g ,

t 2 T s¡ parami rozª¡czne, a k a»da za wiera przyna jmniej jeden elemen t o±ro dk a.

Zbiór T m usi b y¢ wi¦c na jwy»ej przeliczaln y .

2.15 x

0

( t ) = 1 , x

1

( t ) = x

2

( t ) = 1 � 2 t , x

3

( t ) = 1 �

3

2

t �

3

2

t

2

+ x

3

, x

4

( t ) =

(1 � t )

4

+ 2

p

2 t (1 � t )

3

� 2

p

2 t

3

(1 � x ) � t

4

.

4.9 Rozum ujem y iden t ycznie jak dla przestrzeni `

1

, k orzysta j¡c przy oszaco w aniu

j y

�

( x ) j ¬ k x k

p

k y k

q

z nieró wno±ci H• oldera. Dla do w o du nieró wno±ci k y

�

k  k y k

q

wybieram y w ektor x = ( x

1

; x

2

; : : : ) , p ostaci x

k

= sgn y

k

j y

k

j

q � 1

. Mam y wtedy

k x k

p

= k y k

q =p

q

oraz y

�

( x ) = k y k

q

q

, zatem k y

�

k  k y k

q

.

1.4.2 Niec h f x

n

g b ¦dzie ci¡ giem Cauc h y'ego. Je»eli m jest takim wsk a¹nikiem,

»e k x

n

� x

m

k ¬ 1 dla n > m , oraz M = max fk x

1

k ; : : : ; k x

m � 1

k ; k x

m

k + 1 g , to

k x

n

k ¬ M dla wszystkic h n = 1 ; 2 ; : : : .

5.15 Na przestrzeni `

1

funk cjonaªy linio w e

x

�

n

( b ) =

n

X

k =1

a

k

b

k

; gdzie b = ( b

1

; b

2

; b

3

; : : : ) 2 `

1

; n = 1 ; 2 ; 3 ; : : :

s¡ ci¡ gªe i





x

�

n





=

n

P

k =1

j a

k

j . T ak»e dla k a»dego b 2 `

1

ci¡ g f x

�

n

( b ) g jest ogra-

niczon y . Z t wierdzenia Banac ha-Steinhausa wynik a, »e norm y k x

�

n

k m usz¡ b y¢

wsp ólnie ograniczone.

1.21 Nieró wno±¢ k x k

2

¬ C

2

k x k

1

, x 2 C [ a; b ] , nie zac ho dzi przy »adnej staªej

C

2

, b o dla funk cji x

n

( t ) = t

n

, n = 1 ; 2 ; 3 ; : : : mam y k x k

1

=

1

n +1

, k x

n

k

2

= 1 .

1.3 Zaªó»m y , »e X jest przestrzeni¡ zup eªn¡ oraz, »e szereg

P

1

k =1

k x

k

k jest

zbie»n y . Ab y do wie±¢ zbie»no±ci szeregu

P

1

k =1

x

k

w X , wystarczy p ok aza¢, »e
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ci¡ g s

n

=

P

n

k =1

x

k

jego sum cz¦±cio wyc h jest ci¡ giem Cauc h y'ego w X . Za-

u w a»m y w t ym celu, »e dla m < n mam y

k s

n

� s

m

k = k x

m +1

+ x

m +2

+ : : : + x

n

k

¬ k x

m +1

k + k x

m +2

k + : : : + k x

n

k

= �

n

� �

m

;

gdzie �

n

i �

m

s¡ o dp o wiednio n -t¡ i m -t¡ sum¡ cz¦±cio w ¡ szeregu

P

1

k =1

k x

k

k .

St¡d, dla do w oln yc h ju» m; n zac ho dzi

k s

n

� s

m

k ¬ j �

n

� �

m

j ;

a p oniew a» f �

n

g jest liczb o wym ci¡ giem Cauc h y'ego, wi¦c

lim

m;n !1

k s

n

� s

m

k = 0 :

Przejd¹m y do do w o du w drug¡ stron¦. Niec h f x

n

g b ¦dzie do w oln ym ci¡ giem Cau-

c h y'ego w X . P ok a»em y , »e jest on zbie»n y . Wybierzm y z ci¡ gu f x

n

g p o dci¡ g

f x

n

k

g tak, ab y k x

n

k

� x

m

k ¬ 1 = 2

k

dla k = 1 ; 2 ; : : : oraz wszystkic h m > n

k

i

oznaczm y

y

1

= x

n

1

; y

k

= x

n

k

� x

n

k � 1

:

P oniew a»

1

X

k =1

k y

k

k ¬ k x

n

1

k +

1

X

k =2

1

2

k

< 1 ;

wi¦c z zaªo»enia wynik a, »e szereg

P

1

k =1

y

k

jest zbie»n y w X . Ci¡ g f x

n

k

g jest

ci¡ giem sum cz¦±cio wyc h tego szeregu, jest wi¦c tak»e zbie»n y . Niec h x = lim

k !1

x

n

k

.

Spra wd¹m y , »e x jest tak»e granic¡ samego ci¡ gu f x

n

g . Rzeczywi±cie,

k x � x

m

k = k x � x

n

k

k + k x

n

k

� x

m

k < " +

1

2

k

dla dostatecznie du»yc h k i m > n

k

.

7.66 Oczywi±cie nie. Je»eli g : [0 ; 1] ! C jest funk cj¡ ci¡ gª¡ i

�

�

g ( t )

�

�

� 1 , to

op erator T x ( t ) = x ( t ) g ( t ) jest izometri¡ na C [0 ; 1] , ale nie ma p ostaci (7. 42).

5.3 Na przestrzeni s

0

t yc h ci¡ gó w liczb zesp olon yc h, dla któryc h t ylk o sk o«czenie

wiele wyrazó w mo»e b y¢ ró»n yc h o d zera, z norm¡ ÿsup" okre±lm y op eratory

T

1

; T

2

; T

3

; : : : wzorem

T

n

( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) = ( x

1

; 2 x

2

; : : : ; nx

n

; 0 ; 0 ; : : : ) :
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Zaªo»enia wniosku 5.2 s¡ wtedy sp eªnione, b o k T

n

k = n a dla x 2 s

0

ci¡ g f T

n

x g

jest o d p ewnego miejsca staªy . Op erator T ma p osta¢

T ( x

1

; x

2

; x

3

; : : : ) = ( x

1

; 2 x

2

; 3 x

3

; : : : ) ;

jest wi¦c op eratorem nieci¡ gªym.

3.31 P oniew a» U

n

(cos u ) =

sin( n + 1) u

2

n

sin u

, wi¦c ortonormalno±¢ ukªadu jest k onse-

kw encj¡ ró wno±ci

Z

1

� 1

U

m

( t ) U

n

( t )

p

1 � t

2

dt =

1

2

m + n

Z

�

0

sin( m + 1) u sin( n + 1) u du:

6.10 Baz¦ oto cze« zera dla oma wianej top ologii t w orz¡ zbiory U

";F

p ostaci

U

";F

= f x 2 X : j x ( t ) j < " dla t 2 F g ;

gdzie " jest do w oln¡ liczb¡ do datni¡, a F sk o«czon ym p o dzbiorem [0 ; 1] . Gdyb y

top ologia ta b yªa metryzo w alna, to sp o±ró d zbioró w U

";F

mo»na b y wybra¢ prze-

liczaln¡ ro dzin¦, t w orz¡c¡ baz¦ oto cze« zera. P o wiedzm y , »e t w orzyªyb y j¡ zbiory

U

"

n

;F

n

, n = 1 ; 2 ; : : : . P oniew a» suma

S

1

n =1

F

n

jest zbiorem na jwy»ej przeliczal-

n ym, wi¦c w [0 ; 1] istnieje punkt t

0

le»¡cy p oza t¡ sum¡. Mam y tu sprzeczno±¢,

b o zbiór U

1 ; f t

0

g

jest ot w art y , a nie za wiera »adnego ze zbioró w U

"

n

;F

n

.

Niec h x

�

b ¦dzie ci¡ gªym funk cjonaªem linio wy na X . Z ci¡ gªo±ci w zerze

wynik a istnienie takiego oto czenia U

";F

, »e j x

�

( x ) j ¬ 1 dla wszystkic h x 2 U

";F

.

Zau w a»m y , »e je»eli funk cja x zeruje si¦ na zbiorze F , to x

�

( x ) = 0 . Rzeczywi±cie,

p oniew a» nx 2 U

";F

dla n = 1 ; 2 ; : : : , wi¦c j x

�

( x ) j ¬ 1 =n , a w k onsekw encji

x

�

( x ) = 0 . Oznaczm y punkt y zbioru F przez t

1

; t

2

; : : : ; t

n

i wybierzm y w X taki

ukªad funk cji e

1

; e

2

; : : : ; e

n

, »e e

m

( t

k

) = �

mk

dla m; k = 1 ; 2 ; : : : ; n . Oznaczm y

tak»e x

�

( e

k

) = �

k

. Je»eli x 2 X , to funk cja x �

P

n

k =1

x ( t

k

) e

k

znik a na zbiorze

F , wi¦c x

�

( x �

P

n

k =1

x ( t

k

) e

k

) = 0 , a st¡d

x

�

( x ) =

n

X

k =1

�

k

x ( t

k

) :

Z drugiej stron y wzór p o wy»szy okre±la ci¡ gªy funk cjonaª linio wy x

�

na X przy

do w oln ym wyb orze zbioru sk o«czonego F = f t

1

; t

2

; : : : ; t

n

g w [0 ; 1] i ukªadu liczb

zesp olon yc h �

1

; �

2

; : : : ; �

n

.

1.6 Ab y do wie±¢ zup eªno±ci obu przestrzeni mo»na p o wtórzy¢ rozumo w anie z

przykªadu 1.5 przy do datk o wym zaªo»eniu, »e k a»dy z ci¡ gó w f x

k

n

g , k = 1 ; 2 ; : : : ,
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jest zbie»n y , p o wiedzm y do liczb y g

k

. Przec ho dz¡c w (1. 1) do granicy przy n ! 1

otrzym ujem y j g

k

� g

m

j ¬ " , a w k onsekw encji zbie»no±¢ ci¡ gu g

1

; g

2

: : : Oznaczm y

lim g

k

= g . Wybierzm y i ustalm y wsk a¹nik k  k

0

tak, b y j g

k

� g j < " a nast¦pnie

n

0

tak, b y j x

k

n

� g

k

j < " dla n  n

0

. Wtedy z (1. 2)

j x

n

� g j ¬ j x

n

� x

k

n

j + j x

k

n

� g

k

j + j g

k

� g j < " + " + " = 3 "

dla wszystkic h n  n

0

. Zatem lim x

n

= g .

1.34 Wystarczy w przestrzeni `

1

wsk aza¢ nieprzeliczaln y zbiór linio w o niezale»n y .

T akim zbiorem jest na przykªad zbiór wszystkic h ci¡ gó w p ostaci f n

� s

g

1

n =1

, s > 1 ,

b o gdy przy 1 < s

1

< s

2

< : : : < s

k

ró wno±¢

�

1

n

� s

1

+ �

2

n

� s

2

+ : : : + �

k

n

� s

k

= 0

zac ho dzi dla wszystkic h n , to mno»¡c obie stron y przez n

s

1

i przec ho dz¡c do gra-

nicy przy n ! 1 otrzym ujem y �

1

= 0 . Usu w a j¡c z tej ró wno±ci zero wy skªadnik

�

1

n

� s

1

i p o wtarza j¡c rozumo w anie dla wykªadnik a s

2

otrzym ujem y �

2

= 0 , itd.

W k o«cu p o k -krok ac h otrzymam y �

1

= �

2

= : : : = �

k

= 0 .

4.33.1 Je±li x

�

( x

n

) ! x

�

( x

0

0

) oraz x

�

( x

n

) ! x

�

( x

00

0

) , to x

�

( x

0

0

� x

00

0

) = 0 , wi¦c

x

0

0

= x

00

0

.

7.72 Jest tak t ylk o wtedy , gdy 1 =2 � ( U ) . W arunek ten nie jest sp eªnion y np. dla

op eratora U = I .

5.16 Niec h X

0

= f x 2 X : T x = 0 g oznacza j¡dro o dwzoro w ania T . Z t wierdze-

nia 5.10 wiem y , »e T jest izomor�zmem z przestrzeni X=X

0

na Y . Gdy y = 0 , to

przyjmijm y x = 0 , a gdy y 6= 0 to w w arst wie T

� 1

y przestrzeni X=X

0

wybierzm y

x tak, ab y k x k ¬ 2 k T

� 1

y k . Wtedy T x = y oraz k x k ¬ 2 k T

� 1

k k y k .

1.36 P oniew a» funk cja x = ctg � t jest homeomor�zm em (0 ; 1) na R , wi¦c mo-

»em y okre±li¢ o dwzoro w anie T : L

p

( R ) ! L

p

(0 ; 1) wzorem

T f ( t ) = �

� p

sin

2 =p

� t f (ctg � t ) :

Wtedy

k T f k

p

p

=

Z

1

0

�

�

f (ctg � t )

�

�

p
sin

2

t

�

dt =

Z

+ 1

�1

�

�

f ( x )

�

�

p

dx = k f k

p

p

:
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7.5 Mam y obliczy¢ b ezp o±rednio

k A k = sup

j x j

2

+ j y j

2

+ j z j

2

=1

�

j x + iy j

2

+ j y + iz j

2

+ j z + ix j

2

�

1 = 2

= sup

j x j

2

+ j y j

2

+ j z j

2

=1

�

2 + 2 Im ( x y + y z + z x )

�

1 = 2

:

Je±li przyjmiem y x = x

1

+ ix

2

, y = y

1

+ iy

2

, z = z

1

+ iz

2

, to zadanie spro w adzi

si¦ do obliczenia maksymalnej w arto±ci wyra»enia

V = Im ( x y + y z + z x )

= x

2

y

1

� x

1

y

2

+ y

2

z

1

� y

1

z

2

+ z

2

x

1

� z

1

x

2

;

p o d w arunkiem x

2

1

+ x

2

2

+ y

2

1

+ y

2

2

+ z

2

1

+ z

2

2

= 1 . Do obliczenia tego maksim um

w arunk o w ego zastosujem y meto d¦ czynnik ó w nieoznaczon yc h Lagrange'a (patrz

[3] I. 212). Przyró wnanie do zera p o c ho dn yc h cz¡stk o wyc h funk cji

x

2

y

1

� x

1

y

2

+ y

2

z

1

� y

1

z

2

+ z

2

x

1

� z

1

x

2

� � ( x

2

1

+ x

2

2

+ y

2

1

+ y

2

2

+ z

2

1

+ z

2

2

)

pro w adzi do ukªadu ró wna«

z

2

� y

2

� 2 �x

1

= 0 ; y

1

� z

1

� 2 �x

2

= 0 ;

x

2

� z

2

� 2 �y

1

= 0 ; z

1

� x

1

� 2 �y

2

= 0 ;

y

2

� x

2

� 2 �z

1

= 0 ; x

1

� y

1

� 2 �z

2

= 0 :

Z niego

V

max

= ( z

2

� y

2

) x

1

+ ( x

2

� z

2

) y

1

+ ( y

2

� x

2

) z

1

= 2 � ( x

2

1

+ y

2

1

+ z

2

1

)

= ( y

1

� z

1

) x

2

+ ( z

1

� x

1

) y

2

+ ( x

1

� y

1

) z

2

= 2 � ( x

2

2

+ y

2

2

+ z

2

2

) ;

co p o u wzgl¦dnieniu ró wno±ci x

2

1

+ x

2

2

+ y

2

1

+ y

2

2

+ z

2

1

+ z

2

2

= 1 da je V

max

= � .

W arto±¢ � =

p

3

2

ªat w o wyznaczam y z ukªadu ró wna«, zatem

k A k =

q

2 +

p

3 :

Obliczanie wsp óªrz¦dn yc h w ektora opt ymalnego ( x; y ; z ) mo»na k on t yn uo w a¢,

otrzym uj¡c w rezultacie

x =

e

it

p

3

; y =

e

i ( t +2 � = 3)

p

3

; z =

e

i ( t +4 � = 3)

p

3

; t 2 R :

Tw orz¡ one wierzc hoªki tró jk ¡ta foremnego wpisanego w okr¡ g o ±ro dku 0 i pro-

mieniu

1

p

3

.
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Druga meto da obliczania k A k znacznie szyb ciej pro w adzi do celu. P oniew a»

A

�

=

 

1 0 � i

� i 1 0

0 � i 1

!

; A

�

A =

 

2 i � i

� i 2 i

i � i 2

!

;

wi¦c wielomian det( z I � A

�

A ) przyjm uje p osta¢

det( z I � A

�

A ) = z

3

� 6 z

2

+ 9 z � 2 = ( z � 2)( z � 2 �

p

3 )( z � 2 +

p

3 ) ;

sk ¡d

k A k = max

n

p

2 ;

p

2 +

p

3 ;

p

2 �

p

3

o

=

p

2 +

p

3 :

2.16 Ci¡ g s

n

sum cz¦±cio wyc h szeregu T a ylora funk cji x ( t ) = cos � t

s

n

( t ) = 1 �

�

2

2!

t

2

+

�

4

4!

t

4

�

�

6

6!

t

6

+ : : : + ( � 1)

n

�

2 n

(2 n )!

t

2 n

jest zbie»n y jednosta jnie do funk cji x na k a»dym przedziale sk o«czon ym.

4.33.3 Przestrze« sk o«czenie wymiaro w a jest izomor�czna z C

k

(wzgl¦dnie R

k

,

gdy jest to przestrze« rzeczywista). W przestrzeni C

k

sªaba zbie»no±¢ ci¡ gu x

n

=

( x

n 1

; x

n 2

; : : : ; x

nk

) p o ci¡ ga zbie»no±¢ ci¡ gó w f x

ni

g

1

n =1

, i = 1 ; 2 ; : : : ; k jego wsp óª-

rz¦dn yc h a to, jak wiadomo, gw aran tuje zbie»no±¢ samego ci¡ gu f x

n

g .

2.19 Je»eli o dwzoro w anie ' : S

1

! S

2

jest homeomor�zme m , to o dwzoro w anie

linio w e T : C ( S

2

) ! C ( S

1

) p ostaci

T x ( s ) = x

�

' ( s )

�

jest izometri¡.

Niec h � R oznacza uzw arcenie

�

Cec ha-Stone'a prostej R . Z okre±lenia uzw arce-

nia

�

Cec ha-Stone'a wynik a (patrz 10.14), »e przestrzenie C ( R ) i C ( � R ) s¡ izome-

trycznie izomor�czne, c ho ¢ jak wida¢ przestrzenie R i � R homeomor�czne nie s¡

(druga jest zw arta a pierwsza nie).

1.35 Norm¦ zup eªn¡ w przestrzeni C

k

( R ) mo»na wpro w adzi¢ na wiele sp osob ó w.

Jedn ym z nic h jest

k x k = sup

t 2 R

�

�

x ( t )

�

�

+ sup

t 2 R

�

�

x

0

( t )

�

�

:
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Je»eli f x

n

g jest ci¡ giem fundamen taln ym w tej normie, to jest jednosta jnie zbie»n y

do p ewnej funk cji x

0

, a tak»e ci¡ g p o c ho dn yc h f x

0

n

g jest zbie»n y jednosta jnie do

p ewnej funk cji y

0

. P oniew a»

x

n

( t ) = x

n

(0) +

Z

t

0

x

0

n

( s ) ds;

wi¦c x

0

( t ) = x

0

(0) +

R

t

0

y

0

( s ) ds dla k a»dego t 2 R . Wynik a st¡d, »e x

0

jest funk cj¡

ró»niczk o w aln¡ oraz x

0

0

= y

0

, zatem y

0

jest granic¡ ci¡ gu f x

n

g w normie k k .

4.36 Zbiór zªo»on y z punk cji c harakteryst yczn yc h wszystkic h przedziaªó w [ a; b ]

jest linio w o g¦st y w przestrzeni L

p

( R ) , mo»na zatem przepro w adzi¢ analogiczne

rozumo w anie jak w przykªadzie 4.34.

3.20 Mam y

�

�

�

det

�

x

i

( t

j

)

	

1 ¬ i;j ¬ n

�

�

�

2

=

X

� ;�

sgn( � � )

n

Y

i =1

x

� ( i )

( t

i

) x

� ( i )

( t

i

) ;

gdzie � i � przebiega j¡ grup ¦ p erm utacji liczb f 1 ; 2 ; : : : ; n g a sgn oznacza znak

p erm utacji. Przyjm uj¡c

a

i;j

= h x

i

; x

j

i =

Z

1

�1

x

i

( t ) x

j

( t ) dt;

pra w a strona do w o dzonej ró wno±ci przyjmie p osta¢

1

n !

X

� ;�

sgn( � � )

n

Y

i =1

a

� ( i ) ;� ( i )

=

1

n !

X

� ;�

sgn ( � �

2

)

n

Y

i =1

a

� � ( i ) ;� ( i )

=

=

1

n !

X

�

X

�

sgn( � )

n

Y

i =1

a

� ( i ) ;i

=

= det

�

a

i;j

g

1 ¬ i;j ¬ n

6.14 Niec h O b ¦dzie o±ro dkiem w `

2

. Je»eli x

0

nale»y do sªab ego domkni¦cia

zbioru A , to w A meto d¡ ÿ przek ¡tnio w ¡" mo»na wybra¢ taki ci¡ g f x

n

g , »e

lim

n !1

h x

n

� x

0

; y i = 0

dla wszystkic h y 2 O . P oniew a» ci¡ g f x

n

� x

0

g jest ograniczon y , wi¦c ró wno±¢

lim

n !1

h x

n

� x

0

; y i = 0
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zac ho dzi dla wszystkic h x 2 `

2

.

1.25 P ok a»em y , »e ukªad Sc h ura nie da je jednoznaczno±ci rozkªadu. Przedsta-

wim y w t ym celu funk cj¦ x

0

w p ostaci zbie»nego szeregu

x

0

=

1

X

k =1

�

k

x

k

:

Szereg ten b ¦dzie zbie»n y na caªym p óªot w art ym przedziale ( a; b ] , w szczególno±ci

zbie»n y w punktac h t

1

; t

2

; t

3

; : : : . Z wªasno±ci x

k

( t

i

) = 0 dla i = 1 ; 2 ; : : : ; k � 1

i x

k

( t

k

) = 1 , p o dobnie jak w przykªadzie 1.24, otrzymam y ukªad ró wna« 1 =

x

0

( t

1

) = �

1

, 1 = x

0

( t

2

) = �

1

x

1

( t

2

) + �

2

, itd., który p ozw ala wyznaczy¢ wsp óª-

czynniki �

1

; �

2

; �

3

; : : : jednoznacznie. Je±li y

n

jest n -t¡ sum¡ cz¦±cio w ¡ tego sze-

regu oraz s

n

oznacza na jmniejsz¡ sp o±ró d liczb t

1

; t

2

; : : : ; t

n

, to wykresem funk cji

y

n

jest ªamana zªo»ona z dw ó c h o dcink ó w, ª¡cz¡cyc h punkt ( a; 0) z punktem

( s

n

; 1) i punkt ( s

n

; 1) z punktem ( b; 1) . Dlatego

k x

0

� y

n

k

p

p

=

Z

s

n

a

�

t � a

s

n

� a

�

p

dt =

s

n

� a

p + 1

! 0 :

7.2 Je±li T jest op eratorem ograniczon ym, to k T x � T y k ¬ k T k k x � y k dla

wszystkic h x; y 2 X , co oznacza, »e T jest funk cj¡ jednosta jnie ci¡ gª¡.

Zaªó»m y teraz, »e T jest ci¡ gªy w p ewn ym punk cie x

0

2 X , tzn.

k T x � T x

0

k ¬ "; gdy k x � x

0

k ¬ � :

Niec h y 2 X , k y k ¬ 1 . Wtedy dla w ektora x = x

0

+ � y zac ho dzi k x � x

0

k ¬ � ,

zatem k � T y k = k T x � T x

0

k ¬ " . St¡d k T y k ¬

"

�

, a w k onsekw encji k T k ¬

"

�

.

5.17 Niec h x

n

=

�

[0 ; 1 =n ]

, y

n

=

�

[0 ;n ]

. Wtedy

k x

n

k

p

k x

n

k

q

= n

1 =q � 1 =p

;

k y

n

k

p

k y

n

k

q

= n

1 =p � 1 =q

:

Gdy n ! 1 , to pierwszy z ilorazó w d¡»y do zera, a drugi do niesk o«czono±ci.

Zatem norm y te nie s¡ zgo dne.

4.47 Wynik a to nat yc hmiast z ró wno±ci

k x

n

� x

0

k

2

= k x

n

k

2

� 2 Re h x

n

; x

0

i + k x

0

k

2

;
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gdy» pra w a strona d¡»y do zera przy n ! 1 .

4.49 Z t wierdzenia 4.31 wiadomo, »e k a»dy ci¡ gªy funk cjonaª linio wy x

�

na prze-

strzeni C

0

( R ) ma p osta¢

x

�

( x ) =

Z

1

0

x ( t ) d� ( t ) ;

gdzie � jest miar¡ Radona na prostej R . Sªaba zbie»no±¢ do zera ci¡ gu f x

n

g

wynik a wi¦c nat yc hmiast z t wierdzenia Leb esgue'a o zbie»no±ci ograniczonej.

Przedsta wim y do w ó d nie k orzysta j¡cy z opisu przestrzeni

�

C

0

( R )

�

�

. Zau w a»-

m y przedtem, »e dla k a»dego " > 0 mo»na dobra¢ tak ¡ liczb ¦ d = d ( " ) , ab y

�

�

x ( t )

�

�

< " dla t p oza przedziaªem [ � d; d ] , a je±li n

1

; n

2

; n

3

; : : : jest ci¡ giem wsk a¹-

nik ó w sp eªnia j¡cym w arunek n

k +1

 n

k

+ 2 d , to





1

m

x

n

1

+

1

m

x

n

2

+ � � � +

1

m

x

n

m





1

¬

1

m

k x k

1

+ ":

Zaªó»m y , »e ci¡ g f x

n

g nie jest zbie»n y do zera. Wtedy istnieje taki ci¡ gªy funk-

cjonaª linio w ego x

�

na przestrzeni C

0

( R ) oraz p o dci¡ g f x

n

k

g ci¡ gu f x

n

g , »e

Re x

�

( x

n

k

)  1 . Od ci¡ gu wsk a¹nik ó w f n

k

g mo»em y przy t ym wymaga¢ do dat-

k o w o, b y n

k +1

> n

k

+ 2 d ( " ) . Wtedy

! ¬

�

�

x

�

�

1

m

x

n

1

+

1

m

x

n

2

+ � � � +

1

m

x

n

m

�

�

�

¬

�

1

m

k x k

1

+ "

�

k x

�

k :

T o jednak jest niemo»liw e , gdy liczba " jest dostatecznie maªa a m dostatecznie

du»e.

6.15 Niec h x

0

b ¦dzie do w oln ym elemen te m kuli oraz

U =

�

x 2 X :

�

�

x

�

k

( x � x

0

)

�

�

< " dla k = 1 ; 2 ; : : : ; n

	

do w oln ym jego bazo wym oto czeniem w sªab ej top ologii. P ok a»em y , »e U za wiera

p ewien elemen t sfery . Je»eli x

1

2

T

n

k =1

k er x

�

k

, x

1

6= 0 , to x

0

+ �x

1

2 U dla

k a»dego � . F unk cja k x

0

+ �x

1

k m usi na [0 ; 1 ) przyjmo w a¢ wszystkie w arto±ci z

przedziaªu

�

k x

0

k ; 1 ) , w szczególno±ci w arto±¢ 1 .

Sªab e domkni¦cie sfery »adn yc h inn yc h elemen tó w za wiera¢ ju» nie mo»e, b o

kula jest zbiorem domkni¦t ym wypukªym.

6.18 P ok a»em y , »e przestrze« ( `

p

)

�

mo»na uto»sami¢ z `

1

. Z k a»dym ci¡ giem

ograniczon ym y = ( y

1

; y

2

; : : : ) 2 `

1

zwi¡»em y funk cjonaª linio wy y

�

na `

p

wzo-

rem

y

�

( x ) =

1

X

n =1

x

n

y

n

gdy x = ( x

1

; x

2

; : : : ) 2 `

p

:
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Szereg ten jest b ezwzgl¦dnie zbie»n y , a gdy k x k ¬ 1 , to j x

n

j ¬ j x

n

j

p

dla wszyst-

kic h n , wi¦c

j y

�

( x ) ¬

1

X

n =1

j x

n

j

p

j y

n

j ¬ k y k

1

:

Z nieró wno±ci tej i jednoro dno±ci k �x k = j � j

p

k x k wynik a, »e gdy k x k < " to

j y

�

( x ) j < "

1 =p

k y k

1

. T o za± oznacza ci¡ gªo±¢ funk cjonaªu y

�

.

Z drugiej stron y , je»eli y

�

2 ( `

p

)

�

, to dla n = 1 ; 2 ; ; : : : p oªó»m y y

n

= y

�

( e

n

) ,

gdzie e

n

jest ci¡ giem z jedynk ¡ na n -t ym miejscu. Twierdzim y , »e ci¡ g f y

n

g

jest ograniczon y . Gdyb y dla p ewnego p o dci¡ gu b yªo lim

k !1

j y

n

k

j = 1 , to ci¡ g

w ektoró w x

k

= y

� 1

n

k

e

n

k

b yªb y zbie»n y do zera w `

p

, za± y

�

( x

n

) � 1 , co przeczy

ci¡ gªo±ci y

�

. Sk oro ci¡ g f y

n

g jest ograniczon y , to dla x 2 `

p

mam y y

�

( x ) =

P

1

n =1

x

n

y

n

, b o szereg p o pra w ej stronie jest zbie»n y .

7.9 Oczywi±cie zastosujem y tu kryterium Sc h ura. Jak o funk cj¦ ' wybierzem y

' ( k ) =

1

p

k � 1 = 2

. P oniew a» macierz Hilb erta jest symetryczna, wi¦c wystarczy

do w o dzi¢ t ylk o jednej z nieró wno±ci (7. 34).

1

X

j =1

1

j + k � 1

' ( j ) =

1

X

j =1

1

j � 1 = 2 + k � 1 = 2

1

p

j � 1 = 2

¬

Z

1

0

dt

( t + k � 1 = 2)

p

t

= 2

Z

1

0

ds

s

2

+ k � 1 = 2

=

2

p

k � 1 = 2

Z

1

0

du

u

2

+ 1

=

�

p

k � 1 = 2

:

1.26 Oznaczm y g = lim sup j x

n

j . Je»eli f y

n

g 2 c

0

, to lim sup j x

n

� y

n

j  g �

lim sup j y

n

j = g , wi¦c k [ x ] k  g . Ró wno±¢ otrzymam y dla ci¡ gu f y

n

g okre±lonego

wzorem y

n

= x

n

(1 � g = j x

n

j ) , gdy j x

n

j > g , oraz y

n

= 0 dla p ozostaªyc h n .

7.84 Niec h f y

1

; y

2

; : : : ; y

n

g b ¦dzie baz¡ przestrzeni T ( X ) oraz f y

�

1

; y

�

2

; : : : ; y

�

n

g

takim ukªadem funk cjonaªó w w Y

�

, »e y

�

i

( y

k

) = �

i;k

(patrz ?? ). Okre±lm y funk-

cjonaª x

�

k

2 X

�

, k = 1 ; 2 ; : : : ; n , wzorem x

�

k

( x ) = y

�

k

( T x ) . Je»eli w ektor T x ma

p osta¢ T x = �

1

y

1

+ �

2

y

2

+ : : : + �

n

y

n

, to �

k

= y

�

k

( T x ) = x

�

k

( x ) .

4.33.2 Wynik a to nat yc hmiast z nieró wno±ci

�

�

x

�

( x

n

) � x

�

( x

0

)

�

�

¬ k x

�

k k x

n

� x

0

k .

5.18 Wystarczy p ok aza¢, »e o dwzoro w anie T ma domkni¦t y wykres. Zaªó»m y , »e

x

n

! x

0

w X oraz T x

n

! y w `

1

. P oniew a» k k

2

¬ k k

1

, wi¦c tak»e T x

n

! y
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w `

2

. Z zaªo»enia wiem y , »e T jak o o dwzoro w anie z X do `

2

jest ci¡ gªe. Zatem

m usi b y¢ y = T x

0

.

1.38 Dla x; x

0

2 X i y ; y

0

2 Y ró wno±¢ w arst w [ x + y ] = [ x

0

+ y

0

] w przestrzeni

( X + Y ) = Y zac ho dzi, gdy x + y � x

0

� y

0

2 Y , tj. gdy x � x

0

2 X \ Y , to z za±

oznacza ró wno±¢ w arst w [ x ] = [ x

0

] w X= ( X \ Y ) .

5.19 Op eracja ró»niczk o w ania z przestrzeni X do C [0 ; 1] ma wykres domkni¦t y .

Wynik a to ze znanego t wierdzenia analizy: je»eli ci¡ g x

n

zbiega do x

0

oraz x

0

n

zbiega do y

0

jednosta jnie na przedziale [0 ; 1] , to x

0

jest funk cj¡ ró»niczk o w aln¡ i

x

0

0

= y

0

. Z t wierdzenia o wykresie domkni¦t ym wnosim y , »e mam y do czynienia

z op eracj¡ ci¡ gª¡. Zatem k x

0

k

1

¬ C k x k

1

dla x 2 X . Wynik a st¡d, »e kula

jednostk o w a przestrzeni X jest zbiorem jednak o w o ci¡ gªym. Twierdzenie Arzeli

orzek a, »e jest zbiorem zw art ym a t wierdzenie Riesza z k olei, »e X m usi b y¢

przestrzeni¡ sk o«czenie wymiaro w ¡.

6.1.e W arunki 1{5 s¡ k onieczne. Pierwsze dw a, b o c ho dzi o top ologi¦ Hausdor�a.

T rzeci, b o do da w anie w ektoró w jest op eracj¡ ci¡ gª¡ w zerze. Dla k a»dego U 2 U

istniej¡ wtedy takie oto czenia zera V

1

i V

2

, »e V

1

+ V

2

� U . Wystarczy zatem

obra¢ V 2 U , b y V � V

1

\ V

2

. W arunek czw art y wynik a z ci¡ gªo±ci w zerze

op eracji mno»enia przez liczb y . Dla U 2 U istnieje b o wiem tak a liczba � > 0

i oto czenie zera W , »e �W � U je±li t ylk o j � j ¬ � . P oniew a» mno»enie przez

liczb ¦ ró»n¡ o d zera jest homeomor�zme m , wi¦c zbiór � W jest tak»e oto czeniem

zera. Ab y do wie±¢ (v), zau w a»m y , »e dla do w olnego x 2 X funk cja ' ( � ) = �x

jest ci¡ gªa z C w X i ' (0) = 0 . Zatem dla do w olnego U 2 U istnieje tak a liczba

� > 0 , »e j � j ¬ � p o ci¡ ga �x 2 U . Wystarczy zatem wzi¡¢ � = �

� 1

.

Z w arunk ó w (i) oraz (ii) wynik a, »e ro dzina zbioró w f x + U : x 2 X ; U 2 U g

jest baz¡ oto cze« p ewnej top ologii T . P ok a»em y , »e jest to top ologia Hausdor�a i

»e op eracje linio w e s¡ ci¡ gªe w T . Niec h x; y 2 X , x 6= y . Zbiór U 2 U wybierzm y

tak, b y y � x 62 U . Na mo cy (iii) i (iv) w U istnieje taki zbiór V , »e V � V � U .

Wtedy x + V i y + V s¡ rozª¡czn ymi oto czeniami punktó w x i y . Oznacza to, »e T

jest top ologi¡ Hausdor�a. Ci¡ gªo±¢ op eracji do da w ania w ektoró w ( x; y ) ! x + y w

do w oln ym punk cie ( x

0

; y

0

) wynik a nat yc hmiast z (iii). Je»eli b o wiem x

0

+ y

0

+ U

jest oto czeniem punktu x

0

+ y

0

oraz V 2 U jest takie, b y V + V � U , to

( x

0

+ V ) + ( y

0

+ V ) � x

0

+ y

0

+ U . P ozosta je wyk aza¢, »e op eracja mno»enia przez

liczb y jest ci¡ gªa. Niec h �

0

x

0

+ U b ¦dzie do w oln ym bazo wym oto czeniem punktu

�

0

x

0

. Dobierzem y tak liczb ¦ " > 0 i zbiór V 2 U , b y obraz oto czenia W =

f ( �; x ) : j � � �

0

j < "; x � x

0

2 V g punktu ( �

0

; x

0

) w C � X przez o dwzoro w anie

( �; x ) ! �x wpadaª w zbiór �

0

x

0

+ U . Wybierzm y w U k olejno V

1

� V

2

� V

3

, b y

V

1

+ V

1

+ V

1

� U , b y �V

2

� V

1

gdy t ylk o j � j ¬ 1 i b y �

0

V

3

� V

1

. Niec h tak»e �
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b ¦dzie tak ¡ liczb¡ do datni¡, »e x

0

2 � V

2

. P oªó»m y " = min f 1 ; 1 =� g oraz V = V

3

.

Je»eli ( �; x ) 2 W , to �x = �

0

x

0

+ ( � � �

0

) x

0

+ �

0

( x � x

0

) + ( � � �

0

)( x � x

0

) .

A p oniew a» ( � � �

0

) x

0

2 ( � � �

0

) � V

2

� V

1

, �

0

( x � x

0

) 2 �

0

V

3

� V

1

oraz

( � � �

0

)( x � x

0

) 2 ( � � �

0

) V

2

� V

1

, wi¦c �x 2 �

0

x

0

+ U .

6.3 Spra wdzam y ªat w o, »e k x + y k ¬ k x k + k y k oraz k �x k = j � j

p

k x k dla do-

w oln yc h x; y 2 L

p

(0 ; 1) i � 2 C . Wynik a st¡d nat yc hmiast, »e L

p

(0 ; 1) jest

przestrzeni¡ linio w ¡, a op eracje do da w ania w ektoró w i mno»enia w ektoró w przez

liczb y s¡ ci¡ gªe. Do w ó d zup eªno±ci jest iden t yczn y jak dla p  1 (patrz ?? ).

Zaªó»m y , »e W jest zbiorem wypukªym L

p

(0 ; 1) z niepust ym wn¦trzem. Nie

ogranicza j¡c ogólno±ci, mo»em y zaªo»y¢, »e dla p ewnego r > 0 zbiór W za wiera

kul¦ f x 2 L

p

(0 ; 1) : k x k < r g . Ustalm y do w oln¡ funk cj¦ x 2 L

p

(0 ; 1) . P oniew a»

caªk a

R

t

0

j x ( s ) j

p

ds jest ci¡ gª¡ funk cj¡ parametru t (patrz ?? ), wi¦c dla k a»dego n

istnieje taki p o dziaª 0 = t

0

< t

1

< � � � < t

n

= 1 o dcink a [0 ; 1] , »e

R

t

k

t

k � 1

j x ( s ) j

p

ds =

k x k =n dla wszystkic h k = 1 ; 2 ; : : : ; n . P oªó»m y x

k

( s ) = nx ( s ) gdy s 2 [ t

k � 1

; t

k

]

oraz x

k

( s ) = 0 p oza t ym. Wtedy k x

k

k = n

p � 1

k x k oraz x =

1

n

( x

1

+ x

2

+ : : : + x

n

) .

P oniew a» n

p � 1

d¡»y do zera przy n ! 1 , wi¦c dla dostatecznie du»ego n mam y

k x

k

k < r , k = 1 ; 2 ; : : : ; n . Oznacza to, »e k a»da z funk cji x

k

, a w k onsekw encji

tak»e funk cja x le»y w W .

3.24.1 Je»eli w ektory x

1

; x

2

; : : : ; x

n

t w orz¡ zbiór ortonormaln y oraz

n

X

k =1

�

k

x

k

= 0 ,

to

0 =

D

n

X

k =1

�

k

x

k

; x

m

E

=

n

X

k =1

�

k

h x

k

; x

m

i = �

m

dla m = 1 ; 2 ; : : : ; n .

1.37 T AK, izomor�zmem jest o dwzoro w anie ' : L

1

(0 ; 1) ! L

1

(0 ; 1) � L

1

(0 ; 1)

okre±lone wzorem ' ( x )( t ) =

�

x (

t

2

) ; x (

1+ t

2

)

�

.

3.10 Mam y h x; x i = k x k

2

, zatem jest sp eªniona wªasno±¢ (1) ilo czyn u sk alarnego,

tak»e k x k =

p

h x; x i . Hermito wsk o±¢ funk cji h ; i wypro w adzam y ªat w o wprost

z de�nicji, p o dobnie iden t yczno±¢

h i x; y i = i h x; y i :

P ozosta je do udo w o dnienia addyt ywno±¢ funk cji h ; i i jej jednoro dno±¢ przy

mno»eniu przez sk alary rzeczywiste.
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Korzysta j¡c z ró wno±ci ró wnolegªob oku ªat w o do w o dzim y , »e

h u + v ; z i + h u � v ; z i = 2 h u; x i ;

a przyjm uj¡c tu v = u otrzym ujem y

h 2 u; z i = 2 h u; z i :

Z p oró wnania lewyc h stron obu to»samo±ci, p o wsta wieniu u =

1

2

( x + y ) oraz

v =

1

2

( x � y ) , dosta jem y p ostulo w an¡ addyt ywno±¢ funk cji h ; i .

Z addyt ywno±ci i ci¡ gªo±ci badanej funk cji wynik a ju» jej jednoro dno±¢ przy

mno»eniu przez liczb y rzeczywiste. Istotnie, z addyt ywno±ci przez induk cj¦ p o n

dosta jem y ró wno±¢ h n x; y i = n h x; y i , a p o wsta wieniu

1

n

x w miejsce x ró wno±¢

h

1

n

x; y i =

1

n

h x; y i ; ª¡cznie zatem h

m

n

x; y i =

m

n

h x; y i . P oniew a» zac ho dzi tak»e

ró wno±¢ h� x; y i = �h x; y i , funk cja � ! h � x; y i � �; h x; y i zeruje si¦ na zbiorze

wszystkic h liczb wymiern yc h. Sk oro jest ci¡ gªa a liczb y wymierne le»¡ g¦sto w R

| m usi b y¢ funk cj¡ zero w ¡.

1.4.1 Niec h f b

t

g

t 2 T

b ¦dzie baz¡ Hamela tej przestrzeni. Dla x =

P

t 2 T

�

t

b

t

p o-

ªó»m y k x k = max

t 2 T

j �

t

j ( �

t

6= 0 t ylk o dla sk o«czenie wielu t 2 T ). F unk cja k k

jest norm¡.

4.48 Ci¡ g x

n

= (0 ; 0 ; : : : ; 0 ; 1 ; 1 ; : : : ) z zerami do miejsca n -tego jest *-sªab o

zbie»n y do zera. Nie jest jednak sªab o zbie»n y do zera, gdy» dla funk cjonaªu LIM

z przykªadu ?? zac ho dzi LIM x

n

= 1 .

2.13 P oniew a» wielomian opt ymaln y jest jedyn y , wi¦c z nieró wno±ci

k x

0

� w

0

k

1

 k x

0

� Re w

0

k

1

wynik a, »e m usi b y¢ rzeczywist y . Gdyb y ze zbioru S

0

punktó w ekstremaln yc h

funk cji x

0

� w

0

nie mo»na b yªo wybra¢ »adnego alternansu dªugo±ci n + 1 , to dla

p ewnej liczb y m < n przedziaª [ a; b ] da si¦ tak p o dzieli¢ na m + 1 przedziaªó w

domkni¦t yc h punktami a < s

1

< s

2

< � � � < s

m

< b , »e w punktac h zbioru

S

0

wybran yc h z jednego przedziaªu funk cja x

0

� w

0

przyjm uje w arto±ci tego sa-

mego znaku a z przedziaªó w s¡siednic h znak ó w przeciwn yc h (o czywi±cie »aden z

punktó w s

k

nie mo»e nale»e¢ do S

0

). Wielomian stopnia m

w ( t ) =

m

Y

k =1

( t � s

k

)
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zmienia znak w k a»dym z punktó w s

k

, a wi¦c funk cja ( x

0

� w

0

) w przyjm uje na

zbiorze S

0

w arto±ci wyª¡cznie jednego znaku. Z t wierdzenia 2.11 wynik a, »e w w

0

nie mo»e b y¢ w takim razie wielomianem opt ymaln ym .

Dalej rozum ujem y jak w przykªadzie 2.12. Gdyb y w

0

nie b yª wielomianem

opt ymaln ym mimo istnienia alternansu t

1

; t

2

; : : : ; t

n +1

, to na mo cy t wierdzenia

Koªmogoro w a mielib y ±m y

min

1 ¬ k ¬ n +1

( � 1)

k

Re w ( t

k

) > 0

dla p ewnego wielomian u w stopnia ni»szego ni» n . Wielomian Re w m usiaªb y

wtedy zmienia¢ znak w k a»dym z przedziaªó w ( t

k

; t

k +1

) , a taki wielomian m usi

mie¢ stopie« przyna jmniej n .
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