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Wstep

Analiza funkcjonalna, to dziedzina matematyki, ktora juz od poczatku lat
30-tych, gdy powstawala, byla entuzjastycznie przyjmowana przez matematy-
kow. Wielbicielom dawala nowy jezyk matematyczny i nowe, atrakcyjne narzedzie
pracy. Dawala im tez nowa perspektywe patrzenia na matematyke.

Dzis stale jeszcze jest atrakcyjna, cho¢ zostata juz nieco nadwatlona przez
upltywajacy czas. Przyjeta tez tytul dziedziny ,klasycznej”. Osobiscie uwazam, ze
po drobnych korektach urody i przy dobrym makijazu moze by¢ jeszcze bardzo
pociagajaca — szczegolnie dla studentow, ktorzy jej wezesniej nie znali.

Skrypt niniejszy zostal opracowany na podstawie materialéw i notatek z wy-
ktadéw analizy funkcjonalnej, ktore prowadzitlem przez wiele lat na Uniwersyte-
cie Wroctawskim. Zostal on uzupetniony o zadania i ¢wiczenia do samodzielnego
rozwiazywania. Wskazéwki do zadan 1 ich rozwiazania mozna znalez¢ na koncu
skryptu. Niestety w trakcie opracowywania przypadkowo ulegly przetasowaniu
i mimo prob nie udalo mi sie ustawi¢ ich w kolejnosci numerow, za co bardzo
serdecznie przepraszam.

Zakres materiatu i poruszanych zagadnien w zasadzie odpowiada programowi
typowego wyktadu analizy funkcjonalnej. Potocznie méwiac jest to ,, Elementarz”
i ,pol podrecznika do drugiej klasy”. Tych, ktérym nie wystarczy ta dodatkowa
spotowka” odsylam od razu do innych, lepszych podrecznikow analizy funkcjo-
nalnej. Spis takich podrecznikéw zamiescilem na koncu skryptu.

Poniewaz do $ledzenia rozumowan i rozwiazywania zadan potrzebna jest pewna
wiedza z innych dziedzin matematyki, analizy matematycznej, algebry liniowej,
teorii funkcji zmiennej zespolonej, topologii oraz teorii miary 1 funkcji rzeczywi-
stych, dodatek na koncu skryptu zawiera zestaw koniecznych faktow i twierdzen,
podanych z dowodami lub odsytaczami do literatury.

Tadeusz Pytlik

Wroctaw, grudzien 2000



ROZDZIAL I

PRZESTRZENIE BANACHA

Przestrzenie unormowane

Podstawowe wlasnosci

Funkcje rzeczywista || || na przestrzeni liniowej X nazywamy norma, jezeli

L [[0]f =0 |lz[[ >0 gdy = #0,

2. e+l < el + bl (podaddytywnosd),

3. ||[Az|| = |Al||z|| (jednorodnosé).
Przestrzen liniowa, w ktorej okreslona jest norma nazywamy przestrzenia li-
niowa unormowana (lub krétko przestrzenia unormowana). Czesto dla pod-
kreélenia, co jest norma w przestrzeni liniowej X, bedziemy pisa¢ (X, || ||)-

Norma w przestrzeni liniowej X wyznacza metryke wzorem

p(e,y) = [z =y

W ten sposob przestrzen unormowana staje sie przestrzenia topologiczna me-
tryczna. llekro¢ bedzie mowa o wtasnosciach topologicznych przestrzeni unormo-
wanej (X, || ||), chodzi o topologie zadana metryka p.

Przestrzen unormowana zupelna nosi nazwe przestrzeni Banacha.

7 okreslenia normy wynika, ze dodawanie wektoréow w przestrzeni unormowa-
nej 1 mnozenie ich przez skalary sa operacjami ciagtymi. Ponadto:

1.1. FAKT. Domkniecie podprzestrzeni liniowej przestrzeni unormowanej jest pod-
przestrzeniq liniowg a domknieta podprzestrzen liniowa przestrzeni Banacha jest
przestrzeniq Banacha.

Glownym obiektem naszych zainteresowan beda przestrzenie Banacha. Zupel-
nosc¢ przestrzeni pozwala przy badaniu zbieznosci ciagu sprawdzac tylko warunek
Cauchy’ego.
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1.2. TWIERDZENIE. Kazdq przestrzen unormowang mozna uzupelni¢ do prze-
strzeni Banacha.

Dowod: Niech X bedzie przestrzenia unormowana a X jej uzupelieniem me-
trycznym (patrz ?7?), tzn. zbiorem klas réwnowaznosci ciagéw Cauchy’ego. W X
mozna okresli¢ strukture liniowa kladac

Hand] + Hund] = Hen +und]s A{za}] = [{A2nl]

1 norme

[[{znd] || = lim fJzn]l. [

UwAGA. Udowodnimy pézniej (wniosek ?7?), ze w przestrzeni liniowe] so ciagow,
dla ktorych tylko skonczenie wiele wyrazow jest roznych od zera, nie da sie wpro-
wadzi¢ normy tak, by byta w niej przestrzenia zupehma.

Szereg >~ | &, wektoréw przestrzeni unormowanej nazywa sie zbiezny, jezeli
zbiezny jest ciag jego sum czeSciowych s, = x1 + 22 + ... + x, 1 nazywa sie
bezwzglednie zbiezny, jezeli > 7, ||zn]] < co.

1.3. ZADANIE. Na to, by przestrzen unormowana X byla zupelna potrzeba i
wystarcza, by kazdy szereg bezwzglednie zbiezny byl zbiezny.

1.4. CWICZENIA.
1. W kazdej przestrzeni liniowe] mozna okresli¢ norme.

2. Kazdy ciag Cauchy’ego elementow przestrzeni unormowanej jest ograni-
czony.

3. W kazdej niezerowej przestrzeni unormowanej istnieje szereg zbiezny, ktory
nie jest bezwzglednie zbiezny.
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Przyklady przestrzeni Banacha

Podamy tu kilka przykladéw typowych przestrzeni Banacha.

1.5. PRZYKLAD. Zbiér b wszystkich ograniczonych ciagdéw liczb zespolonych
{zn}72, ze zwyklym dodawaniem ciagéw i mnozeniem ich przez skalary oraz
norma

Hzn}loe = sup feal

tworzy przestrzen Banacha.

Jest oczywiste, ze b jest przestrzenia liniowa oraz, ze || ||oo jest norma. Uza-
sadnienia wymaga jedynie zupelnosé przestrzeni b. Jezeli {zl}, {22}, ... jest
ciagiem Cauchy’ego w b, tzn. dla kazdego ¢ > 0 istnieje takie kg, ze

(1.1) sup |zh — 2™ < e
n

dla wszystkich k,m > ko, to dla kazdego n = 1,2,3,... ciag x), 22, 23,... jest

liczbowym ciagiem Cauchy’ego, jest zatem zbiezny do pewnej liczby zespolonej
&p. Przechodzac w nieréwnoéci (1.1) do granicy przy m — oo otrzymujemy

(1.2) sup [¢F — 2,] <e.
n

Whioskujemy stad, ze {x,} jest ciagiem ograniczonym i ze jest granica ciagu
{zL}, {22}, ... w normie przestrzeni b.

1.6. ZADANIE. Pokazac, ze zbiory ¢ wszystkich ciagoéw zbieznych oraz ¢y wszy-
stkich ciagéw zbieznych do zera sa domknietymi podprzestrzeniami liniowymi
przestrzeni b, sa zatem przestrzeniami Banacha w normie odziedziczonej z b.

1.7. PRZYKLAD. Zbiér ¢! wszystkich absolutnie sumowalnych ciagéw liczb ze-
spolonych z norma

[Han}lly = > leal
n=1

takze tworzy przestrzen Banacha.

Zupetnosé przestrzeni ¢! mozna dowiesé podobnie jak zupelosé przestrzeni
b, nalezy tylko symbol sup, zastapi¢ przez > ;.
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1.8. PRZYKLAD. Niech 1 < p < co. Oznaczmy przez P zbior tych ciagow ze-
spolonych {x,}, dla ktérych > |znP < 0o i oznaczmy

Hea}]], = (2 eal?) r

Pokazemy, ze (¥ jest przestrzenia liniowa a || ||, norma zupeta. Udowodnimy w
tym celu dwie wazne nieréwnosci:

1.9. NIEROWNOSC HOLDERA. Jesli {xn} € (P, {yn} € (1, gdzie p,q > 1 oraz
1/p+1/qg=1, to {xnyn} nalezy do (' i zachodzi niercwnosé

Zunyn (Zunw) /p(i_o]ynw)”q

Dla dowodu zauwazmy najpierw, ze

1 1
ab < —aP + —b? dla dowolnych a,b > 0.
P q

Mozna to tatwo odczytac z rysunku obok, bo

1 a 1 b
—af = / sP7lds oraz —b? = / 19,
p 0 q 0

a funkcje t = sP! oraz s = 197! sa wzajemnie
odwrotne.

Jezeli jedna z sum po prawej stronie nieréwnosci Holdera jest rowna zeru, to
nierownosc oczywiscie zachodzi. Jesli zas obie sumy, ktore oznaczymy odpowiednio
xP 1 yP, sa rozne od zera, to nieréwnosc tez jest spelniona, bo mamy

_Z| | = Z|=’L’n||yn| <l§:|$n|p+l§:|yn|q_1
n n ~3 — .
Yy pi= P Q= y?

1.10. NIEROWNOSC MINKOWSKIEGO. Niech p > 1. Jezeli {xn},{yn} € P, to

(St twb) " < (S lea)™ + ()"
n=1 n=1 n=1
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Istotnie, stosujac nieréwnos¢ Holdera otrzymujemy

Z|xn‘|‘yn|p < |$n‘|‘yn|p_1|xn|+Z|$n‘|‘yn|p_1|yn| <
n=1 n=1 n=1
ad 1/p /& /
(D leal?) (X b+ vl )
n=1 n=1
ad 1/p ;1 & /a
() (B i)
n=1 n—=

> 1/p = Up| /& 1/q
<Z|$n|p> + <Z|yn|p> ] <Z|xn‘|‘yn|p> )
n=1 n=1 n=1
gdyz (p — 1)qg = p. To daje nieréwnos¢ Minkowskiego.

Nieréwnosci Minkowskiego oznacza podaddytywnosc¢ funkcji || ||,, a to jest
jedyna nieoczywista wlasnos¢ normy. Wynika z niej tez, ze suma ciagéw z P
takze lezy w (P, a wiec, ze (P jest przestrzenia liniowa. Dowod zupelnosci jest
taki jak dla przestrzeni 1.

1.11. FaKT. Jezeli cigg v = {xn} nalezy do P0, po > 1, to nalezy takze do P
dla p > po oraz

Jim ]y = ]l

[stotnie, dzieki jednorodnosci normy mozemy przyjaé¢ maxy, |z,| = 1. Wybiera-

jac wskaznik ng tak, aby 37 o |wn|P? <1 otrzymamy Y o lenlP < 1. Zatem
x € [P oraz

- 1/p
L< (X fel) " <o+ <142 [0
p
n=1

Fakt ten wyjasnia, dlaczego dla normy ,supremum” uzyliémy oznaczenia || ||oo -
Dodajmy, ze z tego tez powodu przestrzen b czesto oznaczana jest symbolem (.

1.12. ZADANIE. Pokazac, ze gdy 0 < p < 1, to na zbiorze ¥ ciagéw sumowal-
nych z p-ta potega funkcja

o0

el = (3 |xn|p>1/p

n=1

nie jest norma. Czy /P jest przestrzenia liniowa?
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1.13. PRZYKEAD. Niech ) bedzie przestrzenia topologiczna z nieujemna miara
borelowska p oraz S(,u) zbiorem wszystkich funkcji mierzalnych = : @ — C,
przy czym utozsamimy ze soba funkcje réwne p-prawie wszedzie. Zbiér ten z
naturalnymi dziataniami na funkcjach tworzy przestrzenia liniowa.

Przez LP(Q,u), 1 < p < oo, oznaczymy podprzestrzen przestrzeni S(2, p)
zlozona z tych funkeji 2, dla ktérych catka [ |2(1)[P dt jest skoficzona. Podobnie
jak w przyktadzie 1.8 dowodzimy, ze funkcja

el = ([ |x<t>|Pdt)1/p

jest norma w LP(Q, 1). Dowéd zupelnosci przestrzeni L1(§), 1) zostal przedsta-
wiony na stronie ??, zupelnosé¢ pozostalych przestrzeni LP(Q,pu), 1 < p < oo,
dowodzi sie tak samo.

Oznaczmy ponadto przez L>°(), p) podprzestrzen przestrzeni S(€,pu), zlo-
zona z funkcji istotnie ograniczonych, tj. funkcji x, dla ktérych wielkosé

inf  sup ‘x(t)‘
u‘(“AC)QO teQ\A

jest skonczona. Wielko$¢ ta oznaczany esssupseq |2(t)] lub ||z]e 1 nazywamy
supremum istotnym funkcji x. Funkcja || || jest norma a L>(Q,u) w tej
normie przestrzenia zupelna.

UtworzyliSmy w ten sposéb cala nowa klase przyktadow przestrzeni Banacha,
uogdélniajacych przestrzenie /', 1 < p < co.

Jako modelu przestrzeni (£, 1) bedziemy uzywac na ogdl prostej rzeczywistej
R lub przedzialéw (a,b) z miara Lebesgue’a, plaszczyzny zespolonej C z miara
plaska Lebesgue’a badz zbioru liczb naturalnych N z miara ,liczaca”, dla ktorej
miara zbioru jest jego licznoscia. Pisanie symbolu (€2, 4) ma ustrzec przed uciazli-
wym rozpatrywaniem przypadkow oraz wykorzystywaniem dodatkowych wlasno-
Sci konkretnych przestrzeni, np. zwartosci przestrzeni czy skonczonosci miary.

1.14. PrzZYKEAD. Niech T bedzie dowolnym zbiorem niepustym. Zbior B(T')
wszystkich funkcji ograniczonych x : T' — C jest przestrzenia Banacha w normie
Il = suprcr l2(0)]

Gdy za T przyjmiemy zbior liczb naturalnych N, to przestrzen B(T) stanie
sie identyczna z wcezesnie] wprowadzona przestrzenia b ciagéw ograniczonych.

1.15. PRZYKEAD. Niech S bedzie przestrzenia topologiczna. Oznaczmy przez
C(S) podprzestrzen przestrzeni B(S) ztozona z wszystkich funkcji ciagtych. Jest
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to przestrzen zupelna, bo granica jednostajnie zbieznego ciagu funkcji ciagtych
jest funkcja ciagta.

Dla unikniecia patologicznych przykladow bedziemy zawsze zaktadali, ze S
jest przestrzenia topologiczna catkowicie regularna. Typowymi przyktadami, do
ktorych praktycznie wystarczy sie ograniczy¢, sa przestrzenie C([a, b]) oraz C'(R).

Zalézmy, ze przestrzen topologiczna S jest lokalnie zwarta, tzn. kazdy punkt
w S posiada baze otoczen zlozona ze zbioréw zwartych. Oznaczmy przez Cp(5)
podprzestrzen C(S) zlozona z tych funkcji x, ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje zbidr
zwarty K C S o wlasnoéci |2(s)| < e dla s ¢ K. Jest to domknieta podprzestrzen
liniowa przestrzeni C'(9), jest zatem przestrzenia Banacha. O funkcjach « € Cy(.9)
mowi sie czasem, ze ,znikaja w nieskonczonosci”.

Przestrzenie Banacha ¢ oraz ¢y opisane w zadaniu 1.6 sa szczegolnymi przy-
ktadami odpowiednio przestrzeni C'(S) oraz Co(.S). Mozna je otrzymac np. biorac
za S zbiér {0, 1, %, %, ...} z topologia odziedziczona z proste] R (jest to przestrzen
topologiczna normalna, lokalnie zwarta) i utozsamiajac funkcje « na S z ciagami

{(5)}.
Izomorfizm. Rownowaznos¢ norm

Powiemy, ze przestrzenie unormowane X i Y sa izomorficzne topologicz-
nie, jesli istnieje izomorfizm algebraiczny T : X — Y, ciagly jako funkcja z prze-
strzeni topologicznej X do przestrzeni topologicznej Y i taki, ze 77! :Y — X
jest takze funkcja ciagla. Izomorfizm nazwiemy izometrycznym (lub krétko izo-
metria), jezeli ||Tz| = ||z|| dla wszystkich « € X.

1.16. PRZYKLAD. Rozpatrzmy w przestrzeni R? dwie normy

[(z1,22)||, = le1] + lwal, [[(21,22)||, = max {|21], [22]}.

Twierdzimy, cho¢ na pierwszy rzut oka moze sie to wydac nieprawdopodobne, ze
przestrzenie (Rz, I ||1> i (Rz, I ||oo> sa izometrycznie izomorficzne. Odwzorowa-
nie identycznosciowe izometria oczywiscie nie jest, jest nia za to odwzorowanie
(x1,22) = (1 + 22,21 — x2). Wynika to z réwnosci

max { |21 + w2, [e1 — 22|} = |21] + |22,

ktora tatwo sprawdzamy rozpatrujac przypadki, gdy liczby x1 1 x2 sa tego samego
1 przeciwnego znaku.

W przestrzeni R? sytuacja jest odmienna, kula jednostkowa w normie || |1
jest osmioscian, a w normie || ||oo szeScian, nie ma zatem odwzorowania liniowego
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przeprowadzajacego jedna z figur na druga. W przestrzeni R", n > 3, jest jeszcze
gorzej, pierwsza z kul jednostkowych jest wieloscian o 2n wierzchotkach, a druga
wieloscian o 2" wierzcholtkach.

1.17. PRZYKEAD. Pokazemy, ze przestrzenie ¢y i ¢ sa izomorficznie topologicz-
nie. Pokazemy tez, ze izometrycznie izomorficzne nie sa.

Jest rzecza jasna, ze odwzorowanie T : ¢y — ¢, okreslone wzorem
T(l‘l, 2,23, .. ) = (1'1 + x2,21 + 23,21 + T4,.. )

jest algebraicznym izomorfizmem tych przestrzeni a jego odwzorowanie odwrotne
T-': ¢ — ¢y ma postaé

T_l(xl,l'z,xg, .. ) = (1}0,1}1 — Z0,T2 — Tg, T3 — TQ, - - .),

gdzie x9 = limy 00 2. Poniewaz ||Tz|| < 2]|z]| dla = € ¢p i [|T7 2| < 22| dla
x € ¢, wiec oba odwzorowania sa ciagle.

Dowdd drugiego ze stwierdzen jest znacznie trudniejszy. Nalezy wykazac, ze za-
den z algebraicznych izomorfizmow tych przestrzeni izometria nie jest. Dla kazdego
konkretnego izomorfizmu 1" mozna zapewne nietrudno wskazac taki element =,
ze || Tx|| # ||x||, ale dla wszystkich izomorfizméw takiego uniwersalnego elementu
nie ma. Uciekniemy sie wobec tego do podobnego rozumowania jak poprzednim
przyktadzie, pokazemy mianowicie, ze domknieta kula jednostkowa KA przestrzeni
¢ ma bardzo wiele wierzcholkéw, a domknieta kula jednostkowa Ky przestrzeni cg
nie ma ich wcale, nie mozna zatem w sposob izometryczny przeprowadzié¢ jedne;j
na druga.

Hasto ,wierzchotek kuli K7 zastapimy jednak bardziej precyzyjnym ,punkt
ekstremalny kuli K7. 7 definicji jest to kazdy punkt = € K, ktérego nie mozna
przedstawic w postaci @ = Ay+(1—XA)z dla pewnych y,z € K, y#2zi10< X <1,
tj. punkt, ktéry nie lezy wewnatrz zadnego odcinka

{)\y—l—(l—)\)z:()g)\gl}

taczacego dwa rézne punkty y 1 z kuli K. Jest jasne, ze kazda izometria przepro-
wadza punkty ekstremalne jednej kuli na punkty ekstremalne drugiej kuli.

W domknietej kuli jednostkowej K przestrzeni ¢ punktami ekstremalnymi sa
wszystkie te punkty @ = (21,22, 23,...), dla ktérych |z,| =1, n=1,2,3,....

1.18. FAKT. Domknieta kula jednostkowa przestrzeni co nie ma punktow ekstre-
malnych.

Dowéd: Pokazemy, ze kazdy element = kuli Ko = {x € ¢p : ||| < 1} jest $rod-
kiem pewnego odcinka lezacego catkowicie w Ky, tj., ze * = %y + %Z dla pewnych
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dwoch réznych elementéw y i z tej kuli. Jezeli @ ma postac @ = (21,22, 23,...),
to |zy| <1 dlan=1,23... oraz x, — 0 przy n — oco. Wybierzmy wskaznik
no tak, by |ep,| <1 i okreslmy elementy y = (y1,y2,y3,...) 1 2 = (21, 22,23, ...)
ktadac v, = 2z, = :L'n dla n # no 1 przyjmujac za yn, 1 zn, takie liczby, by byly
rézne, by |yn,| < |2n0| 1 oraz, by xp, = %yno + %Zno. Wtedy v,z € Kb,
y# z oraz & = 2y—|—22. []

DEFINICIA. Zalézmy, ze w przestrzeni liniowej X dane sa dwie normy || ||1 i
| ||2. Powiemy, ze normy te sa réwnowazne, gdy istnieja takie liczby C7 i Cs,
ze

[z]ly < Ciflzlls oraz |lzfl2 < Coflz(|2
dla wszystkich = € X.

1.19. TWIERDZENIE. W przestrzeni liniowej X normy || |1 @ || ||2 s¢ réwno-

wazne wtedy i tylko wtedy, gdy zbieznosé ciggow w normie || |1 jest rownowazne
ich zbieinosci w normie || ||2, czyli gdy odwzorowanie tozsamosciowe Tx = x jest
izomorfizmem przestrzeni (X, I ||1> na przestrzen (X, I ||2>

Dowdd: Jest jasne, ze warunek
[zli < Cllz]lz dla z€ X

wystarcza na to, by kazdy ciag zbiezny w normie || ||2 byl zbiezny w normie || ||1.
Pokazemy, ze warunek ten jest takze konieczny.
Jezeli nieréwnos¢
[zl < Cllellz dla ze X
nie zachodzi przy zadnej stalej C', to w X istnieje taki ciag {zy}, ze

el > nflzall,  n=1,23,....

Wtedy dla ciagu
1

= —=F2
In = el

zachodza nieréwnosci

n=123,...

alls
>
ol = 7o > V™

1
ol < =

Wynika z nich, ze ciag {yn} jest zbiezny (do zera) w normie || ||2, a nie jest
zbiezny w normie || ||1 (nie jest nawet ograniczony).
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7, powyzszego twierdzenia wynika, ze algebraiczny izomorfizm T przestrzeni
unormowanej (X, I ||X> na przestrzen unormowana (Y, I ||y> jest izomorfizmem
topologicznym wtedy i tylko wtedy, gdy w przestrzeni X norma || |1 = || [|x i
norma || ||2 okreslona wzorem ||x|2 = ||Tx||y sa réwnowazne.

1.20. PRZYKELAD. W przestrzeni C'![0,1] funkeji majacych ciagla pochodna na
przedziale [0, 1] normy

|z||1 = max ‘:1; (1) ‘—I— max ‘:1; ‘

t€fo,1] tel0,1]
]2 = |2(0)] + max |2(1)]
tel0,1]
SQ réwnowazne. Nieréwnosc [|z]|2 < ||||1 jest oczywista. Z drugiej strony x(t) =
—|—f0 s)ds, wiec
t) < =
max [o(1)] < [#(0)] + max ['(s)] = [l

stad [[z]l < 2||z[]2-

1.21. ZADANIE. Pokazad, ze w przestrzeni C[0, 1] normy

1
||x||1=/0 ()|, |alls = masx | ()]

t€[0,1]

nie sa rownowazne.

1.22. TWIERDZENIE. W przestrzeni skoriczenie wymiarowej kazde dwie normy
sq rownowazne. Unormowana przestrzen skonczenie wymiarowa jest zupelna.

Dowéd: Okredlimy w przestrzeni skonczenie wymiarowej X pewna norme || |1 i
pokazemy, ze kazda inna norma || || jest z nia réwnowazna.
Ustalmy w tym celu baze Hamela ey, e, ..., ey przestrzeni X i dla elementu

x € X postaci

m
T = Zxk €L
k=1

potézmy
|z|l1 = max |zl
<k
Jasne jest, ze funkcja || ||1 jest norma na X oraz, ze dla dowolnej normy || || na

X zachodzi nieréwnosé

el < Clleflr, 2 e X,
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Wynika to z nieréwnosci

m
D ke
k=1

]l =

m m
<Y lewlller] < max fak]- > [lex])-
1<k<m
k=1 k=1

Zaldézmy, nie wprost, ze normy || |[1 i || || nie sa réwnowazne. Mozemy wiec
dla kazdej liczby naturalnej n znalezé taki element x, € X, ze

lenlle > nl[znl]

Stad dla y, = m:ﬁn otrzymamy ||yn|[1 = 1 oraz ||yn|| — 0 przy n — oo. Ciag
{yn} jest zatem zbiezny do zera w normie || ||. Ciag ten nie musi by¢ zbiezny w nor-
mie || ||1, ale jako ograniczony, zawiera (na mocy twierdzenia Bolzano-Weierstras-
sa) pewien podciag zbiezny {yp, }. Dla jego granicy y z jednej strony mamy y # 0,

bo ||y|li = img_e ||yn,|| = 1, a z drugiej y = 0, bo zbieznos¢ w normie || |1
pociaga zbiezno$¢ w normie || ||. Tu sprzecznosc.

Zupelnos¢ przestrzeni X w normie || || wynika z twierdzenia 1.19 i oczywiste]
zupelnoéci X w normie || ||1.  []

Osrodkowos¢. Bazy topologiczne

Jezeli przestrzen unormowana ma podzbiér przeliczalny gesty, to mowimy, ze
jest o$rodkowa, a sam podzbior nazywamy osrodkiem.

1.23. FAKT. Przestrzen unormowana X jest osrodkowa wtedy i tylko wtedy, gdy

zawiera przeliczalny podzbior liniowo gesty P, tzn. lin P = X .

Istotnie, jesli zbior P = {x1, 9, x3,...} jest liniowo gesty w X, to kombinacje
liniowe postaci Ajx1+ Aoza+...+ Apxy, A\p € W+ W, tworza zbior przeliczalny
gesty w X.

Kazda z przestrzeni /. 1 < p < oo, jest osrodkowa, podzbior przeliczalny
gesty tworza tu ciagi z jedynka w doktadnie jednym miejscu. Przestrzen ¢ nie
jest osrodkowa, kazde dwa rozne ciagi zero-jedynkowe sa odleglte od siebie o 1,
a jest ich nieprzeliczalnie wiele. Funkcje charakterystyczne zbioréw borelowskich
ograniczonych na prostej R tworza przeliczalny zbior liniowo gesty w kazdej z
przestrzeni LP(R), 1 < p < oo. Takze, jak wiemy z twierdzenia Weierstrassa,
funkcje 1, ¢, 2, 13, ... tworza zbiér liniowo gesty w przestrzeni Cla, b]. Wszystkie
te przestrzenie sa zatem oérodkowe. Przestrzenie C'(R) i L°°(R) nie sa oérodkowe
z tego samego powodu, co przestrzen (>
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DEFINICIA. Ciag ey, €2, €3, ... elementéw przestrzeni Banacha X nazywamy ba-
za topologiczna tej przestrzeni, jezeli kazdy element x € X ma jednoznaczne
przedstawienie w postaci zbieznego szeregu

o0
T = E An en.
n=1

Jest oczywiste, ze baza topologiczna jest zbiorem liniowo niezaleznym i liniowo
gestym w przestrzeni. Baze topologiczna moga miec¢ wiec tylko osrodkowe prze-
strzenie Banacha.

Zbior ciagéow e, eg, e3, ... postaci e, = (0,0,...,0,1,0,...) z jedynka na
n-tym miejscu tworzy baze topologiczna w kazdej z przestrzeni ¢o, /', 1 < p < .
Ciekawszy przyklad bazy pochodzi od Schaudera.

1.24. PrRZYKLAD. Baza Schaudera. Niech {{g,t1,t2,...} bedzie zbiorem ge-
stym w przedziale [a,b], przy czym to = a, t1 = b, i niech ao(t) =1, 21(t) = i:—‘b’
dla t € [a,b]. Funkcje z,, dla n > 2 okreSlamy w spos6b nastepujacy. Punkty
{to,t1,t2,...,tn} dziela przedzial [a,b] na podprzedzialy, do jednego z nich wpada
punkt ¢,, oznaczmy ten przedzial [ayn, By]. Jako z, okreslamy funkcje réwna 0
dla t € [a, an|U[Bp, b], réwna 1 w punkcie ¢ = t,, i liniowa w kazdym z przedziatlow
[an, tn] 1 [tn, Bal-

Pokazemy, ze funkcje g, x1, 2, . .. stanowia baze przestrzeni Cla, b]. Zauwaz-
my w tym celu, ze x,(t;) =0 dla ¢ =0,1,2,...,n—1 oraz x,(t,) = 1. Wynika z
tego, ze jesli funkcja y przedstawia sie w postaci jednostajnie zbieznego szeregu

(1.3) y(t) =) M a(t),
k=0

to y(to) = Ao, y(tl) = Ap xo(tl)—l—)\l, y(tz) = Ap xo(tz)—l—)\l x(tz)—l—)\g, itd. Pozwala
to jednoznacznie wyznaczy¢ wspolczynniki Ap. Udowodnilismy w ten sposéb, ze
jezeli przedstawienie (1.3) istnieje, to jest jedyne.

Pozostaje pokazac, ze jesli wspolczynniki Ap okreslimy w wyzej opisany spo-
sOb, to ciag {yn} n-tych sum czesciowych szeregu (1.3) jest jednostajnie zbiezny
do y. Z konstrukcji wynika, ze wykresem funkcji y,, jest tamana o wierzcholkach
w punktach o odcietych tg,t1,t2,...,1, 1 pokrywajaca sie z wykresem funkcji y
w tych punktach. Zatem ||y, — yljoc — 0, bo funkcja y jest jednostajnie ciagta.

1.25. ZADANIE. Pokazac, ze uktad Schaudera nie tworzy bazy topologicznej w
zadnej z przestrzeni LP(a,b), 1 < p < 0.
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UwAGA. W roku 1932 Stanistaw Mazur postawit problem, czy kazda osrodkowa
przestrzen Banacha ma baze. Za jego rozwiazanie wyznaczyl nagrode w postaci
zywej gesi. Ges otrzymal matematyk szwedzki Per Enflo za podanie w roku 1973
kontrprzyktadu a zdjecia z tej uroczystosci zamiescita prasa.

Przestrzenie ilorazowe

Niech Y bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni unormowanej X . Funkcja
dist(e,Y) = inf e ol w€ X,

ma nastepujace wlasnosci:

1. {:L' € X :dist(x,Y) = 0} =Y,

2. dist(z +y,Y) < dist(z,Y) + dist(y, V),

3. dist(Ax,Y) =[] dist(z,Y).
Wynika stad, ze jezeli Y jest domknieta podprzestrzenia X oraz [z] jest warstwa
przestrzeni ilorazowej X/Y', to dla kazdych x1,22 € [x] mamy dist(a1,Y) =
dist(x2,Y), a wiec funkcjonal

= dist(x,Y) = inf ||z —
H [x] H ist(z,Y) ylgy |z — yl|
jest norma w przestrzeni X/Y .

1.26. ZADANIE. Niech @ = (21,2, 23,...) € (*°. Pokazaé, ze w przestrzeni ilo-
razowej (> /¢
H [x] H = lim sup |z |-
n—oo

1.27. PRZYKEAD. Niech Y oznacza domknieta podprzestrzen przestrzeni ¢, zto-
zona z clagéw stalych. Pokazemy, ze przestrzen ilorazowa ¢/Y jest izomorficzna
z przestrzenia cg.

Dla ciagu « = (21,22, 23,...) € ¢ w warstwie [z] istnieje doktadnie jeden ciag
z podprzestrzeni ¢y, mianowicie ciag ' = (x1 — xg, x2 — x0, 3 — 20, ...), gdzie
zo = limy_y00 . Pozwala to utozsamic¢ przestrzen ilorazowa ¢/Y z przestrzenia
co. Poniewaz ||2'|| < 2||z|| oraz 2’ € [z], wiec

2] || < 2/l < 2| [2] |-

Zauwazmy jeszcze, ze norma w ¢/Y nie pokrywa sie z norma w ¢p, a w uktadzie
powyzszych nierownosci kazda z réwnosci jest mozliwa.
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1.28. TWIERDZENIE. Jezeli X jest przestrzeniq Banacha a 'Y jej domknietq pod-
przestrzeniq, to XY jest tez przestrzeniq Banacha.

Dowéd: Wystarczy pokazaé (por. zadanie 1.3), ze w X/Y kazdy szereg bezwzgled-
nie zbiezny jest zbiezny. Niech x1, x9, 3, ... bedzie ciagiem w X, dla ktorego

k=1

7 kazdej z warstw [xy] wybierzmy element 2} tak, by ||z} || < H (2] H + 1/2%.
Wtedy >0 llzill < oo, a poniewaz przestrzen X jest zupelna, wiec szereg
> hey @) jest zbiezny do pewnego elementu &' € X . Z nieréwnosci

n n
=3l <l =S =2
k=1 k=1
wynika, ze [2'] jest granica sum cze$ciowych szeregu Y ;o [zg]. [

1.29. PRZYKEAD. Niech Sy bedzie dowolnym niepustym podzbiorem domknie-
tym przestrzeni normalnej S. Oznaczmy przez X domknieta podprzestrzen prze-
strzeni C(S) zlozona z funkeji zerujacych sie na Sp. Pokazemy, ze przestrzen
C(So) jest izometrycznie izomorficzna z przestrzenia ilorazowa C(5)/X .

Odwzorowanie przyporzadkowujace funkcji z € C(S) jej obciecie z|g, do
zbioru Sy jest kontrakcja z przestrzeni C'(S) do C'(Sp). Jego jadrem jest zbior X .
Wzér T'z] = x|s, okreéla zatem odwzorowanie liniowe T z C(5)/X w C(So),
takze bedace kontrakcja. Z drugiej strony z twierdzenia Tietzego-Urysohna (patrz
??) wynika, ze kazda ograniczona funkcje ciagta xo na Sy mozna przedtuzyc do
ograniczonej funkeji ciaglej @ na S i to tak, by [|#]ec = ||%0]lcc. Oznacza to, ze
T odwzorowuje ,na” i nie zmniejsza normy. Wobec tego jest izometria.

Udowodnimy jeszcze twierdzenie o uniwersalnosci przestrzeni ¢! dla klasy
wszystkich osrodkowych przestrzeni Banacha.

1.30. TWIERDZENIE. Kazda osrodkowa przestrzen Banacha jest izomelrycznie
izomorficzna z prrestrzeniq ilorazowq (Y)Y, gdzie Y jest pewnq domknietq pod-
przestrzeniq liniowq przestrzeni (1,

Dowdd: Niech z1,x2,x3,... bedzie dowolnym podzbiorem gestym sfery jednost-
kowej {:L' € X |z = 1} przestrzeni X . Okreslmy odwzorowanie T : /1 — X
wzorem

T(AL, Az, A3,0) =Y An .
n=1
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Jest oczywiste, ze T jest kontrakcja liniowa. Pokazemy, ze obrazem T' jest cala
przestrzen X . Zauwazmy w tym celu, ze dla kazdego = € X, kazdej liczby natu-
ralnej k£ 1 kazdego ¢ > 0 istnieje taki wskaznik n >k, ze

H:L' — ||| :L'nH < e.

Ustalmy dowolnie liczbe ¢ > 0 1 wybierzmy ciag ¢1,£9,¢3, ... liczb dodatnich tak,
by > 7o ek < . Niech o bedzie dowolnym elementem przestrzeni X . Wybierzmy
wskaznik ny tak, by [[& — A, 20, || < €1, gdzie przyjelismy oznaczenie Ay, = ||z,
nastepnie wskaznik ng > ny tak, by H(:L' — Any Ty ) — Any T, H < €9, 7 oznaczeniem
Any = || = Anyan, ||, itd. W rezultacie otrzymamy ciag Ap,, Ap,y, ... 0 wlasnosci

Argpr = H:L‘ = (Ani@ng 4 Any@ny + .. 4 )‘nkxnk)H < &k-

Uzupetijmy go do ciagu A = (A1, A2, Az,...) przez przyjecie zer za brakujace
sktadniki. Wtedy T'(A) = x oraz

A= A < lell+ ) en <l +e.
k=1 k=1

Whnosimy z tej konstrukeji, ze T odwzorowuje (! na cala przestrzen X.

Okreslmy podprzestrzen Y C ¢! jako jadro
Y={xel:T(x) =0}

odwzorowania 1. Wtedy 7' staje sie algebraicznym izomorfizmem ¢'/Y na X.
Ciaglos¢ odwzorowania T gwarantuje, ze Y jest domknieta podprzestrzenia li-
niowa przestrzeni (1. Z powyzszej konstrukeji wynika, ze jezeli T()\) = z, to dla
dowolnego ¢ > 0 zachodzi nieréwnosé¢

I <l + <,
za$ z faktu, ze T jest kontrakcja, wynika nieréwnosc przeciwna
el < I[N

musi zatem by¢ H [A] H = ||lz||. To dowodzi, ze T jest izometria (/Y na X. []
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Produkt przestrzeni

Niech (X%, ||x), & = 1,2,...,n, beda przestrzeniami unormowanymi nad
tym samym cialem (R lub C). produktem (topologicznym) [[;_; Xx nazywamy
produkt kartezjanski zbioréw X z dzialaniami i norma okreslonymi nastepujaco:

((EI,IEZ,.,.,[Ek)—|—($17[E27,,,7$;€) = (x1‘|’$l17$2+51?12,...,:1;k—|—;€),
M1, 22, .. 2p) = (Ar1, Axg, ..., 20k),

n
ICor a2 )] = D el
k=1

1.31. FAKT. Produkt [[}_; Xi przestrzeni unormowanych jest przestrzeniq Ba-
nacha wtedy i tylko wtedy, gdy kazda z przestrzeni X, jest zupelna.

1.32. PRZYKLAD. Przestrzen C'"[a,b] funkeji majacych ciaglte pochodne do rze-
du n wlacznie jest izomorficzna z produktem C" x Cla,b]. Istotnie, funkcja f
jest wyznaczona jednoznacznie przez wektor (f(a), f(a),..., f("_l)(a)> i funkcje

") Mozna w tym celu uzyé¢ wzoru Taylora

ok, g — g\l
f(ﬂsz k,( )(t—a)’“+/ %f(")(s)ds.
k=0 a )

DEFINICIA. Jezeli X jest przestrzenia liniowa oraz Xi, Xs,..., X, takimi jej
podprzestrzeniami, ze

linUXk:X oraz XkﬂZXj:{O}, E=1,2,....n,
k=1 Jj=1
J#k

to X nazywamy algebraiczng suma prosta podprzestrzeni Xj. Kazdy wek-
tor * ma wtedy jednoznaczne przedstawienie x = >.J_  x), gdzie v € Xj,
a odwzorowanie ¢ : (w1,%2,...,2Tn) —> Y p_1 Tk jest algebraicznym izomorfi-
zmem [[;_; Xi na X. Jezeli zalozymy dodatkowo, ze X jest przestrzenia unor-
mowana, to odwzorowanie ¢ jest ciaglte. Gdy jest ono izomorfizmem (topologicz-
nym), to X nazywamy suma prosta (topologiczna) podprzestrzeni Xy, i piszemy
X=X19Xop...0X,.

1.33. ZADANIE. Wykazad, ze przestrzen C[—1, 1] jest suma prosta dwoch swoich
domknietych podprzestrzeni, ztozonych odpowiednio z funkcji parzystych i funkcji
nieparzystych.
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Zadania uzupelniajace

1.34. Dowie$é, ze przestrzen /' ma nieprzeliczalna baze Hamela.

1.35. W przestrzeni Ck(R) ztozonej z funkcji ograniczonych majacych ciagte i
ograniczone pochodne do rzedu k wlacznie wprowadzi¢ tak norme, by stata sie
przestrzenia Banacha.

1.36. Dowies¢, ze przestrzenie LP(R) 1 LP(0,1), 1 < p < oo, sa izometrycznie
izomorficzne.

1.37. Czy przestrzenie L1(0,1) oraz L'(0,1) x L1(0,1) sa izomorficzne?

1.38. Zalézmy, ze X 1Y sa podprzestrzeniami pewnej przestrzeni liniowej. Do-
wies¢, ze przestrzenie (X +Y)/Y oraz X/(X NY) sa algebraicznie izomorficzne.

1.39. Jezeli YV jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni Banacha X, to X/Y
jest przestrzenia Banacha. Odwzorowanie kanoniczne 7 : X — X/Y okreslone
wzorem 7(x) = [x] jest ciagle i otwarte (obraz zbioru otwartego jest otwarty).
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PRZESTRZENIE FUNKCJI
CIAGEYCH

Przestrzenie funkcji ciagtych, obok przestrzeni Hilberta i przestrzeni typu LP,
to podstawowe klasy przestrzeni Banacha. Szczegolne miejsce zajmuja w teorii
aproksymacji 1 teorii szeregéow Fouriera.

Dwa twierdzenia Welerstrassa

Oba twierdzenia méwia o mozliwosci jednostajnej aproksymacji na przedziale
[a,b] funkcji ciagtych wielomianami, pierwsze wielomianami zwyklymi, a drugie
wielomianami trygonometrycznymi.

2.1. TWIERDZENIE WEIERSTRASSA. Kazdq funkcje ciggle na przedziale [a, b]
mozna jednostajnie aproksymowaé wielomianami.

Dowod: Transformacja liniowa

S —a

;=
b—a’

s € [a,b],

sprowadza zagadnienie do przedziatu [0,1]. Tu postuzymy sie dowodem pocho-
dzacym od Bernsteina.

Dla funkcji ciagltej  na przedziale [0, 1] niech x, oznacza jej n-ty Wielo-
mian Bernsteina

n

wa(t) =Y (Z)x(%) (1 — 1)k,

k=0

Pokazemy, ze ciag x, zbiega do  jednostajnie na calym przedziale [0, 1].
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Ustalmy ¢ > 0. Poniewaz funkcja x jest ciagla jednostajnie, wiec dla pewnego
d > 0 nieréwnosc |t — s| < § pociaga |z(t) — xz(s)| < . Korzystajac z tozsamosci

n

Z(Z) th(1 — )" % = 1 tatwo otrzymujemy

=) < 3 (1)

2(t) — x(k )‘tk(l—t)

Jezeli teraz osobno zsumujemy po zbiorze tych wskaznikow k dla ktorych ‘t— %‘ <
0 1 osobno po zbiorze pozostalych to

() = ealt)] <& Y (“) (NI ()tkl—t)

‘t—ﬁ‘<5 ‘t—ﬂ)é

<e+ 52 Z( )( —-) (1 —tynk,

gdzie M = max |z(t)|. Z réwnoéci
01

n

(24) Z(Z)(t_%>2tk(1_t)n—k:t(l—t)

n
k=0

daje to oszacowanie & + 26—]\241 A wiec ‘x(t) — :z:n(t)‘ < 2e jesli tylko n jest
n
dostatecznie duze.

Pozostaje weryfikacja rownosci (2. 4). Najlatwiej mozna ja otrzymac ze wzoréw

zn:( )tk n=k — (1 4 57,

k=0
)
n\,k n—k __ n—1
Z;Q)t SR = (45"
k=0
n kz
Ak n—k _ n—1
Z§<k)ts Lt syt 2L g s
k=0
po podstawieniu s = 1 — ¢, pomnozeniu kolejno stronami przez t2, —2¢ oraz

1 i dodaniu do siebie. Pierwszy ze wzorow, to oczywiscie wzor Newtona, drugi

powstaje z pierwszego przez zrozniczkowanie po zmiennej ¢ 1 pomnozeniu stronami
1 : , .

przez -1, a trzeci w ten sam sposéb z drugiego. []

Drugie z twierdzen Weierstrassa jest odpowiednikiem pierwszego dla wielomia-
néw trygonometrycznych.
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2.2. DRUGIE TWIERDZENIE WEIERSTRASSA. Wielomiany trygonometryczne

ag + Z (ak cos kt + by, sin kt)
k=1

lezq gesto w zbiorze wszystkich funkceji ciggtych okresowych o okresie 21

Dowdd: Zatézmy, ze x jest funkcja ciagla okresowa o okresie 2m. Jezeli x jest
parzysta, to mozemy traktowac ja jako funkcje na przedziale [0, 7] i zamieni¢ na
funkcje y € C[—1, 1] wzorem

y(cost) =x(t), telo,n],

a ta, na mocy twierdzenia Weierstrassa, aproksymowac jednostajnie na wielomia-
nami. Wielomian od cost mozna sprowadzi¢ do postaci wielomianu trygonome-
trycznego parzystego. To rozumowanie dowodzi tezy dla funkcji parzystych. Jeshi
x jest nieparzysta, to funkcja

x1(t) = x(t)sint

jest parzysta, wiec na mocy udowodnionej juz czesci tezy, mozna ja jednostajnie
aproksymowac¢ wielomianami trygonometrycznymi. Wynika stad, ze jesli x jest
funkcja dowolna, to mozliwos¢ jednostajnej aproksymacji wielomianami trygono-
metrycznymi zachodzi w kazdym razie dla funkcji «(¢)sint, a co tym idzie, takze

dla funkeji
x(t)sin’t.

Przyjecie tutaj funkcji :1;(% — t) zamiast x(t) i zamiana zmiennej ¢ na 7 —1

(taka zamiana zachowuje zbiér wielomianéw trygonometrycznych), daje mozliwosé
aproksymacji wielomianami trygonometrycznymi funkeji

z(t) cos* t,

zatem takze funkcji (t) = z(t)sin?t 4+ z(t) cos®>t. [ ]
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Twierdzenie Stone’a

Oba przedstawione wyzej twierdzenia Weierstrassa sa szczegélnymi przypad-
kami znacznie ogolniejszego twierdzenia Stone’a, ktore udowodnimy.

Niech S bedzie zwarta przestrzenia Hausdorffa. Jak wiemy Zbior C(S) jest
przestrzenia Banacha w normie

]l = max]a()]

Zauwazmy, ze w istocie zbior C'(S) ma strukture algebry, wraz z funkcjami «, y
zawiera ich iloczyn xy, nadto [|zy| < ||z||||y]|.- W przestrzeni Cp(S) wszystkich
funkcji ciagtych na S o wartosciach rzeczywistych mozna dodatkowo rozpatrywac
dziatania V 1 A okreslone wzorami

(z Vy)(t) = max{z(l),y(t)},  (z Ay)(t) = min{z(1),y(1)}.

2.3. LEMAT. Niech A bedzie podzbiorem przestrzeni Cp(S) zamknietym na dzia-
tania V i A. Jezeli dane sq x € A oraz e > 0, a dla dowolnych s,t € S istnieje
taka funkcja ysy € A, Ze

‘:1;(3) — ysu(s)‘ < e, ‘x(u) — ySU(u)‘ < e,
to w A istnieje tez taka funkcja y, zZe
‘x(t) — y(t)‘ <&
dla wszystkich t € S,

Dowdd: Oznaczmy przez Usgy, 1 Viy zbiory tych punktéow ¢, dla ktérych odpowied-
nio Yeu(t) < x(t) + € i ysu(t) > x(t) — . Sa to zbiory otwarte, zawierajace oba
punkty s, u. Przy ustalonym w zbiory U, tworza pokrycie przestrzeni zwartej S,
wybierajac z tego pokrycia skonczone podpokrycie {Us,u, Usyu, - - -, Us,u} 1 ktadac
Yu = Ysyu A Ysou * ** A Yspu, otrzymamy funkcje y, € A, spehiajaca warunki

yu(t) < x(t) +e dla wszystkich ¢t €5,

yult) > z(t) —e dla t€Vi= () Viu:
k=1

Wybierzmy teraz z pokrycia przestrzeni S zbiorami V, skonczone podpokrycie
{Viys Vags oo oy Vo } 1 pol0Zmy v = yuy V Yuy -+ V Yy, - Otrzymamy w ten sposob
funkcje y € A spehiajaca obie nieréwnoéci x(t) — e < y(t) < x(t) + e, funkcje
ktérej oczekiwalismy. [ ]
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2.4. LEMAT. Jezeli domknieta podalgebra A algebry Cp(S) zawiera funkcje stalq
1, to jest zamknieta na dziatania V @ A.

Dowdd: Poniewaz
tVy=Satytle—y),  rAy=La+ty—|e—yl),

wiec wystarczy pokazac, ze wraz z funkcja = zbior A zawiera takze funkcje |z|.
Mozemy przy tym dodatkowo zalozy¢, ze ||z] < 1. Wtedy

()] = 1= (1 —a20)) =13 %(1 — )"

n=1

a szereg jest zbiezny na S jednostajnie, zatem |z] € A. []

Mozemy teraz przystapi¢ do dowodu zapowiadanego twierdzenia Stone’a. Us-
talmy przedtem, ze o zbiorze A funkcji na S powiemy, iz rozdziela punkty
przestrzeni S, gdy dla dowolnych dwoch réznych punktow s,t € S istnieje pewna
funkcja « € A, spelniajaca x(s) # ().

2.5. TWIERDZENIE STONE’A. Niech S bedzie zwartq przestrzeniq Hausdorffa
oraz A domknietq podalgebrq algebry C(S). Jezeli A rozdziela punkty S, zawiera
funkeje statq 1 i jest zamknieta na operacje sprzezenia © — T, to A= C(S).

Dowod: Oznaczmy przez Ap zbiér wszystkich funkeji rzeczywistych « € A.
Wtedy Ap jest domknieta podalgebra algebry Cp(S), zawierajaca funkcje 1. Z
lematu 2.4 wynika, ze zbior Ap jest zamkniety na dziatania V i A. Jezeli s,u € 5,
s # u, to y(s) # y(u) dla pewnej funkcji y € A. Poniewaz obie funkcje
Rey=31(y+7), Imy=Z£y-7)

naleza do Ap, wiec Rey(s) # Rey(u) lub Imy(s) # Imy(u), zatem Ap rozdziela
punkty przestrzeni S. Dla kazdej funkcji @ € Cp(.S) i kazdej pary punktéw s, u €
S istnieje taka funkcja ysy € Ap, ze ysu(s) = 2(s), ysu(v) = x(u). Wystarczy w
tym celu w Ap obra¢ taka funkcje y, ze y(s) # y(u) i polozy¢

() 0 () — 2(wu(s)
e TR TR,

7 lematu 2.3 wnioskujemy, ze Ap = Cp(S5), a dalej ze A= C(S5). Dla x € C(S5)
mamy bowiem Rex,Imx € Cp(S) = Ap, zatem # = Rex +ilmz € A. []

Ysu(l) =

UWAGA. Zalozenie w twierdzeniu Stone’a, ze podalgebra A wraz z funkcja «
zawiera takze funkcje sprzezona T jest istotne. Widac to z ponizszego przyktadu.
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2.6. PRZYKELAD. Okrag jednostkowy
T={zeClz| =1}

z topologia odziedziczona z C jest przestrzenia zwarta. Najmniejsza domknieta
podalgebra A C C(T) zawierajaca funkcje x(z) = 1 oraz x(z) = z rozdziela
punkty T. Pokazemy, ze dla funkcji xo(z) = Z zachodzi réwnoéc

dist(xp, A) = 1.
Wielomiany w(z) = ag + a1z + asz? + - 4 ap2" leza gesto w A oraz

27 ) . "
R e A e R R R S
0 k=0

Istotnie

n . n . n n .
‘1}0(6“) N w(eit)‘z —1_ Zakez(k—i—l)t N @e—z(k—l—l)t + Z Z ak%ez(k—r)t7
k=0

k=0 k=0 r=0

a calka fOZﬂ ¢t jest réwna 0, gdy m # 0 oraz réwna 27, gdy m = 0. Z tego
wnosimy, ze dist(xo,.A) > 1. Nier6wno§¢ przeciwna jest oczywista.

Lemat Urysohna
i twierdzenie Tietzego-Urysohna

Pomocnym narzedziem przy konstrukcji funkcji ciaglych na ogolnych prze-
strzeniach topologicznych sa dwa ponizsze twierdzenia. Wynika z nich w szczegol-
nosci, ze gdy S jest przestrzenia topologiczna normalna, to przestrzen C(S) jest
niezdegenerowana.

Pierwsze twierdzenie tradycyjnie nosi nazwe lematu Urysohna i jego dowdd
zamieszczony jest w rozdziale Uzupelnienia ?7?.

2.7. LEMAT URYSOHNA. Jezeli S jest przestrzeniq topologiczng normalng, to dla
kazdej pary Ko, K1 rozlgeznych podzbiorow domknietych S istnieje taka funkcja
cigglta x : S — [0,1], Ze x K, =1.

Ko =0 oraz x
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2.8. TWIERDZENIE TIETZEGO-URYSOHNA. Niech Sy bedzie podzbiorem dom-
knigtym przestrzeni normalnej S. Dla kazdej funkcji cigglej xo @ So — [—1,1]
istnieje przediuzenie ciggle x : S — [—1,1].

Dowéd: Zalézmy, ze |zo(s)] < ¢ < 1 dla s € Sp. Podamy konstrukcje takiego
ciagu x1,x2, ... funkcji ciagltych na 5, ze

en(s)] < L(2)" dla se S

oraz

< ()" dla x€ So.

Poniewaz zbiory Ko = x(;l([—c,—%c]) i Ky = x(;l([%c,c]) sa rozlaczne i
domkniete w Sy, a wiec domkniete w 5, to z lematu Urysohna ?? wynika istnienie
takiej funkeji k : S — [—1,1], ze k|g, = 0 1 k|x, = 1. Latwo sprawdzi¢, ze
funkcja x1(s) = %c (k(s) — %) spelnia zadane warunki. Funkcje x9 konstruujemy

w podobny sposob, przyjmujac xg — x1 W miejsce xg i %c w miejsce ¢, itd.
Szereg Y p- ; ¥ jest jednostajnie zbiezny. Jego suma x jest wiec funkcja ciagla
na S, spetnia warunek |z(f)] < 1 dla s € S oraz x(s) = xo(s) dla s € Sp, jest

zatem poszukiwanym przedtuzeniem funkcji xg.

2.9. WNIOSEK. Niech Sg bedzie podzbiorem domknietym przestrzeni normalnej
S. Kazdg ograniczong funkcje ciggla xo @ So — C mozna przedtuzyé do ograni-
czonej funkcji cigglej x + S — C i to tak, by ||2||occ = ||@0||oo -

Dowéd: Mozemy zatozyé, ze ||ao|loo = 1. 7 twierdzenia Tietzego-Urysohna wy-
nika, ze funkcje Rexg 1 Imxg mozna przedtuzy¢ do ograniczonych funkcji rzeczy-
wistych na S. Nazwijmy je y; oraz ya i potdézmy y = max{1l, |y; +iy2|}. Funkcja
= (y1 +1y2)/y ma zadana wlasnos¢, gdyz y|s, = 1.
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Twierdzenia o najlepszej aproksymacji

2.10. TWIERDZENIE KOLMOGOROWA. Niech S bedzie zwartq przestrzeniq
Hausdorffa oraz W domknietq podprzestrzeniq liniowq przestrzeni C(S). Ustalmy
funkeje xg € C(S) oraz wog € W i oznaczmy

So={t e S:|zo(t) — wo(t)| = [|wo — wollo }-

Funkcja wgy najlepie; w W aproksymuge funkcje xo w normie jednostajnej wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdej funkeji w € W zachodzi nieréwnosé

(2.5) {2}5% Re (zo(t) — wo(?)) w(t) < 0.

Dowdd: Niech na razie Sy bedzie dowolnym niepustym podzbiorem domknietym
S. Pokazemy, ze wlasnoé¢ (2.5) pociaga

dist(xo, W) > {2}5% ‘xo(t) — wo(t)‘.

Przyjmujac za S zbior okreslony w twierdzeniu, otrzymamy wtedy dist(xg, W) >
||xo — wol|o, a wiec, ze wg najlepiej w W aproksymuje .

Zalézmy nie wprost, ze dist(zg, W) < minieg, ‘xo(t) — wo(t)‘ a wiec, ze

dist(xo, W) < ||lz0 — wil|eo < {gén ‘xo(t) — wo(t)‘
0]

dla pewnej funkeji wy € W, wtedy
‘xo(t) — wl(t)‘ < ‘xo(t) — wo(t)‘
dla wszystkich ¢t € Sp, a przyjmujac w (2.5) za w funkcje w; — wo otrzymamy
ReM(wl —wp) = |rg — w0|2 — RGM(:L'O — wy)
> |vo — wol* — |vo — wo |xo — w1

= |$0 — w0|<|x0 —w0| — |$0 — w1|> >0

na Sp, co stol w sprzecznosci z (2.5).

Dowdd w druga strone takze przeprowadzimy nie wprost. Zatézmy wobec tego,
ze

{gg%Re (xo(t) — wo(t)) wi(t) =a >0
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dla pewnej funkeji wy € W. Wybierzmy w S zbior otwarty U D Sy tak, aby

Re (2o(t) — wo(t)) wi(t) >

N R

dla t € U i oznaczmy

|20 — wolleo — trensa\% ‘xo(t) — wo(t)‘ =b>0.

Jesli przyjmiemy

. a b
(S:mln{ﬁ?%},

gdzie ¢ = ||wi||oo, Oraz we = wo + dwr, to dla t € U spelniona jest nieréwnoécé
2
|z0(t) = wa(1)|” < Jlzo — woll5s — 20 Re (wo(t) — wo(t)) wi(t) + 67 [Jwn |3
)
< leo — woll3 — 5

adlat e S\ U nieréwnosé

N | o~

|zo(t) — wa(t)| < Jwo(t) — wo(t)] + 6 lwi]loo < [|zo — wolloo —

To oznacza, ze
[0 — waloo < [Jz0 — woll
tj., ze funkcja wo daje lepsza aproksymacje xg niz funkeja wg. [ ]
Ze wzgledu na liczne zastosowania praktyczne, szczegolnie waznym przypad-
kiem twierdzen o najlepszej aproksymacji jest ten, w ktérym S jest domknietym

przedzialem na prostej, zas W zbiorem wielomiandéw nie przekraczajacych usta-
lonego stopnia. Udowodnimy:

2.11. TWIERDZENIE. Dla kazdej funkeji xo € Cla,b] posrod wielomianow stop-
nia nizszego niz n dokladnie jeden wielomian wq lezy nagblizej xo. W tym przy-
padku zbior

So = {t € [a,b]: ‘xo(t) — wo(t)‘ = ||xo — w0||oo}

ma przynajmniej n + 1 elementow.

Dowdd: Przestrzen W wielomianéw stopnia nizszego niz n ma wymiar n, a wie-
lomianu wq, najblizszego xg, wystarczy szukaé w zbiorze

{we W lwlle < 2lzolloo},
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ktory jest zwarty. Funkcja ||xg — w]|eo jest ciagla, osiaga wiec na nim swdj kres
dolny. To dowodzi istnienia wq. Takze zbior Sy zawiera przynajmniej n + 1 ele-
mentow, w przeciwnym przypadku w zbiorze W moglibysmy wskaza¢ wielomian
wy, dla ktérego

wl(t) = xo(t) — wo(t), t € Sy

i po wstawieniu wy do (2.5) w miejsce w otrzymaliby$my

2

in R t) — [ t) = mi t) — [ 0.
min Re (20(t) — wo(t)) wi(t) = minfeo(t) — wo(t)[” >
Dodajmy, ze jesli So = {t1,12,...,tmy1} oraz m < n, to za w; mozna wybraé

m-ty wielomian interpolacyjny Lagrange’a dla funkcji z¢g — wyg

Tt :1;0 (t) — wo(tk)) _ m+l
z:: t_tk ') gdzie (1) = kl;[l(t_tk)'

Do dowodu pozostaje jedynosé wielomianu wy. Gdy wielomiany wy i wj ze
zbioru W daja najlepsza aproksymacje funkeji g, to daje ja tez wielomian

1Ly, 1 p

W zbiorze So punktéow ekstremalnych funkeji zg — wo wybierzmy n + 1 punk-
téw t1,t2, ..., tht1. Mamy wtedy wo(tx) — wo(ty) = d et dla d = dist(xo, W) i
pewnych liczb rzeczywistych si1,s9,..., s,4+1. Poniewaz

‘xo(tk) — w()(tk)‘ <d, ‘xo(tk) — wg(tk)‘ <d
dla k=1,2,...,n+ 1, wiec z okreslenia (2.6) wynika, ze
zo(ty) — wo(ty) = zo(ty) — wy(ty) = d e,

t]. w()(tk) wy(ty)=0dlak=1,2,....n+1,a poniewaz' niezerowy wielomian
w W nie moze mieé¢ wiecej niz n zer, wiec musi by¢ wjy = wjj. []

Mimo, ze w klasie wielomianow stopnia nizszego niz n, jak wida¢ z twierdzenia
2.11, wielomian wg najlepiej aproksymujacy ustalona funkcje xp na przedziale
[a,b] jest jedyny, nie jest znany zaden algorytm pozwalajacy wyznaczy¢ wq. Jest
bardzo niewiele przyktadéw, w ktorych wg mozna wskazaé¢ konkretnie. Oto jeden
z nich.
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2.12. PRZYKLAD. Pokazemy, ze na przedziale [—1, 1] poéréd wielomianow stop-
nia nizszego niz n najlepiej aproksymujacym jednomian t" jest wielomian (stopnia
n—2)

(2.7) wo(t) =t" — Ty(t),
gdzie T, jest n-tym wielomianem Czebyszewa

To(t) =1, Tu(t) = %Cos(narccost), n=1,2,3....

Wykresy funkeji cos(narccost) dla n=0,1,2,3,4,5.

Kolejne wielomiany Czebyszewa maja posta¢ To(t) = 1, Ti(t) = t, Ta(t) =

12— %, nastepne mozna latwo wyznaczy¢ ze wzoru rekurencyjnego

To(t) = tToo1(t) — 1 Tho(t) dla n=3,4,5,...,

zatem T3(t) = 3 — %t, Ta(t) = t* — %tz + %, itd. Wida¢, ze w istocie T,, jest
wielomianem stopnia n ze wspotczynnikiem przy najwyzszej potedze réwnym 1,
zatem funkcja wo, okreslona wzorem (2.7), jest wielomianem stopnia n — 2.

Zbior Sy punktow ekstremalnych funkcji zg — wg = T,, skltada sie z liczb
km
1, = arccos <—>, E=0,1,2,...,n.
n

Gdyby wg nie byl wielomianem optymalnym, to na mocy twierdzenia Kolmogo-
rowa mielibysmy
: k

min (—1)" Rew({g) >0

oo (=1) (k)
dla pewnego wielomianu w stopnia nizszego niz n. Wielomian Rew musialby
wtedy zmienia¢ znak w kazdym z przedziatéw (ty,tx11), a taki wielomian musi
miec¢ stopien przynajmniej n.
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2.13. ZADANIE. Dowies¢, ze posrdéd wielomiandéw stopnia nizszego niz n wie-
lomian wgy najlepiej przybliza funkcje rzeczywista z9 € Cla,b] wtedy i tylko
wtedy, gdy sam jest rzeczywisty a w przedziale [a,b] mozna tak wybrac¢ podzbiér
1 < ta < -+ < tpg1, zwany alternansem, ze funkcja btedu zg — wy przyj-
muje na nim na przemian wartosci ||zo — wolleo oraz —||xo — wo||ec (niekoniecznie
rozpoczynajac od wartosci dodatniej).

Przedstawimy jeszcze jeden przyklad najlepszej aproksymacji funkcji przez
wielomiany. Przyktad ten pochodzi od Bernsteina, mozna go znalez¢é w wielu pod-
recznikach 1 monografiach z teorii aproksymacji, wymaga jednak znajomosci dosé
zaawansowanych technik teorii funkcji zmiennej zespolonej. Ponizsza prezentacja
jest dluzsza, za to elementarna.

2.14. PRZYKLAD. Znajdziemy wielomiany najlepiej aproksymujace jednostajnie

na przedziale [—1, 1] funkcje xo(t) = — gdzie a jest ustalona liczba rzeczywi-
a_

sta, wicksza niz 1.

Ustalmy n = 0,1,2,... i rozwazmy funkcje yy, : [—1, 1] — C okreslona wzorem

z—a
yn(t)zznl—ozz7
gdzie z = t+1V1 —t? oraz o = a—Va*> — 1. Poniewaz |z| = 1, wiec 12__;; =1

oraz
7 — _(1+a2)t—2a_at—1

R = =
el—az 1 —2at 4+ a? a—1

= (a2 — Dao(t) — a.

Wynika stad, ze ‘yn(t)‘ =1 oraz

a” a 1
az—lRey"(t): +

a? —1 a

Z—Q

J}O(t)_ Re <1 _an2n>
(2.8) ) 1 — =
— a? — 1 + az_lRG(Z—Oé)<1—|—ogz_|_”‘_|_oén—1zn_1>‘

Poniewaz Re z¥ = cos(karc cost) = 2871 T.(1) jest wielomianem Czebyszewa stop-

n

nia k, wiec xg— Rey, jest wielomianem stopnia n, ktory oznaczymy przez

a?—1
wy,. Ze wzoru (2.8) otrzymujemy wo(t) = a2a_1 oraz
(2a)n~! 1 &
2.9 anlt) = L0 4 S et

dlan=1,2,3,....
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Twierdzimy, ze sposrod wszystkich wielomianow stopnia < n to wlasnie wie-
lomian w, daje najlepsza aproksymacje funkcji xg. By tego dowies¢, wystarczy
dla funkcji bledu o — wp = 53— Reyy wskazac alternans dlugosci n + 2.

Dla v = arg z = arccost oznaczmy

Z—

p(u) = arg 1

: ) :
— .= arg(e" — a) —arg(; — ™).

Wida¢ (patrz rysunek), ze ¢(u) rosnie od 0 do 7 na
przedziale [0,7]. Dlatego argyn(cosu) = nu + p(u)
roénie od 0 do (n 4 1) na tym przedziale i mozna
wskazac takie punkty

O=wuy<ur <ug <+ <Upy1 =T,
dla ktérych argyn(cosuy) = km, k = 0,1,2,...,n 4+ 1, tj. ynp(cosuy) = (—1)".

Stwierdzamy zatem, ze uklad punktéw cos up41,cos Uy, ..., cosug jest szukanym
alternansem funkcji xg — wy,.

Kolejne funkcje btedu dla a = % 1n=0,1,2,3,45.

Zadania uzupelniajace

2.15. Dla n = 0, 1, 2, 3, 4 obliczy¢ n-ty wielomian Bernsteina funkcji x(t) =
cos Tt.

2.16. Czy potrafisz wskazac¢ konkretny ciag wielomianéw zbiezny jednostajnie do
funkcji x(t) = cos wt na przedziale [0,1] 7

2.17. Obliczyé n-ty wielomian Bernsteina funkcji: (¢) = t%, x(t) = 3.
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2.18. Uogolni¢ wzor na n-ty wielomian Bernsteina dla funkcji okreslonych na
dowolnym przedziale [a,b].

2.19. Dowiesc, ze jezeli przestrzenie topologiczne normalne S7 i S2 sa homeomor-
ficzne, to C(S7) i C(S2) sa izometrycznie izomorficzne. Wykaza¢ na przykladzie,
ze twierdzenie odwrotne nie zawsze jest prawdziwe.

2.20. Niech X bedzie najmniejsza domknieta podprzestrzenia przestrzeni C'(R)
zawierajaca wszystkie ograniczone funkcje jednostajnie ciagte. Czy X = C(R) ?



ROZDZIAL III

PRZESTRZENIE HILBERTA

Przestrzenie unitarne

Przestrzeniag unitarng nazywamy przestrzen liniowa H nad ciatlem C liczb
zespolonych wraz z zespolona funkcja ( , ) okreélona na H X H i majaca naste-
pujace wlasnosci:

(1) (@, 2y >0 dla © € H oraz (x, x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0.

2) (x,2) >0 dlazeH.

3) (x+y, z) =(x,z) + (y, z) dla x,y,z € H (addytywnosc).

4) (Ax, y)y = Mz, y) dla A € C, z,y € H (jednorodnosé).

5) (y, z) = (z, y) dla z,y € H (hermitowskos¢).

Funkcja ( , ) nosi nazwe iloczynu skalarnego w #H. Norme w przestrzeni
unitarnej H okreslamy wzorem

(
(
(
(

Jz]| = v/{z, ).
Przestrzen zupelna w normie || || nazywamy przestrzenia Hilberta.

3.1. PRZYKEAD. Na przestrzeni C" funkcja ( , ) okreslona wzorem
n
<$, y> = Z Tk Yk
k=1
gdzie © = (x1,22,...,2n), ¥ = (Y1,Y2,-.-,Yn), jest iloczynem skalarnym. Prze-
strzen C" ma skonczony wymiar, jest zatem przestrzenia Hilberta. Jest to dobrze
nam znana przestrzen euklidesowa.

3.2. PRZYKLAD. Takze przestrzen £ z iloczynem skalarnym

o0

<$, y>:Z$ky_k

k=1

jest przestrzenia Hilberta. Zauwazmy, ze |z Ui| < % |z |2 + % lye]?, a wiec szereg
powyzszy jest bezwzglednie zbiezny.
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3.3. PRZYKLAD. Przestrzen C([O, 1]) z iloczynem skalarnym

(e ) = / (1) (1) dt

jest przestrzenia unitarna. Nie jest jednak przestrzenia zupelna w normie

e = ([ o ar) "

Po uzupelnieniu otrzymamy przestrzen Hilberta L2<[0, 1]) funkcji catkowalnych
z kwadratem w sensie Lebesgue’a na przedziale [0, 1].

3.4. PRZYKLAD. Zamiast przestrzen L? ([0, 1]) z poprzedniego przyktadu mozna
bada¢ bardzo ogdlna klase przestrzeni L?(Q,B,p), gdzie (9, B, 1) jest dowolna
przestrzenia miarowa o-skonczona. Sa to wszystko przestrzenie Hilberta a iloczyn
skalarny ma postac

(e ) = /Q o(1) y0) diu(1).

Kazda z wezesniejszych przestrzeni mozna zrealizowac jako szczegdlny przypa-
dek przestrzeni L2(), B, ). Przestrzen C* otrzymamy biorac Q = {1,2,...,n},
za B o-cialo wszystkich podzbioréw € a za p miare liczaca ilos¢ elementow
zbioru; przestrzen (? biorac @ = N a B i u jak wyzej, za$ L2<[0,1]> biorac
Q2 =10,1], za B o-cialo wszystkich podzbioréw borelowskich [0,1] a za g miare
Lebesgue’a na [0, 1].

3.5. PRZYKEAD. Podamy jeszcze jeden wazny przyklad przestrzeni Hilberta.
Oznaczmy przez H? zbiér wszystkich tych funkcji holomorficznych f na dysku
jednostkowym D = {z € C: |z| < 1}, dla ktoérych

1= ( soo o= [T lreenfa) <

ogr<1 27 Jo

Pokazemy, ze przestrzen H? jest zupela i mozna w niej tak wprowadzié iloczyn

skalarny ( , ), by [|f]| = /{f, [)-

Jak wiadomo, kazda funkcje f holomorficzna na D mozna przedstawi¢ w po-
staci zbieznego szeregu potegowego

flz) = Zan 2",

n=0
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Mamy wtedy
— ‘f(re’t)‘ dt = Pt an@—/ "Rt = " fan .
2 0 n=0 k=0 27 0 n=0
Wyrazenie supgg, 1 w definicji normy || || mozna wiec zastapi¢ przez lim, -
otrzymujac

00 1/2 00 1/2
= (i Sormilt) = (k)

n=0

Oznacza to, ze przestrzen H? jest izometrycznie izomorficzna z przestrzenia (2

) p J Yy p a )
jest zatem przestrzenia Hilberta a iloczyn skalarny do niej mozna przeniesc z
przestrzeni 2, Otrzymujemy

2 ) '
(f,9)= Tlim — f(r ey g(ret)dt.

Podamy teraz kilka prostych twierdzen o przestrzeniach unitarnych.

3.6. TWIERDZENIE PITAGORASA. Jesli {z, y) =0, to ||z +y||* = [|=z]]* + ||ly]|*

Dowéd: Korzystajac z wlasnosci (2) — (4) iloczynu skalarnego otrzymujemy

le +yl* = (@ +y, @ +y) = (2, @) + (&, y) + (2, y) +{y, y) =
= [l + lyl*. [
W interpretacji geometrycznej kat o, utworzony przez
wektory z 1 y, to kat przy wierzchotku 0 tréjkata o bo-

kach dtugosci ||z, ||y|| i || — vy, zatem na mocy twier-
dzenia cosinusow

e = yll* = = l* + lyll* = 2 [«]l y]l cos .
7, drugiej strony, z definicji iloczynu skalarnego, otrzymujemy
lz = ylI* = ll[I* + lyll* — 2 Re(z, y).
Poréwnanie tych wielkosci daje nastepujaca interpretacje kata «:

Re(z, y)
]| |yl

W interpretacji tej trojkat, rozpatrywany w twierdzeniu Pitagorasa 3.6, to
tréjkat prostokatny.

COS @ =
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3.7. NIEROWNOSC SCHWARZA. Dla dowolnych x,y € H zachodzi nierownosé

(2, )] < [l lyll-

Dowéd: Dla y = 0 nieréwnosé jest oczywista, dla y # 0 za$ wynika bezposrednio
z nieréwnosci

0<(z— Ay, @ — Ay) = [lz)]* = Xz, y) — Az, y) + [AP|yll°,

jesli podstawi¢c A = <|T’||Z> []
)

7 nieréwnosci Schwarza latwo wynika, ze funkcjonal ||z|| = /(x, ©) istotnie
jest norma w H. Mamy bowiem

le + ylI* = lel® + lyll® + 2Rez, y) <

2
el + gl + 210l llyll = (el + [vl)

co dowodzi podaddytywnosci normy. Pozostale postulaty normy sa spelnione w
sposob oczywisty.

7Z nieréwnosci Schwarza wynika tez, ze iloczyn skalarny ( , ) jest ciagly jako
funkcja dwéch zmiennych. Rzeczywiscie, jezeli z,, — 2 1 y, — y, to

[(ens ) = (2 )] < llan = 2yl + 2 lyn = wll + lon = 2]l lyn =yl = 0.

3.8. WZzOR POLARYZACYINY. Dla dowolnych x,y € H zachodzi réwnosé

1 . . . .
(o, y)= 2z +yl* = lle = yll* +ille +aiyll® —ille —ayl*). [

W rzeczywistej przestrzeni Hilberta wzor polaryzacyjny przyjmuje postac
(2, y) = 3l + I = 1= = yII?).
3.9. ROWNOSC ROWNOLEGLOBOKU. Dla dowolnych x,y € H zachodzi rownosé
le + yll* +lle = yl* = 2|«[I* + 2 lylI*. [
Nazwa ,,réownos¢ rownolegtoboku” pochodzi od znanego twierdzenia geometrii

mowiacego, ze suma kwadratow dtugosci przekatnych réwnolegtoboku jest réwna
sumie kwadratéw dlugosci jego bokow.

Réwnosé rownolegltoboku charakteryzuje przestrzenie unitarne, mianowicie:
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3.10. ZADANIE. Jezeli w przestrzeni unormowanej X réwnosé¢ réwnolegloboku
zachodzi dla kazdej pary wektoréw, to wzor polaryzacyjny 3.8 okresla w niej ilo-
czyn skalarny zgodny z norma, tzn. ||z|| = +/(z, x), zatem X jest przestrzenia
unitarna.

Twierdzenia o najlepszej aproksymacji

Twierdzenia, ktore teraz udowodnimy, dotycza centralnych zagadnien teorii
optymalizacji w przestrzeniach Hilberta.

Przedtem przypomnijmy, ze podzbior W przestrzeni liniowej jest nazywany
wypuklym, gdy wraz z kazdymi dwoma punktami x i y zawiera caly odcinek

{(1—)\):1;—|—)\y:0<)\<1}
taczacy te punkty.
3.11. TWIERDZENIE (O NAJLEPSZEJ APROKSYMACII). Niech H bedzie prze-

strzeniq Hilberta oraz W jej domknietym podzbiorem wypukiym. Dla kazdego xg €
H istnieje dokladnie jeden taki element wo € W, Ze

(3.10) |0 — wol| = dist(xg, W) = wlglf/}/ ||xo — w]|.

Dowéd: Oznaczmy d = dist(xg, W) i wybierzmy w zbiorze W taki ciag {wy}, ze
||xo — wn|| = d. Pokazemy, ze jest to ciag zbiezny do pewnego elementu wg € W'.
7 réwnosci rownolegloboku mamy

2

e — ] = 270 — wall® + 2 [0 — el 4[| (e + o) — 0]
Poniewaz %wn + %wm e W, wiec ||(%wn + %wm) — x9|| = d, stad
Jan — wm | < 220 — wall* 420 — ] — 4.

Prawa strona tej nieréwnosci dazy do zera, gdy n,m — oo. Oznacza to, ze {wy}
jest ciagiem Cauchy’ego w H, jest zatem zbiezny do pewnego elementu wqg. Z
domknietosci zbioru W wnosimy, ze wg € W'.

Jest oczywiste, ze ||xo — wol| = d. Jedli réwnosc taka jest spelniona dla dwéch
elementow w(, wy € W, to przyjmujac jako ciag {wy} ciag {wg, wf, wj, wy,. ..},
ktéry musi byé zbiezny, otrzymujemy wf = wf. [ ]

Twierdzenie o najlepszej aproksymacji istotnie wyrdznia przestrzenie Hilberta
sposrod przestrzeni Banacha. Ilustruje to nastepujacy przyktad:
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3.12. PRZYKLAD. Ustalmy niezerowy wektor y = (y1,y2,...) € {* i okreslmy
funkcje ¢ : {1 — C wzorem

o0

pla) = an Yn, gdy x=(z1,22,...).

n=1

Jest to funkcja liniowa 1 ciagla, liniowos¢ jest oczywista, a ciaglos¢ wynika z nie-
réwnosci |p(u) — (v)| < ||lu — v||1 ||y]|co; zatem zbior

(0.0]
W:{xeﬁl:z:pnynzl}
n=1
jest wypukly i domkniety w (!, Zbadamy czy w W istnieja wektory o najmniejszej
normie.

Dla wektora y = (1,1,...) otrzymujemy

(0.0]
W:{xEEI:anzl}
n=1
ijesliz € W to |||t = Dopey |2n| = Doreq @n = 1; wiec wektorem o najmniejszej
normie jest kazdy wektor € W, dla ktorego x,, > 0, n = 1,2,..., np. kazdy
wektor postaci @ = (A, 1 — A,0,0...), 0 < A < 1. W zbiorze W istnieje zatem
nieprzeliczalnie wiele wektoréow o najmniejszej normie.

Przyjmijmy teraz y = (1,2,3,...), wtedy
(0.0]
— 1. n —
W—{:L'Eﬁ .Zn+1xn—1}.
n=1
Zauwazmy, ze kazdy z wektorow "T"Hen, n = 1,2,..., gdzie e, jest wektorem

[ enll =

, wiec dist(0,W) < 1. Jednak w zbiorze W nie ma wektoréw o normie 1,

en =(0,...,0,1,0,...) z jedynka na n-tym miejscu, lezy w W oraz |
ntl

n

gdyz
o0 o0 o0
n n
n— n—= n—

Ogolnie dist(0, W) = 1/||yllsc, a odpowiedz na pytanie, czy w W istnieja
wektory o najmniejszej normie, zalezy od licznosci zbioru {n € N : |yn| = ||y]|oc} -
Jezeli jest to zbior pusty — jak w drugim przypadku — to w zbiorze W nie ma
wektoréw o najmniejszej normie; jezeli jest jednoelementowy, powiedzmy postaci
{no}, to w W istnieje dokladnie jeden wektor o najmniejszej normie, jest nim
wektor en,/yn,, a jezeli posiada wiecej niz jeden element — jak w przypadku
pierwszym — to w W jest nieprzeliczalnie wiele wektorow o najmniejszej normie.
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3.13. TWIERDZENIE. Wektor wg € W ma wlasnosé (3.10) z twierdzenia o naj-
lepszej aproksymacji wtedy 1 tylko wtedy, gdy

Re(zo — wo, wo —w) >0
dla wszystkich w € W.

Dowéd: Zalézmy, ze ||xo — wo|| = infyew ||xo — w|| i niech w bedzie dowolnym
elementem zbioru W . Poniewaz (1 — A)wg + Aw € W dla A € [0, 1], wiec funkcja

g(A) = H:L'o — (1= XNwo — )\wHZ

= ||xo — w0||2 + 2ARe({xg — wo, wo — w) + )\2||w0 — w||2

przyjmuje na przedziale [0, 1] najmniejsza wartos¢ w punkcie A = 0, musi zatem
by¢ ¢'(0) > 0. To dowodzi postulowanej nieréwnosci Re{xg — wp, wg — w) > 0.

7 drugiej strony nieréwnos¢ powyzsza pociaga ¢(0) < ¢(1), czyli ||ao — wol| <

lwo = wll. ]

Twierdzenie to ma nastepujaca interpretacje geometryczna: zbiér tych wekto-
row x w przestrzeni H, dla ktorych

Re(zo — wo, ©) = Re{xg — wo, wo) = ¢

tworzy hiperplaszczyzne przechodzaca przez punkt wg (i normalna do wektora
xo — wo ). Hiperplaszczyzne taka nazywamy podpierajaca zbiér W w punkcie
wo, bowiem Re(xg — wo, wo) = ¢ oraz Re(wp — wo, w) < ¢ dla wszystkich w € W
(zbior W styka sie z hiperplaszczyzna, ale lezy tylko po jej jednej stronie).

3.14. WNIOSEK. Jezeli W jest domknietq podprzestrzeniq liniowq przestrzeni
Hilberta H, to wektor wo najlepiej sposrod wszystkich wektorow W aproksymuge
wektor xg € H wtedy i tylko wtedy, gdy {(xo — wo, wy =0 dla wszystkich w e W.

Dowéd: Poniewaz wektor wo + (g — wo, w)w takze nalezy do W, wiec z twier-

dzenia 3.13 otrzymujemy —‘(:1;0 — wo, w>‘2 >0, czyli {xg —wp, w) =0. []

Aby obliczy¢ odlegltos¢ wektora x od domknietej podprzestrzeni Hy prze-
strzeni Hilberta nie zawsze potrzebna jest znajomosé wektora najlepiej w Hop
aproksymujacego wektor =. Pokazemy jak mozna ja obliczy¢ postugujac sie poje-
ciem wyznacznika Gramma.
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DEFINICJA. Wyznacznikiem Gramma G/(x1, 29, ..., xy,) ukladu wektoréw w1, xa, ...

przestrzeni unitarnej H nazywamy liczbe
G(xy,22,...,2,) = det {<$Z, xj>}1<i,j<n‘

3.15. LEMAT. Niech x1,x9,...,xy, bedzie ukladem wektorow przestrzeni unitar-
nej H i niech Hn—1 oznacza podprzestrzen liniowqg w H rozpietq na wektorach
1,22, ...,Tn_1. Wiedy

Gy, 2, xn) = Ga, 2o, ., 2n-1) - dist(:lﬁn,Hn_1)2.

Dowod: Zauwazmy na wstepie, ze zalozenie zupelosci przestrzeni H nie jest nam
potrzebne. Cata ,akcja” odbywa sie w podprzestrzeni H,, = lin{x1,z2,...,2,},
a ta, jako skonczenie wymiarowa, jest zupelna.

Zalozmy, ze wektor w, najlepiej w przestrzeni H,—1 aproksymujacy wektor
Ty, ma postac w = Ay 1+ Az +... Ap—12n—1. Odejmujac od ostatniego wiersza
macierzy

(1, 1) ... (&1, Tp_1) (x1, xn)

(Tn—1, 21) oo {Tn—1, Tu—1)  (Tn-1, Tp)
(tn, 1) ... {@n, Tn_1) (Tn, Tn)
(ktorej wyznacznikiem jest G(xy, x2,...,xy)) kombinacje liniowa pozostatych wie-
rszy, ze wspolczynnikami wynoszacymi odpowiednio Ay, Aa, ..., Ap—1, otrzymamy
macierz, ktérej wyznacznik sie nie zmieni, a ostatni wiersz przyjmie postac

(tp —w, x1) ... (tn—w, xp_1) (@n—w, Tn).

7 wniosku 3.14 wynika, ze (x, —w, ) = 0 dla kazdego = € H,_1, zatem w istocie
wiersz ten przyjmie postac

0 ... 0 (ap—w, xn).
Postepujac podobnie z ostatnia kolumna, tym razem odejmujac od niej kombina-
cje liniowa pozostatych kolumn ze wspotczynnikami Ai, Ao, ..., A1 otrzymamy
macierz
(1, x1) ... (@1, ¥p-o1) 0
(tn—1, 1) ... (Tp_1, Tn_1) 0
0 (xp, —w, xp — w)

o wyznaczniku wynoszacym G(z1,22,...,2n—1) " ||[2n —wl|/?. []

,l’n
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3.16. FAKT. Dla dowolnych wektorow x1,x2, ..., x, przestrzeni unitarnej zacho-
dzi nierownosé G(x1,x2,...,xn) = 0, przy czym G(xy,29,...,2,) = 0 wtedy i
tylko wtedy, gdy wektory te sq liniowo zalezne.

Dowdd: Przyjmujac Ho = {0}, z lematu 3.15 otrzymujemy
n
Gy, 29,...,2n) = H dist(z, Hr_1)?,
k=1

wiec G(xy,22,...,25) = 0. Wektory x1,x9,..., 2, sa liniowo niezalezne wtedy i
tylko wtedy, gdy kazdy skladnik powyzszego iloczynu jest rézny od zera. [ ]

Liczbe /G(x1,22,...,v,) mozemy interpretowaé jako (n-wymiarowa) obje-
tos¢ rownolegloscianu rozpietego na wektorach xq,x2,...,x,. Istotnie, objetos¢
ta V(x1,22,...,2y) jest iloczynem pola podstawy réwnolegloscianu i jego wy-
sokosci, podstawa jest rownolegloscian rozpiety na wektorach x1,z2,...,2,-1 a
wysokoscia odleglos¢ wierzchotka z,, od hiperplaszczyzny podstawy, zatem

Vel xa,. . xn) = V(e xa, .. an—1) - dist(@n, Hn—1),
a w konsekwencji V(z1,22,...,2n) = [ dist(zg, Hp_1).
Natychmiastowa konsekwencja lematu 3.15 jest nastepujace twierdzenie:

3.17. TWIERDZENIE. Niech x1,x9,...,T, bedzie liniowe niezaleznym ukiadem
wektorow przestrzent unitarnej H i niech Hy oznacza podprzestrzen liniowq w H
rozpietq na tych wektorach. Dla dowolnego wektora x € H zachodzi réwnosé

dist(a, Hn) = \/G(l‘l,wz,...,l’n,l')‘ []

Gy, x2,...,2n)

3.18. PRZYKEAD. Obliczymy odlegloé w L%(0,1) jednomianu " od podprze-
strzeni ‘Hy—1 wszystkich wielomianéw stopnia nizszego niz n, tj. podprzestrzeni
rozpietej na jednomianach 1, ¢, ..., "', Latwo sprawdzamy, ze

=
i+ +1J)ogij<n’

G(l,t,...,t"):det{

zatem ze wzoru wyznacznikowego Cauchy’ego (patrz ?7)

wo Higili=3)* (1120 - ! P
G(L,t,...,1") = IL;Gi+7+1) T+ D) (42 204+ D)
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stad na mocy twierdzenia 3.17

dlst(tn77-[n_1) — [nl]4 ' _ 1

@)l @n+ ey (2:) '

3.19. ZADANIE. Niech x1,x2,...,2, bedzie dowolnym ukltadem funkcji z prze-
strzeni L%(R). Dowiesé, ze wyznacznik Gramma

G(xy,22,...,2,) = det {<$Z, xj>}1<i,j<n

tego uktadu mozna wyrazi¢ w postaci

2
dty dity ... dty,.

= det {wi(tj)}1<i,j<n

G, 22,...,2n) = i/

Ortogonalnos¢

Dwa wektory x, y przestrzeni unitarnej H nazywamy ortogonalnymi je-
zeli (x,y) = 0. Gdy kazdy element zbioru A C H jest ortogonalny do kazdego
elementu zbioru B C H, to powiemy, ze zbiory te sa ortogonalne do siebie. Orto-
gonalnos¢ wektoréw bedziemy oznacza¢ x L y a zbioréw A L B. Jezeli {z} L A,
to piszemy © L A.

Z liniowoscl i ciaglosei iloczynu skaranego tatwo wyprowadzié, ze wektory or-
togonalne do zbioru A tworza domknieta podprzestrzen liniowa w H. Bedziemy
ja oznaczaé¢ AL i nazywaé dopelnieniem ortogonalnym zbioru A.

3.20. TWIERDZENIE (O ROZKLADZIE ORTOGONALNYM). Jezeli Ho jest dom-
knietq podprzestrzeniq liniowq przestrzent Hilberta H, to kazdy wektor x € H
mozna przedstawié, i to dokladnie na jeden sposdb, w postaci

x=uwx1+x9, gdzie x1 € Hp, 22 € H(J)‘.
Dowdd: Jezeli € ‘H, to w podprzestrzeni Hg — na mocy twierdzenia o najlep-
szej aproksymacji 3.11 — jest taki wektor zq, ze
||x — o] = dist(x, Ho).

Wykazemy, ze wektor o1 = @ —xg lezy w H(J)‘, tzn., ze (x1, y) = 0 dla wszystkich
y € Hop.
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Obierzmy X = (1, y)/||y||*. Poniewaz xo+ Ay € Ho, wiec ||z — (zo+ Ay)|| >
dist(x, Ho), a zatem

0 < o — (w0 + Ay)lI* = o — woll = ler = Ayll® — [|a]* =

— X1, y) — Aen, gy + APy

Podstawiajac przyjeta wartos¢ A dostajemy —|(x1, ¥)|?/|ly]|> = 0, a w konse-
kwencji (x1, y) = 0.

Do udowodnienia pozostaje jednoznacznosc rozktadu. Przypusémy, ze mamy
jeszcze rozkltad @ = x4+, vy € Ho, 2] € H(J)‘. Wowczas xo+x1 = xf+a), czyli
xo — v, = v1 — x|. Wektor z lewej strony réwnosci lezy w podprzestrzeni Ho, a
wektor z prawej w H(J)‘;jednak Ho ﬂ?—[é‘ = {0}, co oznacza xg—af = x1—a) =0,
lub inaczej xo = af i v1 = ). []

3.21. WNIOSEK. Dla podzbioru A C H zbior (AL)L jest najmniejszq domknigtq
podprzestrzeniq liniowqg w H zawierajgeq A.

Dowdd: Nalezy wykazac, ze jezeli Hg jest domknieta podprzestrzenia liniowa w H
oraz Ho D A, to takze Ho D (AL)L. Jest tak w istocie, bo inkluzja Ho D A po-
ciaga inkluzje Hg C AL, a ta z kolei inkluzje (Hg )+ D (AL)L, zaé z twierdzenia
o rozkladzie ortogonalnym otrzymujemy réwnosé (H(J)‘)J‘ =Ho. []

3.22. ZADANIE. Niech H bedzie przestrzenia Hilberta oraz Hg jej domknieta
podprzestrzenia. Dowies¢, ze H/Ho jest przestrzenia Hilberta, izometrycznie izo-
morficzna z H(J)‘. Opisac ten izomorfizm.

Uktady ortogonalne

Zbior A C ‘H nazywamy ortogonalnym jezeli kazde dwa wektory A sa orto-
gonalne. Jezeli ponadto norma kazdego wektora z A wynosi 1, to méwimy, ze jest
to zbior ortonormalny. Zbiér ortonormalny nazywamy zupetnym, jezeli nie ma
w H niezerowego wektora ortogonalnego do A.

3.23. CWICZENIA.
1. Zbiér ortonormalny jest liniowo niezalezny.

2. W osrodkowej przestrzeni unitarnej zbior ortonormalny musi by¢ skonczony
lub przeliczalny.
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3.24. PRZYKLAD. Wielomiany Legendre’a L,, n =0,1,2,3,..., gdzie

L) = J5m ("= 1)

tworza uklad ortogonalny w przestrzeni Hilberta L*(—1,1).

Istotnie, L, jest wielomianem stopnia n a dla dowolnego wielomianu P, cal-
kujac n-krotnie przez czesci, dostajemy

(P, L) = (;é) /li—zp(t) (12 —1)"dt,

wiec dostajemy (P, Ly) = 0 dla kazdego wielomianu P stopienia nizszego niz n,
stad < Ly, L >=0 dla m # n.

Sprawdzmy jeszcze, czy jest to uktad ortonormalny. Poniewaz

d" 1 4% (2n)!
—Ln(t) = -1 = = (2n — 1)!!
g o) = g g (DT = g = B U
wiec
1 7/2
(Ln, L) = BV [0 p2yngy = 20— D8 cos?™ ydy = >
(2n)N 1 (2n)N 0 2n+1

Zatem uklad ortonormalny tworza funkcje

\/2n+1L
vz

n=012....

Przez analogie w przestrzeni L%(a,b) mozemy okreli¢ uklad wielomianéw or-
togonalnych

n

Palt) = Z(t—a)" (L = b)".

3.25. PRZYKEAD. W przykladzie 3.18 obliczylismy odleglos¢ w L2(0,1) jedno-
mianu t" od podprzestrzeni H,_; wszystkich wielomianéw stopnia nizszego niz
n, Jak wiemy odleglos¢ ta jest réwna normie wielomianu t" — W(t), gdzie W jest
wielomianem stopnia nizszego niz n, najlepiej aproksymujacym jednomian ¢" w
L*(0,1). Jest on jednoznacznie wyznaczony przez wlasnosé

/Wﬁ—wwﬂmwﬁzo
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dla wszystkich P € H,—1. W poprzednim przykladzie poznalismy juz wielomian
stopnia n o takiej wlasnosci, mianowicie wielomian

dn

Pa(t) = dt—nt"(t — 1"
Jego wspoétczynnikiem przy ¢7 jest (Qn')!, zatem musi by¢
n
n! d"
Wit)=1¢"— —t"(t—1)".
(*) (2n)! dtr ( )
Pozwala to obliczy¢
2 _ [l []*

dist(t", Hn1)* = H 2 (zn)!/o (1 —)ndt = (2n)!(2n + 1)1

n!
(2n)! n

3.26. ZADANIE. Pokaza¢, ze funkcje Rademachera
ro(t) = sgnsin2" 1, n=1,2.3,...
tworza uklad ortonormalny w L2(0,1). Czy jest to uktad zupelny?

Podamy teraz opis procesu ortonormalizacyjnego, pozwalajacego ze zbioru li-
niowo niezaleznego zbudowa¢ zbiér ortonormalny.

3.27. TWIERDZENIE ORTONORMALIZACYJNE SCHMIDTA. Zalozmy, Ze {x7,x9,
oy xn} jest zbiorem liniowo niezaleznym w przestrzeni unitarnej H. Wiedy w H
istnieje dokladnie jeden taki zbior ortonormalny {y1,vy2,...,yn}, Z€

1. lin{ay, zo, ... 2} = lin{y1,v2, ..., yr },

2. (g, yk) >0,
dla k=1,2,...,n.

Dowdd: Przeprowadzimy go przez indukcje wzgledem k. Dla k = 1 wystarczy

przyjac y1 = mxl, a jezeli elementy y1,y2, ..., yi sa juz okreslone, to kladziemy
) k
Ye+1 = mzk—l—lv gdzie  zpp1 = Tpq1 — Z<$k+1a Yi) Yj-
J=1
Zauwazmy, ze zpy1 7 0, w przeciwnym przypadku elementy zy, z2,...,x511 by-
tyby liniowo zalezne. Z konstrukcji jest oczywiste, ze yr11 € lin{a1, 22, ..., 211},

ze ||yps1]| = 1 oraz, ze (ygp41, y;) =0 dla j =1,2,... k. Stad

<yk—|—17 l‘k+1> = <yk+17 Zk+1> = ||Zk+1|| > 0.
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Pokazemy jeszcze, ze element yj 11 jest jedyny. Jezeli pewien element y' ma
te same wlasnosci, co yr41, to jest postaci

k
v =Ny
=1

Jednak y musi byé ortogonalny do kazdego z elementéw y1,y2,...,ys, wiec w
istocie y' = Mpy1yrt1. Wiemy tez, ze (v, 2r41) = M1 (Y41, r41) > 0 oraz, e
|y’ = 1. Z warunkéw tych wynika, ze Apiy jest liczba dodatnia i |Apiq| = 1.
Daje to y' = yjy1-

Dla wyznaczenia elementéw y1,y2, ..., y, mozna poshuzyc¢ sie wyznacznikami
Gramma. Wzor, ktéry przedstawimy moze byc¢ szczegélnie przydatny do obliczen
numerycznych.

3.28. TWIERDZENIE GRAMMA. FElementy zbioru {y1,y2,...,yn} w twierdzeniu
ortonormalizacyjnym mozna olrzymaé z formalnego wyznacznika

él'la 1?1% él'h wzi él'h ilfk—1§ T
T2, 1 L2, T2 s L2, Th—1 T2

(v, x1)  (xg, x2) ... (&g, p_1) @

yr = ¢ - det

gdzie
1

B VG (1,20, ap—1) Gla, va, ... ,:Jck)7

rozwijajgc go wzgledem ostatniej kolumny.

Ck

Dowdd: Jest oczywiste, ze yi € lin{xy,x9,...,2;}. Obliczajac iloczyn skalarny
(yg, ;) przy j < k otrzymamy wyznacznik, w ktérym ostatnia kolumna pokrywa
sie z kolumna j-ta. Taki wyznacznik jest réwny zeru, zatem (yz, 2;) = 0 dla
J < k, wszczegolnosci y L y; dla takich 7. Dla j = k& otrzymujemy

<yk7 $k> = Ck G(xlvx%- .- ,l’k) > 0.

Pozostaje sprawdzi¢, czy ||yx| = 1. Obliczajac ||yx|l* = (yk, yx) otrzymamy wy-
znacznik, w ktorym ostatnia kolumna przyjmuje postac

0 0 ... 0 (a, yr),

wiec jego wartosé jest réwna G(x1,x2,...,25_1) (Tk, yg). Stad

lyell® = i Gx1, 22, ... 2p_1) G(x1, 22, 2p) = 1. []
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3.29. PRZYKEAD. W L2(—1,1) proces ortonormalizacji Schmidta uktadu jedno-

mianéw 1, ¢, t2, 13, ... prowadzi do ukladu funkcji
L”ﬂ“Ln. n=01,23,...,
gdzie
1 d "
Lalt) = nl2n dxn (2" =1)

jest n-tym wielomianem Legendre’a.

Stwierdzenie to nie jest widoczna konsekwencja twierdzenia ortonormalizacyj-
nego a wynika z wtlasnosci wielomianow Legendre’a, ktore pokazalismy w przy-
ktadzie 3.24: L, jest wielomianem stopnia n, f_ll P(t)Ln(t)dt = 0 dla kazdego
wielomianu P stopnia nizszego niz n oraz

1 1
/ Lt dt = — [ (1 —t3)"dt > 0.
—1 2"

Inne klasyczne wielomiany ortogonalne mozna otrzymac zastepujac miare Le-

besgue’a na (—1,1) innymi miarami. Dla przykladu, wielomiany Czebyszewa

To(t)=1, T,(t)= Lcos(n arccost), n=1,2,3,...

2n—1

(a doktadniej wielomiany on=—1/27-1/2 Tn(t)) otrzymamy dla miary p okreslone;j
wzorem

dt
Mm:/gﬂfﬁ

Jest tak istotnie, bo podstawiajac u = arccost otrzymujemy

1
/ cos(marccost) cos(n arc cost) dt
1 L

™
:/ cos mu cosnu du.
0

Kolejne wielomiany Czebyszewa maja posta¢ To(t) = 1, Ti(t) = t, Ta(t) =
— % Nastepne mozna tatwo obliczy¢ ze wzoru rekurencyjnego
1
To(t) =tTho1(t) — 1 n—2(t) dla n=3,45,....

3.30. ZADANIE. Pokazaé, e w przestrzeni L? ((—1, 1),V1 —¢? dt) proces orto-
normalizacji Schmidta ukltadu jednomianéw 1, ¢, %, t3,... prowadzi do funkcji
2 =1/2 1] (1), gdzie

1 d

jest n-tym wielomianem Czebyszewa 2-giego rodzaju.

Tper(t) n=0,1,2,...
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Szeregi ortogonalne
7, twierdzenia Pitagorasa 3.6 wynika, ze jezeli x1,z9,..., 2, jest zbiorem or-
togonalnym, to
lon 22+ o+l = P+ ool o+ el

Dla nieskonczonych zbiorow ortonormalnych mozna to uogédlni¢ w nastepujacy
sposob:

3.31. TWIERDZENIE. Jezeli x1,x2,... jest ciggiem ortogonalnym w przestrzeni
Hilberta H, to warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, by szereg Y o__ 1 ap
byl zbieiny, jest aby > ooy ||zn||? < co. Wiedy

00 2 00
S| = 3 bt
n=1 n=1

Dowdd: Jesli {s,} jest ciagiem sum cze$ciowych szeregu y po; @, zaé {Sp} cia-
giem sum czesciowych szeregu Y77 ||zx]|?, to dla n > m, z twierdzenia Pitago-
rasa, mamy

||5n - Sm”2 = ||$m—|—1 +Tmi2+ ...+ $n||2 =
= lzmsll” + lzmall® + - + llzall® = Sn = S

Zatem {s,} jest ciagiem Cauchy’ego w H wtedy i tylko wtedy, gdy {S,} jest
liczbowym ciagiem Cauchy’ego. [ ]

3.32. WNIOSEK. Zbiezny szereg ortogonalny jest zbieiny bezwarunkowo, tj. zbie-
zny przy kazdej permutacyi swoich wyrazow.

Dowdd: Niech o bedzie dowolna permutacja wskaznikéw. Ustalmy dowolnie £ > 0
i wybierzmy wskaznik ng tak, aby En>n0 |lzn]|? < ¢ a wskaznik ny tak, aby zbiér
{o(1),0(3),...,0(n1)} zawieral wszystkie liczby 1,2,...,ng. Jezeli n > ny to

n n 2
Zxk—ZQ}a(k) <2 Z ||$k||2<2€2,
k=1 k=1 k>ng

wiec
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UWAGA. Przypomnijmy, ze w zbiorze C liczb zespolonych, a wiec takze w kazdej
skonczenie wymiarowej przestrzeni unormowanej zbieznos¢ bezwarunkowa szere-
gow pokrywa sie z ich zbieznoscia bezwzgledna. W nieskonczenie wymiarowych
przestrzeniach Hilberta jest inaczej, istnieja szeregi bezwarunkowo zbiezne, ktére
nie sa zbiezne bezwzglednie. Dla przykladu w przestrzeni (% szereg ortogonalny
> oo ¥n, gdzie z, jest wektorem (0,...,0, %, 0,...) z liczba % na n-tym miej-
scu, jest zbiezny bezwarunkowo (do wektora (1, %%,)) lecz nie jest zbiezny
bezwzglednie.

Klasyczne szeregi Fouriera
Dla funkcji € L?(0,1) szereg

(3.11) ap + Z(ak cos 2kmit + by, SianTf‘it),

k=1

1
gdzie ag :/ x(t) dt oraz
0

1 1
ap = 2/ x(t) cos2kmitdt, by = 2/ x(t) sin 2kmit dt,
0 0

nosi nazwe klasycznego szeregu Fouriera funkcji x. Szereg ten jest zbiezny
bezwarunkowo, bo funkcje 1, /2 cos 2rit, /2 sin 2wit, /2 cos4drit, /2 sindmit,
V2 cos 6mit, itd, tworza uktad ortonormalny w L%(0,1). Naszym celem bedzie
pokazanie, ze jest to uktad zupetny. Uktad ten mozna przenies¢ na dowolny skon-
czony przedzial (a,b) wstawiajac \/bt——a w miejsce zmiennej ¢t 1 dopisujac dodat-

, . 1
kowy wspolezynnik V=

Zauwazmy, ze suma (3. 11) jest réwna sumie szeregu

i o ekt
k=—oc0
gdy cop = ag oraz ¢ = %(ak —1bg), c_p = %(ak —1bg) dla k=1,2,3,... Funkcje
ye(t) = k™ k= 0,41,42,... takze tworza uklad ortonormalny w L%(0,1).
Uktad ten jest wygodniejszy od uktadu opisanego na poczatku, dlatego tylko nim
bedziemy sie postugiwali. Dodatkowo, wspétezynniki ¢ bedziemy oznaczali (&),
t].

7k = (e, ) = [ (1) ety

0

Zaczniemy od udowodnienia dwoch pomocniczych lematow.
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3.33. LEMAT. Jezeli funkcja x :[0,1] — C jest klasy Ct oraz x(0) = 2(1), to

——~

(k) =2kmiz(k) dla k=0,+£1,42,....

Dowdd: Caltkujac przez czesci otrzymujemy

——~

o (k) = x(t) e 2kmit L / 1x(t)(—2k7ri)e_2k““dt = 2kmi 3(k). []

0 0

3.34. LEMAT (RIEMANNA-LEBESGUE’A). Jezeli x € L1(a,b), to

b
lim x(t)sin At dt = 0.

A—=00 fg,

Dowéd: Dla funkeji y klasy C'! lemat wynika z réwnosci

b 1 b b
/y(t) sin At dt = X(—y(t) cos )\t‘ —I—/ y'(t) cos Atdt).

Ustalmy teraz dowolnie ¢ > 0 i dobierzmy funkcje y klasy O tak, by ||z —yl[1 < 5
a nastepnie wskaznik Ag, by ‘ fab y(t)sin At dt‘ < § dla A > Ag. Wtedy

b b
‘/ :z:(t)sin)\tdt‘ < H:L' —yHl + ‘/ y(t)sinAtdt| < e
dla A > Ag, o co chodzito. []

3.35. TWIERDZENIE. Jezeli x : R — C jest funkejq klasy C', okresowq o okre-
ste 1, to cigg

sn(t)= > Z(k)e®™  n=0,1,2,...,
|kl <n

sum czesciowych szeregu Fouriera funkeji x, jest do niej zbiezny jednostajnie. Co
wiecej
C

le = snllo < 5

Bl

dla pewnej staley C'.
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Dowdd: Gdy m < n, to korzystajac kolejno z lematu 3.33, nieréwnosci Schwarza
i nierownosci Bessela otrzymujemy

sn(t) —sm()] < Y |3k = ) \?(’f)‘m

m<|k|<n m<|k|<n
. ) 1/2 1 1/2
(3.12) << > \x'(k)\> ( > W)
m<|k|<n m<|k|<n
1 —
< gzl llym 2
gdyz
1 1 1
Zk_zgz(k—l)k_ﬁ
k>m k>m

Wynika stad, ze ciag {s,} jest zbiezny jednostajnie. Pokazemy, Ze jego granica
jest funkcja x.

Funkcje s, mozna zapisa¢ 