Rozdzial 1

Granica i ciaglos¢ funkcji wielu zmiennych.

1. Przyklady funkcji wielu zmiennych.

W skrypcie bedziemy rozwaza¢ funkcje dwéch i trzech, a czasami réwniez wiekszej ilosci
zmiennych. Zaczniemy od podania przykladéw takich funkcji.

I. Objetos¢ V prostopadlo$cianu o krawedziach dlugosci a, b, ¢ wyraza sie wzorem
V=a-b-c

jest wiec funkcja, trzech zmiennych a, b, c.

I1. Objetos¢ W walca kolowego o promieniu podstawy r i wysokosci h wynosi
W =mnr?h,

jest wiec funkcja, dwoch zmiennych r, h.

ITI. Wielkos¢ sity F', z jaka oddzialywujg na siebie w prozni tadunki elektryczne e, e
umieszczone w odleglodci r, zgodnie z prawem Coulomba wyraza sie wzorem

€1€2

F=—"
r2’

zatem F jest funkcja trzech zmiennych ey, eg, r.

IV. Temperatura T' w pomieszczeniu, w ktorym wiaczono grzejnik, zmienia si¢ w czasie,
ponadto zalezy od punktu, w ktérym ja mierzymy. Zatem T jest funkcja czterech zmien-
nych z,y, z,t, jezeli przez x,y, z oznaczamy wspoirzedne prostokatne punktu zas ¢ oznacza
czas liczony od pewnej chwili poczatkowej (np. od chwili wlaczenia grzejnika). Zapisujemy

T=T(x,y,zt).

V. Jezeli firma produkuje dwa wyroby o cenach Py, P,, przy czym ilo$¢ wyrobu wypro-
dukowanego w jednostce czasu wynosi (01, Q2 odpowiednio, to przychdd firmy w tej samej
jednostce czasu wynosi

R =PQ1+ P2Qa.
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Koszt C produkcji zalezy na ogét od ilosci produkowanych wyrobéw (w przypadku pro-
dukcji nastawionej na duze ilosci zazwyczaj udaje si¢ go zmniejszy¢), zatem jest funkcja
dwo6ch zmiennych

C =C(Q1,Q2).

Zysk 11 uzyskany przez firme w jednostce czasu wynosi
[I=R-C,
jest wiec funkcja, czterech zmiennych Py, Py, Q1, Q2.

2. Uklad wspéirzednych prostokatnych na plaszczyznie i w przestrzeni.

Whprowadzajac o$ liczbowa, L (tj. prosta, zorientowana, na ktérej zostal obrany poczatek
uktadu O i jednostka dtugosci) uzyskujemy wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é miedzy
punktami prostej L a liczbami rzeczywistymi. Liczbe rzeczywista, x odpowiadajaca punk-
towi P € L nazywamy jego wspéirzedna na osi liczbowej z. W dalszym ciagu zbiér
wszystkich liczb rzeczywistych bedziemy oznaczaé¢ symbolem IR, za$ zbiér wszystkich liczb
naturalnych symbolem IN.

Jezeli na plaszczyznie wprowadzimy dwie prostopadte osie liczbowe L1, Lo przecinajace
sie w poczatku ukladu, to kazdy punkt P plaszczyzny jest jednoznacznie okreslony przez
swoje rzuty prostopadie P;, P, odpowiednio na osie L1, Lo, zas rzutom tym odpowiadaja
jednoznacznie ich wspélrzedne x na osi Ly oraz y na osi Ls. Uzyskujemy w ten sposéb wza-
jemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy punktami plaszczyzny a parami liczb rzeczy-
wistych. Méwimy, ze na plaszczyznie zostal wprowadzony uktad wspdtrzednych prostokat-
nych (uzywany jest réwniez termin prostokatny uktad wspéirzednych). Liczbe x nazywamy
odcieta punktu P, liczbe y - rzedng punktu P, zapisujemy

P = (z,y) lub P(z,y).

Zbior wszystkich par liczb rzeczywistych (x,y) bedziemy oznaczali symbolem IR2. Mozemy
go interpretowa¢ geometrycznie jako plaszczyzne z wprowadzonym ukiadem wspolrzednych
prostokatnych.

—
o
’




W podobny sposéb wprowadzamy uktad wspéirzednych prostokatnych w przestrzeni.
Wprowadzajac trzy prostopadte osie liczbowe Lq, Lo, L3 przecinajace sie w poczatku
uktadu, mozemy kazdemu punktowi P przyporzadkowaé¢ wzajemnie jednoznacznie jego
rzuty prostopadte Py, P>, P3 odpowiednio na osie L1, Lo, Lz. Oznaczajac przez r wspol-
rzedna punktu P; na osi Ly, przez y wspolrzedna, punktu P, na osi Lo, przez z wspolrzedna,
punktu Ps na osi L3 uzyskujemy wzajemnie jednoznaczng odpowiedniosé miedzy punktami
przestrzeni a tréjkami liczb rzeczywistych. Méwimy, ze w przestrzeni zostal wprowadzony
uktad wspdtrzednych prostokatnych (lub inaczej prostokatny uktad wspdlrzednych), zapisu-
Jemy

P = (z,y,z2) lub P(z,y, 2).

Zbioér wszystkich tréjek liczb rzeczywistych (z,y,z) bedziemy oznaczali symbolem IR3.
Mozemy go interpretowaé geometrycznie jako przestrzen z wprowadzonym ukladem wspot-
rzednych prostokatmych.

Na plaszczyznie IR? i w przestrzeni IR3 okre§lamy dzialania dodawania i mnozenia
punktéw przez liczbe rzeczywista, przyjmujac

(T1,91) + (72, 92) = (21 + T2, Y1 + Y2), Az, y) = (Az, Ay)

oraz

(71,91, 21) + (T2, Y2, 22) = (T1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22), Az, y, z) = (Az, Ay, Az)

dla dowolnego X € R.
Moéwimy, ze na zbiorze ID; C IR zostala okreslona funkcja f, jezeli kazdej liczbie z € 1D,
zostala przyporzadkowana dokladnie jedna liczba y € IR. Zapisujemy

y:f(x)a

oczywiscie f jest funkcja jednej zmiennej a wartosciami jej sa, liczby rzeczywiste. Wykresem
funkcji f nazywamy zbiér punktéw (x,y) ptaszczyzny IR? takich, ze z € ID; oraz y = f(z).
W przypadku funkcji f ciaglej jest to pewna krzywa na plaszczyznie IR2.

Podobnie méwimy, ze na zbiorze ID; C IR? zostala okredlona funkcja f, jezeli kazdej
parze liczb rzeczywistych (z,y) € IDy zostala przyporzadkowana dokladnie jedna liczba
z € IR. Zapisujemy

z=f ('T ’ y),

f jest funkcja dwéch zmiennych o wartosciach rzeczywistych. Wykresem funkcji f nazy-
wamy zbi6ér punktéw przestrzeni IR? takich, ze (z,y) € IDy oraz z = f(x,y). W przypadku
funkcji dwoch zmiennych o wartosciach nieujemnych jej wykres jest powierzchnig rozpieta
nad zbiorem Dy (przy zalozeniu, ze o§ liczbowa L3 czyli oS z-6w jest zorientowana ku
gorze).

Jezeli kazdemu uktadowi trzech liczb rzeczywistych (x,y, z) € D3 C IR? zostata przypo-
rzadkowana dokladnie jedna liczba w € IR, to méwimy, ze na zbiorze ID3 zostala okreslona
funkcja f. Zapisujemy

w=f (CE 'Y Z),



f jest funkcja rzeczywista trzech zmiennych. Wykresem tej funkcji jest zbiér ukladéw
czterech liczb (z,y, z, w) takich, ze (z,y, z) € D3 oraz w = f(x,y,z). Wykres taki mozna
uwazaé za podzbiér przestrzeni IR* okreslonej jako zbiér wszystkich uktadéw (z,y, z, w)
czterech liczb rzeczywistych, przestrzen taka nie jest jednak dostepna naszej wyobrazni
przestrzenne;.

Zbiér, na ktérym okreslona jest funkcja f, nazywamy dziedzing funkcji f.

Przykitad 1. Funkcja

1422 +y?

flz,y) = =

jest okreslona w calej plaszczyznie IR? za wyjatkiem osi wspélrzednych, na ktérych
mianownik utamka znika. Jej dziedzing jest zatem zbiér R? \ (L, U L,), jezeli przez
Ly, L, oznaczymy oS z-6w i 0§ y-6w.

Przykilad 2. Niech

2n
h(z,y) = lim %
n—oo 14 (z 4 y)*"

Oznaczajac t = (z + y)? mamy

" 1 gdy t>1,
nli)n;o T 3 gdy t=1,
0 gdy 0<t<,
zatem
1
h = —
('/'C7 y) 2
na prostej p o rownaniu y = 1 — x oraz na prostej ¢ o rownaniu y = —1 — z. W czesci

plaszczyzny IR? okre$lonej nieréwnoécia —1—z < y < 1—x (czyli w pasie miedzy prostymi
p i g) mamy

h(z,y) =0,

natomiast dla y > 1 — z (czyli nad prosta p) oraz dla y < —1 — x (czyli pod prosta q)
zachodzi rownogé

h(z,y) = 1.



[rys. 2]

Przykiad 3. Funkcja trzech zmiennych

sin z
flz,y,2) = PN

jest okreslona w calej przestrzeni IR® za wyjatkiem poczatku ukladu wspétrzednych, w
ktérym znika mianownik utamka, dziedzina, jej jest wiec zbiér IR? \ {(0,0,0)}. Na kazdej
plaszczyznie z = km, k # 0 calkowite oraz na plaszczyznie z = 0, z ktérej usunieto

poczatek ukladu wspélrzednych, funkcja f znika, w pozostalych punktach swojej dziedziny
ma wartosci rézne od zera.

Przyklad 4. Niech

9(z,y,2) =Vr+y+z

Funkcja g jest okreslona dla z+y+2z > 0, jej dziedzing jest wiec zbiér punktow przestrzeni
IR3 lezacych w plaszczyznie IT o réwnaniu = + y + z = 0 lub nad ta plaszczyzna (rys. 3).
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[rys. 3]

Uwaga. Niekiedy wygodnie jest oznacza¢ punkt jedna, literg przyjmujac
p = (a,b) € R? lub q = (a,b,c) € R3.
Dla wartosci funkcji w tym punkcie bedziemy uzywali zapisu

f(a,b) = f(p) wzglednie h(a,b,c) = h(q).

3. Granica ciagu punktow.

Niech {(2n,yn)} bedzie ciagiem punktéw plaszczyzny IR2. Moéwimy, ze ciag ten jest
zbiezny do punktu (a, b) € IR?, jezeli
(1) Ty — @ oraz Yn — b.

Zapisujemy
(Zn, Yn) — (a,b) lub lim (zy,,yn) = (a,b).

n—0o0

Przez norme punktu (z,y) € IR? rozumiemy wyrazenie

(2) (z,9)] = Va2 + 2.

7 twierdzenia Pitagorasa wynika tatwo, ze norma punktu jest réwna jego odleglosci od
poczatku ukladu, za$ odleglo$é punktéw P, = (z1,y1) i Py = (x2,y2) na plaszczyZnie R?
wyraza sie wzorem

d(P1, P;) = |P, — P

czyli
(3) d(Py, P2) = |(z1 — y1,72 — y2)| = V(21 — y1)% + (22 — y2)?

(proponujemy Czytelnikowi zrobienie rysunku). Zachodzi latwe do udowodnienia
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Twierdzenie 1.
lim (zn, yn) = (a,b)

n—00

wtedy 1 tylko wtedy, gdy
nli_)rgo |(zn, —a,yn — b)| = 0.
DOWOD. Jezeli (z,,,yn) — (a,b), to z ciaglosci funkceji jednej zmiennej f(t) = v/t wynika,
ze
lim |(z, —a,y, — b)| = 0.

n—00

Dowéd w przeciwna, strone wynika z nieréwnosci

|$n - a" < \/(xn - a)2 + (yn - b)2

oraz

[Yn = b < V/(@n — )2 + (42 — )%
U

Podobnie okreslamy zbiezno$é ciagu punktéw i norme w przestrzeni IR3. Przyjmujemy,
ze ciag punktéw {(Zn, Yn, 2, )} jest zbiezny do punktu (a,b, c) € R3, jezeli

(4) Ty, — a, Yn — b, Zn = C,
zapisujemy

(Zn, Yns 2n) — (a,b,c) lub lim (Zy, Yn, 2n) = (a,b,c).

n—>00

Norme punktu (z,v, z) € IR3 okreslamy jako

(5) |(z,y,2)| = Va2 + y? + 22

Jest ona réwna odleglosci punktu (z,y,z) od poczatku ukladu. Odlegtosé punktéw
Py = (z1,y1,21) i Po = (22, Y2, 22) W przestrzeni IR® wyraza sie jako

d(Py, P3) = |Py — Po| = (21 — T2, Y1 — Y2, 21 — 22)

czyli

(6) d(P1, P2) = /(21 — 22)2 + (y1 — y2)2 + (21 — 22)%

Podobnie, jak dla punktéw plaszczyzny IR? zachodzi twierdzenie



Twierdzenie 1°.

nll)rgo(x"’ Yn, Zn) = (a’ b’ C)

wtedy 1 tylko wtedy, gdy

lim |[(zp, — a,Yn — b, 2, — )| = 0.
n—0o0

DOWOD. Dowdd przebiega podobnie, jak dowdd twierdzenia 1 i pozostawiamy go Czytel-
nikowi. l

4. Granica funkcji.

Znana Czytelnikowi definicja granicy funkcji jednej zmiennej przenosi sie bez wiekszych
zmian na przypadek funkcji wielu zmiennych. Oméwimy to szczegdtowo na przykladzie
funkcji dwéch zmiennych. Niech f bedzie funkcjs okreslona na calej plaszczyZnie IR2, za
wyjatkiem byé moze punktu (a,b), zas g liczba, rzeczywista. Méwimy, ze funkcja f ma
granice g przy (z,y) — (a,b) lub ze funkcja f ma granice g w punkcie (a,b), jezeli dla
dowolnego ciagu punktéw (z,,, y,) spelniajacego warunki

(@) (Zn,yn) #(a;b) dla  nel,
(ﬁ) lim (xna yn) = (Cl,, b)

n—0o0
zachodzi
(7) Jim f(zn, yn) = 9.
Zapisujemy

lim z,Yy) =g.
(w,y)%(a,b)f( v)=g

Przykiad 5. Niech
f(z,y) =sinz + siny

i niech (a, b) bedzie dowolnym punktem plaszczyzny IR2. Z ciaglosci funkcji sinus wynika,
ze dla dowolnego ciagu punktéw {(z,,y,)} spelniajacego warunki («), (8) mamy

lim sinx,, = sina, lim siny, = sinb,
n—>00 n—00
zatem
lim f(zn,yn) =sina + sinb,
n—o0
a to oznacza zgodnie 7z (7), ze funkcja f ma granice w dowolnym punkcie (a, b) plaszczyzny
IR? i przy tym

lim x,y) = sina + sinb.
(z,y)—(a,b) @)
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Przykitad 6. Niech

f(:v,y)=$2x7fy2 dla  (z,9) # (0,0).

Funkcja f jest okreslona w calej ptaszczyznie IR? za wyjatkiem punktu (0,0). Okazemy, ze
nie ma ona granicy w tym punkcie. Zauwazmy, ze na kazdej prostej pr o rOwnaniu y = kzx
(gdzie k jest dowolna liczba, rzeczywista) funkcja f przyjmuje stala wartosé

k

(8) f(z, kz) = 1552

(por. rys. 4). Z réwnosci (8) wynika, ze funkcja f przyjmuje na prostych pg i p, ta sama,
wartos¢ wtedy i tylko wtedy, gdy spelniony jest jeden z warunkow

1
k=r lub k=-
r

(proste sprawdzenie pozostawiamy Czytelnikowi).

A \%

P

[rys.4]

Jezeli {z,} jest dowolnym ciagiem liczb rzeczywistych zbieznym do 0, przy czym z,, # 0
dla n € N, to ciag punktéw {(zn,kz,)} spelnia warunki («), (8) dla (a,b) = (0,0),
natomiast zgodnie z (8)

. k
A f(@n, ken) = 1775

Wynika stad, ze liczba g, o ktérej mowa w warunku (7), nie moze byé dobrana w sposéb
uniwersalny dla wszystkich ciagéw spehiajacych warunki («), (8), bowiem zblizajac sie
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do poczatku uktadu po réznych prostych pi otrzymujemy na ogdt rézne wartosci granicy
g w réwnosci (7). Wobec tego funkcja f nie ma granicy w poczatku uktadu.

Przykilad 7. Funkcja

.’13y2

2 + y4 dla (LU, y) 7é (Oa 0)

flz,y) =

jest okredlona w calej plaszczyznie IR? za wyjatkiem poczatku ukladu. Funkcja ta przyj-
muje na paraboli p o réwnaniu y? = z stala wartosé

©) Py =5,

natomiast znika na osiach wspélrzednych (z wylaczeniem punktu (0,0)) - por. rys. 5.

o

-

[rys. 5]

Obierajac ciag liczb rzeczywistych {y, } zbiezny do zera ale o wyrazach réznych od zera
otrzymujemy ciag {(y2,y,)} punktéw plaszczyzny IR? spemiajacy warunki (a), (8) dla
(a,b) = (0,0). Obliczenie granicy wystepujacej w warunku (7) daje zgodnie z (9)

1
. 2 _ =
Jim f(yn,yn) = 5
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i jednoczesnie
lim f(0,y,) = lim f(y,,0)=0.
Tn—>00 n—0o0

Widzimy wiec, ze granica ta przyjmuje rézne wartosci dla réznych ciggdéw spekiajacych
warunki («), (B), zatem zgodnie z przyjeta definicja funkcja f nie ma granicy
w punkcie (0, 0).

W podobny sposéb okreslamy granice niewlasciwa funkcji. Méwimy, ze funkcja f ma

granice oo (—o0) przy (z,y) — (a,b) (lub w punkcie (a,b)), jezeli dla dowolnego ciagu
punktéw (z,,y,) spehmiajacego warunki (), (8) zachodzi

(10) lim f(xnyyn) =0 ( lim f(xn;yn) = _OO)'

n—00 n—00

Zapisujemy

lim T,y) =00 lim T,Y) = —00).
(w,y)ﬁ(a,b)f( y) ((M)ﬁ(a,b)f( y) )

Przykiad 8. Funkcja

1

dla  (z,y) # (0,0)

jest okreslona w calej plaszczyznie IR? za wyjatkiem poczatku ukladu. Dla dowolnego
ciagu punktéw (zn,y,) — (0,0) o wyrazach réznych od (0,0) mamy

0 < |zn| + |yn| — 0,

zatem

lim f(xn7 yn) = lim =00,

n—o0 =00 [Tn| + |yn]

a to oznacza, ze

lim T,y) = oQ.
(w7y)—>(070)f( v)

Zauwazmy, ze podana definicja granicy funkcji pozostaje poprawna, jezeli funkcja jest
okreslona jedynie w pewnym otoczeniu punktu (a,b), za wyjatkiem samego punktu (a,b)
tzn. dla

(11) ‘33 - a’| <, |y - b‘ <, (SU,’!/) 7é (aab)a

gdzie n jest pewna liczba, dodatnia.

Twierdzenia o dziataniach na granicach tatwo udowodni¢ dla funkcji dwéch zmiennych,
stosujac odpowiednie twierdzenia dotyczace ciagéw. Zachodzi mianowicie
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Twierdzenie 2. Zaldimy, Ze funkcje f,g maja skoriczong granice przy (z,y) — (a,b).
Wéwczas istnieje granica funkcji f(z,y) £ g(z,y) oraz f(z,y)g(x,y), przy czym zachodzq
rownosci

12 lim z,y) £ g(x, = lim r,y)x lim T,Y),
(12) (z,y)—(a,b) (f( v)£9( y)) (z,y)—(a,b) f@:9) (z,y)—(a,b) 9(@.9)

13 lim x, T,y)= lim x, lim T, .
(13) (z,y)—(a,b) f(@y)g(@,y) ((w,y)%(ayb) A y)) ((w,y)%(ayb)g( y))

Jezeli zalozymy dodatkowo, zZe

lim z, 0,
i g(z,y) #

to g(z,y) # 0 dla (z,y) spetniajgcych (11) dla pewnego n > 0 oraz istnieje granica przy

. f(z,y
z,y) — (a,b) funkcji , przy czym
(#:y) = (a.0) 9(z,y)
lim  f(x,y

(@,y)—(a,b) 9(z,Y) (z,y)

lim
(z,y)—(a,b) g
Twierdzenie 3. Zaldimy, ze dla (x,y) spetniajagcych (11) zachodzi nierdwnosé

f(z,y) < g(z,y)
oraz ze funkcje f, g majaq skoriczone granice przy (z,y) — (a,b). Wéwczas

lim z,y) < lim z,Y).
(wyy)—>(a7b)f( v) (w7y)—>(a,b)g( v)

Podobnie, jak dla funkcji jednej zmiennej, prawdziwy jest réwniez odpowiednik twier-
dzenia o trzech ciggach.

Twierdzenie 4 (o trzech funkcjach). Zaléimy, zZe dla (x,y) spelniajacych (11)
zachodza, nieréwnosci
f(z,y) <g(z,y) < h(z,y)

oraz ze
lim f(x,y)= lim h(z,y) =G,
(z,y)—(a,b) (#9) (w,y)—(a,b) (=9)
gdzie G jest liczba, rzeczywista (mozna réwniez przyjaé G = oo lub G = —o0). Wéwcezas
lim xz,y) = G.
(w,y)%(ayb)g( v)

DOWODY twierdzen 2 - 4 pozostawiamy Czytelnikowi. O
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Twierdzenie 5. Zaléimy, ze funkcja f(x,y) jest okreslona dla (x,y) spetniajacych (11)
1 niech g bedzie liczba rzeczywistq. Wowczas

15 lim f(z,y) =
(15) o (z,y) =g
wtedy 1 tylko wtedy, gdy spetniony jest warunek
(C) do dowolnego ¢ > 0 mozna dobraé¢ § > 0 tak, by dla punktow (z,y) # (a,b) i
spetniajgcych nieréwnosci
|z —al <4, ly—bl <6

byto
flz,y) —g| <e.

DOWOD. Dowdd przebiega podobnie, jak dla funkcji jednej zmiennej. Zalézmy najpierw,
ze speliony jest warunek (C) i niech {(x,,¥yn)} bedzie dowolnym ciagiem spehiajacym
warunki (a), (8). Mozemy wéwczas dobra¢ N tak, by dla n > N zachodzily nieréwnosci

|z, —a| <0, |y — b] < 6.
Na mocy warunku (C) mamy stad

\f(Zn,yn) — 9] <&,

a to oznacza, ze zachodzi (15). Okazali$émy zatem dostateczno$é warunku (C). Koniecznosé
tego warunku udowodnimy przez sprowadzenie do niedorzecznosci. Przypusémy, ze za-
chodzi (15) ale warunek (C) nie jst speliony. Istnieje wéwczas liczba g9 > 0 taka, ze dla
dowolnego § > 0 mozna dobraé¢ punkt (zs,ys) # (a,b) spelmiajacy nieréwnosci

(16) lzs —a| <0, lys — bl < 6
oraz
(17) |f(2s,y5) — 9| = €o.

Jezeli przyjmiemy 6§ = L i oznaczymy (25,¥s) = (Zn,¥n), to z (16) wynika, Ze ciag

{(%n,yn)} spemia warunki (), (B). Zatem na mocy (15) mamy

lim f(xnayn) =9,

n—00

co jednak przeczy nieréwnosci (17). O

Przyjeta przez nas definicja granicy funkcji dwéch zmiennych, oparta na pojeciu granicy
ciagu, pochodzi od E. Heinego i nosi nazwe definicji Heinego. Podany w twierdzeniu 5
warunek (C) bywa réwniez przyjmowany jako definicja granicy funkcji - jest to definicja
Cauchy’ego. Z twierdzenia 5 wynika, ze obie definicje sa roéwnowazne.

5. Ciagloéé funkcji.
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Niech f(z,y) bedzie funkcjg okreslona w pewnym otoczeniu punktu (a, b) tzn. dla (z,y)
speliajacych warunki

(18) lz—al <, ly —b| <,

gdzie 7 jest odpowiednio dobrang liczba. Méwimy, ze funkcja f jest ciagta w punkcie (a,b),
jezeli
(i) istnieje
(x,y%l—>rn(a,b) f(z,y) =g €R,

oraz
(i) f(a,b) = g.

Poniewaz w punkcie 4 wprowadziliSmy dwie réwnowazne definicje granicy funkcji (de-
finicje Heinego i definicje Cauchy’ego), mozemy sformulowaé¢ dwa warunki konieczne i
dostateczne ciaglosci funkcji f w punkcie (a,b).

Twierdzenie 6. Funkcja f okreslona dla (x,y) spetniajacych (18) jest ciagta w punkcie
(a,b) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu (zn,yn) — (a,b)

(19) nli)nolo f(xna yn) = f(aa b)

Twierdzenie 7. Funkcja f okreslona dla (x,y) spetniajacych (18) jest ciagta w punkcie
(a,b) wtedy i tylko wtedy, gdy gdy do dowolnego € > 0 mozna dobraé liczbe 6 > 0 tak, by
dla (z,y) spelniajacych nierdwnosci

(20) |z —al <6, ly—bl <6
byto
(21) |f($ay) - f(aab)l <Eé.

7 twierdzenia 2 wynika natychmiast

Twierdzenie 8. Zaléimy, ze funkcje f, g okreslone dla (x,y) spelniajgcych (18) sq ciagle
w punkcie (a,b). Wowczas

(i) funkcje f +g, f — g oraz fg sa ciagte w punkcie (a,b),

(ii) jezeli g(a,b) # 0, to funkcja 5 jest ciggta w punkcie (a,b).

Dowody twierdzen 6 - 8 pozostawiamy Czytelnikowi. O

Przykiad 9. Funkcja
f(z,y) =sinz + siny

rozwazana w Przykladzie 5 jest ciagla w calej plaszczyznie IR? gdyz, jak okazali§my,

lim  f(z,y) =sina+sinb = f(a,b)
(z,y)—(a,b)
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dla dowolnego punktu (a,b) € IR%.
Przykitad 10. Niech

Ty

21y dla (z,y) # (0,0),

flz,y) =
¢ dla (z,y)=(0,0).

Opierajac sie na twierdzeniu 6 tatwo sprawdzi¢, ze kazda z funkcji

f1($,y)=37, f?(xay):y7 f3(x7y):$27 f4(xay):y2

jest ciagta w dowolnym punkcie (a, b) € IR2. Wobec tego, zgodnie z twierdzeniem 8, funkcja
f jest ciagla w kazdym punkcie plaszczyzny poza poczatkiem ukiladu. Natomiast nie jest
ona ciagla w punkcie (0,0) (niezaleznie od tego, jak obierzemy liczbe rzeczywista, c), gdyz,
jak wykazaliSmy w Przykladzie 6, funkcja ta nie posiada granicy przy (z,y) — (0,0).

Przykiad 11. Funkcja h(z,y) rozwazana w Przykladzie 2 jest nieciggla w kazdym
punkcie (a,b) lezacym na jednej z prostych p, g (por. rys. 2). Dla dowolnego punktu
(z,y) lezacego poza tymi prostymi mamy bowiem

h(z,9) — ha,b) = 3.

Wobec tego, przyjmujac € = % i obierajac dowolnie liczbe d > 0, mozemy znalez¢ punkt
(z,y) spelniajacy nieréwnosci (20) taki, ze nieréwnosé e-owa (21) (z zastapieniem funkcji
f przez h) nie zachodzi.

Zadania.

1. Narysowaé na plaszczyznie IR? zbiér punktéw (x,y) okreslonych nieréwnoéciami
(i) |z —al <6, ly — b <0, (a,be R, § > 0),
i)  VE-12+@-22<1, y>0

2. Sprawdzié, jak wyglada w przestrzeni IR® zbiér punktéw (z,y, z) spehiajacych warunki

(i) 2 +y® = 2%, z >0,
() (z—-2°+@w-12<2*  2<0,
(i) (-1 +(@y—-2)%+(2-3)* >4,

3. Zbadacé ciaglosé funkcji f okreslonej dla (z,y) # (0,0) wzorem

1

oL b.)  f(z,y) = log(a® +y*).

a.) f(z,y)=
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Jak wyglada wykres tej funkcji?

4. Jakie jest wzajemne polozenie prostych pr i p,, na ktérych funkcja f rozwazana w
Przykladzie 6 przyjmuje ta sama warto$¢? Jak wyglada wykres funkcji f7

5. Sformulowaé i udowodnié odpowiednik twierdzenia 5 w przypadku granicy niewlasciwe;j.

6. Niech
zy?

2 +yt

f(a:,y) = dla (x’y) # (an)a f(O, 0) =G

gdzie c jest dowolnie ustalong, liczbg rzeczywista. Zbadacé ciagltos¢ funkcji f.
Wskazéwka. Wykorzysta¢ Przyklad 7 i twierdzenie 6.

7. Jak wyglada zbiér punktéw (x,y) € IR? okreslony przez warunki
(1) x =rcost, y=rsint, (0<t<2rm
przy ustalonym r > 0,
(ii) r=zo+at, y=yo+pt, (t€R)
przy danych xq, yo, o, 87
8. Niech f(z,y) bedzie funkcja, ciagla na ptaszczyznie IR? i niech
x = x(t), y =y(t) (o <t <m)

beda funkcjami ciaglymi w przedziale [1g, 71].
(i) Udowodnié ciaglosé superpozycji

g(t) = f(x(t),y(t))
w przedziale [, 7).
(ii) Niech
.T(TO) = a, y(TO) = b7 .T(Tl) =G y(Tl) =d
i niech
f(a,b) = A, fle,d) =B, (A < B).
Udowodnié, ze dla dowolnie ustalonej liczby zp, (A < zp < B) istnieje punkt (xg, yo) taki,

7e
zo = z(to), o = y(to)

dla pewnego to € [79, 71| oraz
f (o, y0) = 20.

Poda¢ sens geometryczny stwierdzen (i), (ii).
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Wskazéwka. W punkcie (ii) oprzeé sie na twierdzeniu Bolzano - Cauchy’ego: Funkcja
jednej zmiennej ciagla w przedziale IP ma w tym przedziale wtasnosé Darboux.

9. Sformutowaé definicje Heinego granicy funkcji trzech zmiennych f(z,y,z) w sposéb
analogiczny, jak to zostalo zrobione dla funkcji dwoch zmiennych w punkcie 4. Nastepnie
sformutowac¢ i udowodni¢ odpowiedniki twierdzen 2 - 5.

10. Niech
TYZ

= |.’L’|3 + |y|3 + |Z|3 dla (x,y,z) 7é (ana 0)

f(z,y,2)

Czy funkcja f ma granice w punkcie (0,0,0)?
Wskazéwka. Zbada¢ zachowanie sie funkcji na zbiorze punktéw okreslonym réwnaniami

(22) y = kzx, z = kzx, (r € R)

gdzie k jest dana liczba rzeczywista. Jaki twoér geometryczny okreslaja w przestrzeni IR3
réwnania (22)7?



