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Rozprawa mgr. Konrada Krsyteckiego zajmuje si¢ ekstremami wielowymiarowych
proceséw gaussowskich w kontekscie ich zastosowania do modelowania zjawisk ubez-
pieczeniowych. Badanie pewnych funkcjonaléw w tym supremum czy wedréwek pro-
cesow gaussowskich jest jedng z podstawowych galezi teorii proceséw stochastycz-
nych datujacych swoje poczatki w pracach S.M. Bermana [3] czy J. Pickandsa [7].
Od tego czasu powstalo wiele artykuléw na ten temat ze wzgledu na swojg fun-
damentalng tematyke jak réwniez ze wzgledu na zastosowania w ubezpieczeniach,
finansach, fizyce czy biologii.

Przechodzac do szczegdtéw rozprawa skiada sig ze wstepu, pieciu rozdziatow i bi-
bliografii. We wstepie Autor przedstawia motywacje sktaniajgce do badania poszcze-
gblnych probleméw. Motywacje te oparte sg gtéwnie na ubezpieczeniach w kierunku
estymacji prawdopodobiefistwa ruiny firmy ubezpieczeniowej czy portfela ubezpie-
czeniowego. Nastepnie przedstawiony jest zakres badafi w poszczegélnych rozdzia-
tach i definicje rozwazanych proceséw stochastycznych.

W rozdziale drugim Doktorant zajmuje sie dwuwymiarowym procesem Wienera
o stalej wzajemnej korelacji. Bada tzw. jednoczesne prawdopodobienstwo ruiny na
skoficzonym horyzoncie czasu. Rozwazane prawdopodobiefistwo jest w ogdlniejszym
kontekscie a mianowicie zaklada sie, ze dryf (skladka ubezpieczeniowa na jednostke
czasu) jest pewna funkcja potegows c;u® jak i poziom kapitatu poczatkowego réw-
niez jest pewna funkcja potegows a;u?, gdzie o, 8 > 0 i stale ¢;, a; sa dodatnie. W
rozdziale tym Autor znajduje asymptotyki prawdopodobienstwa dla u — oco. Roz-
patruje trzy gléwne przypadki o < B, a = 8 i @ > . Ponadto powstaje jeszcze
wiele przypadkéw w zaleznodci od parametréw a; i korelacji p. Dowody sg oparte
na odpowiednim rozbiciu na podprzedzialy, odpowiednim szacowaniu prawdopodo-
biefistw jak i na stabej zbieznoéci proceséw, nieréwnosci Borella, samopodobienstwie
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procesu Wienera i odpowiednim zastosowaniu rozwigzania problemu programowania
kwadratowego. Najbardziej skomplikowany wydaje sie przypadek oo = 8, gdzie po-
jawiajg sie przypadki redukeji wymiaru w problemie programowania kwadratowego
i pelnego wymiaru. Najprostszy jak mozna bylo sie spodziewaé jest przypadek gdy
dryf dominuje nad kapitalem poczgtkowym tzn. o > . W Lemacie 2.2.3 Doktorant
korzysta z nieréwnoéci Borella-Adlera (str. 16) i nie jest jasne jak szacuje warto$¢
oczekiwang supremum procesu Z. Ten rozdzial pracy jest najbardziej obszerny i
liczy ponad 20 stron.

W rozdziale 3. Doktorant zajmuje sie szerszg klasg proceséw a mianowicie utam-
kowym ruchem Browna ale powraca do przypadku jednowymiarowego. Bada praw-
dopodobiefistwo ruiny na skoficzonym horyzoncie czasu sprawdzane w dyskretnych
losowych chwilach czasu. Dokladniej, chwile inspekeji ruiny tworza proces odnowy.
Dla tak okreslonego problemu zostaje znaleziona asymptotyka prawdopodobiefistwa
ruiny dla kapitalu poczatkowego dazacego do nieskorficzonosci. Dowdd rozbity jest
na dwa przypadki: parametr Hursta H > 1/21 H < 1/2. Ciekawe jest, Ze otrzymana
asymptotyka w Tw. 3.2.2 jest jednolita dla H > 1/2, H = 1/21 H < 1/2 co nie
ma miejsca w przypadku cigglej inspekcji czyli po prostu dla supremum wyznacza-
nego na calym odcinku. Wtedy stala przed P(Bg(T') > u+ cT') (ruina w ostatnim
punkcie przedziatu) jest odpowiednio 1, 2 i stala zalezna od statej Pickandsa. Dowéd
Tw. 3.2.2 podobnie jak w poprzednim rozdziale oparty jest na odpowiednim rozbi-
ciu przedziatu i rozdzielony jest na 2 przypadki H > 1/2 1 H < 1/2. Jako przyktad
rozpatrywany jest proces odnowy generowany przez rozkiad wykladniczy.

Rozdzial 4. zajmuje sie¢ ponownie dwuwymiarowym procesem Wienera o stalej
korelacji p > 0 i bada prawdopodobiefistwo tzw. ruiny paryskiej. Autor rozpatruje
niejednoczesng ruine paryskg na skoficzonym horyzoncie i skumulowang ruine pa-
ryska na skofczonym hdryzoncie czasu. Czasy przebywania powyzej pozioméw (,w
ruinie”) sq zalezne od u (kapitalu poczatkowego) Hi(u), Ha(u) i rozwazane sg przy-
padki gdy dazg do zera lub do statych wigkszych od zera. Ponadto w tym rozdziale
znajdowane sg logarytmiczne asymptotyki czyli dla zlogarytmowanego prawdopo-
dobiefistwa ruiny. Otrzymane logarytmiczne asymptotyki nie zalezg od dryféw c;.
Ponadto sg takie same dla ruiny paryskiej i skumulowanej ruiny paryskiej. Dow6d
przypadku gdy funkcje H;(u) dazg do zera rozbity jest na dwie czeéci w zaleznosci
od wartosci parametru t*, ktory w rozdziale tym nie zostal okreslony. Dowéd ko-
rzysta z asymptotyki prawdopodobiefistwa niejednoczesnej ruiny (zob. [4]) tak wiec
prawdopodobunie oznaczenie to pochodzi z tego dowodu. Tak wigc dowdd wymaga
tu dopracowania i wyjadniei. Natomiast dowéd przypadku, gdy funkecje H;(u) daza
do stalych dodatnich wydaje si¢ prostszy i jest oparty na odpowiednim warunko-
waniu i wynikach dla prawdopodobiefistwa niejednoczesnej ruiny na skofczonym
horyzoncie (zob. [4]). Ogélnie oznaczenia sg tu niedopracowane jak i niektére opisy
sq niedokladne i przez to niezrozumiale. Ta cze$¢ pracy jest rozszerzeniem wynikow
otrzymanych w pracy zob. [4] i czytelnik przed lekturg tej czedci powinien najpierw
zapoznaé si¢ z artykutem [4].

W podrozdziale 4.5 prezentowane sg symulacje. Autor przedstawia wykresy funk-
cji qu(s,t) z tymze sa one robione dla @ okreslonego w pracy [4]. Na podstawie
wykreséw Doktorant wyznacza, gdzie sa punktu optymalne okreslone dla granic w

;.2,, u/a’!;\t‘\/tb\, @



asymptotykach. Przedstawiona tu analiza nie jest jasna i nie przedstawiono jaki jest
jej cel. Ponadto Doktorant prezentuje wykresy pojedynczych trajektorii procesu i
okreglonych barier. Twierdzi, ze sa to najbardziej prawdopodobne trajektorie. Bra-
kuje tu opisu metod czy teorii uzytej do wyznaczenia najbardziej prawdopodobnych
trajektorii. Przede wszystkim dla mnie brakuje symulacji opartych na metodach
Monte Carlo prawdopodobiefistw ruiny badanych w rozdziale czwartym i poréw-
nania ich z otrzymanymi asymptotykami. Symulacje prawdopodobiefistwa ruiny na
skoficzonym horyzoncie czasu sg z technicznego punktu widzenia duzo latwiejsze
niz na nieskoriczonym horyzoncie. Tak wiec ich wykonanie nie powinno byé¢ zbyt
trudne. Podsumowujgc podrozdzial ten mogtby byé znacznie bogatszy i ciekawszy.
Ogélnie rozdzial a nie podrozdzial po§wiecony symulacjom prawdopodobienstw ru-
iny méglby byé na koricu rozprawy i mégltby zawiera¢ symulacje prawdopodobiefistw
ruiny dla wszystkich rozwazanych modeli. Tak wiec w tej czgsci pozostaje jeszcze
duzo do zrobienia, moze na nastepnag publikacje.

W ostatnim rozdziale badane jest prawdopodobienstwo niejednoczesne]j ruiny na
skoficzonym horyzoncie czasu dla wielowymiarowego procesu Wienera o statych i
nieujemnych wzajemnych korelacjach (dla tego samego czasu i okreslonych wspot-
rzednych procesu). Doktorant znajduje dolne i gérne ograniczenia dla prawdopo-
dobiefistwa ruiny. Jest to uogélnienie pewnych nieréwnoséci dla przypadku jednowy-
miarowego na przypadek wielowymiarowy. Ponadto wyprowadzona zostaje asympto-
tyka tego prawdopodobiefistwa dla kapitatu poczatkowego dazacego do nieskoficzo-
nosci. Przeprowadzajac dow6d Autor rozbija na odpowiednie przedziaty i szacuje
prawdopodobiefistwo. Ponadto korzysta z nieréwnosci Borella i znanych wynikow
dla tacznych rozkladéw supremum. Dowdd nie jest bardzo dlugi ale wymagal po-
nadprzecietnych umiejetnosci rachunkowych z analizy matematycznej funkcji wielu
zmiennych, '

Bibliografia rozprawy sktada si¢ z 72 pozycji. Znajdujg sie wsréd nich biezace
artykuty sprzed kilku lat opublikowane w najlepszych czasopismach z zakresu proba-
bilistyki i proceséw stochastycznych. Ponadto Autor cytuje pozycje ksigzkowe R.J.
Adlera [1], [2] czy V.I. Piterbarga. [8].

Tak wiec podsumowujgc, podjeta tematyka rozprawy jest bardzo ciekawa ze
wzgledu na to, ze bazuje na procesach gaussowskich takich jak wielowymiarowy
proces Wienera czy utamkowy ruch Browna, ktére sa podstawowymi procesami sto-
chastycznymi badanymi obecnie w réznych aspektach z teoretycznego punktu widze-
nia i ponadto wykorzystywanymi w wielu modelach w fizyce, biologii, ekonomii czy
finansach. Doktorant wykazal si¢ gleboka znajomodcig 1 umiejetnoscia zastosowania
zaawansowanych metod i technik wykorzystywanych w teorii ekstreméw procesow
gaussowskich. Zastosowal i rozwing! te metody dla proceséw wielowymiarowych co
jest bardzo trudnym zadaniem z punktu widzenia analizy matematycznej funkeji
wielu zmiennych. Ponadto dowody twierdzeri wymagaty ponadprzecietnych zdolno-
éci z zakresu analizy matematycznej i intuicji zwigzanych z zachowaniem asympto-
tycznym funkeji i catek. Dowody sg diugie wymagajace wiele pracy i starannosci.
Nalezy jednak dodaé, Ze w niektérych miejscach praca wymaga jeszcze wigkszej do-
kladnosci i doprecyzowania niektérych przej$é jak i opiséw stuzgcych intuicyjnemu
zrozumieniu otrzymanych wynikéw. Ponadto otrzymane rezultaty sg glebokie, cie-
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kawe z punktu widzenia ekstreméw proceséw stochastycznych, analizy matematycz-
nej jak i zastosowan w ubezpieczeniach czy finansach. Tematyka prezentowana w
pracy jak i uzyskane wyniki otwierajg wiele éciezek do dalszych ciekawych i koniecz-
nych badafi w zakresie ekstreméw gaussowskich proceséw stochastycznych.

Dorobek naukowy Doktoranta sklada si¢ z trzech publikacji z czego jedna jest
z dwoma wspoOlautorami (Skandinavian Actuarial Journal ([4]) i dwie pozostale sg
samodzielne (Statistics and Probability Letters [5] i Probability and Mathematical
Statistics [6] ). Wszystkie te czasopisma sg listy JCR (Journal Citation Reports,
posiadajg impact factor). Tak wiec koriczac, rozprawa spelnia wymagania stawiane
dysertacjom doktorskim i wnosze o dopuszczenie mgr. Konrada Krysteckiego do
dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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