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Rozprawa mgr. Krzysztofa Kepczyniskiego zajmuje sie¢ ekstremami i ich pochodnymi
funkcjonalami proceséw gaussowskich i proceséw Lévy’ego w kontekscie ich zastoso-
wania do modelowania zjawisk ubezpieczeniowych i kolejkowych. Badanie pewnych
funkcjonaléw w tym supremum czy czaséw przebywania proceséw gaussowskich jest
jedng z podstawowych galezi teorii proceséw stochastycznych datujacych swoje po-
czatki w pracach S.M. Bermana [4] czy J. Pickandsa [11]. Od tego czasu powstalo
wiele artykuléw na ten temat ze wzgledu na swojg fundamentalng tematyke jak
réwniez ze wzgledu na zastosowania w ubezpieczeniach, finansach, fizyce, biologii
czy badaniach operacyjnych.

Przechodzac do szezegbléw rozprawa skiada sie ze wstepu, czterech rozdziatéw i
bibliografii. We wstepie Autor cytuje dotychczasowe artykuly z zakresu prezentowa-
nego w rozprawie wraz z motywacjami do badania rozwazanych w pracy proceséw
i rozkladéw funkcjonaléw. Nastepnie Autor streszcza poszczegélne rozdzialy roz-
prawy. .

W rozdziale drugim Doktorant zajmuje si¢ dwuwymiarowym procesem Wienera o
stalej wzajemnej korelacji. Bada rozklad czasu przebywania na skonczonym odcinku
czasu ponad pewnym poziomem dwuwymiarowego procesu Wienera z liniowym dry-
fem. Problem ten jest réwnowazny wyznaczeniu prawdopodobienstwa skumulowa-
nej paryskiej ruiny dla modelu opartego na procesie gaussowskim. Model moze by¢
wykorzystany do wielu niezaleznych proceséw ryzyka (wielu niezaleznych firm ubez-
pieczeniowych) w celu oszacowania ich lacznej ruiny. W szczegblnym przypadku
dla skumulowanej paryskiej ruiny mozna otrzymaé rozklad jednoczesnej ruiny. W
rozdziale tym Doktorant znajduje asymptotyke prawdopodobiefistwa czasu przeby-
wania ponad poziomem (a,u, agu), gdy u — oo, o wartoéci wigkszej od zu=2, z > 0



tzn. asympptotyke prawdopodobienstwa
IP(czas przebywania ponad (a1u, agu) dla obu proceséw ryzyka > 2u”?).

Asymptotyka prawdopodobiefistwa opisana jest w dwoch twierdzeniach przy warun-
kach dajacych redukcje wymiarowoéci (jedna wspélrzedna dominuje) i przy pelnej
wymiarowoéci. Dowéd tych twierdzen oparty jest na programowaniu kwadratowym,
metodzie podwdjnej sumy zastosowane]j do czaséw przebywania i wykorzystaniu nie-
réwnosci Borella-TIS.

Rozdzial trzeci rozprawy zajmuje si¢ stacjonarnym procesem zawartosci bufora z
wejsciem modelowanym ulamkowym ruchem Browna tzn. zawartos¢ bufora opisana
jest przez (rozwigzanie problemu Skorochoda)

Q(t)= sup (Bu(t) — Ba(s) —c(t —s)), (1)
—oc0<s<t

gdzie By jest utamkowym ruchem Browna z parametrem Hursta H i ¢ > 0 intensyw-
noscig serwisu. Celem tej cze$ci rozprawy jest znalezienie asymptotyki prawdopo-
dobienistwa przepeienia bufora na losowym odcinku czasu niezaleznym od procesu
wejécia. Dla deterministycznych odcinkéw czasu problem ten zostal zbadany (zob.
np. Debicki i Liu [6]). Losowy czas jest modelowany jako suma zmiennych loso-
wych niezaleznych i zalezny ponadto od poziomu przepetnienia bufora. Jaka jest
interpretacja praktyczna takiego losowego odcinka czasu czy jest to tylko zalozenie
teoretyczne ulatwiajgce znalezienie asymptotyki? Jesli jest to zatozenie teoretyczne
to wydaje sig, ze mozna byloby rozwazy¢ tu prostsze losowe odcinki czasu a przy
najmniej zapisaé je w-prostszej postaci. Pojawiajg sie dodatkowo dwa parametry £ i
7 i suma zmiennych jest liczona do u? co raczej nie jest liczbg catkowita. Kandydat
rozpatruje tu trzy przypadki zmiennych losowych tworzacych sume: catkowalnych,
o rozktadach regularnie zmieniajacych si¢ z parametrem « € (0,1) i wolno zmienia-
jacych. W pierwszym scenariuszu tzn. przy zalozeniu, ze zmienne losowe opisujace
odcinek czasu sg calkowalne asymptotyki sprowadzajg si¢ do asymptotyk na deter-
ministycznym odcinku czasu wyprowadzonym wezesniej w pracy Debicki i Liu [6].
Ponadto dla tego przypadku Doktorant pokazuje przyktad dla czaséw o rozkladzie
wyktadniczym i dla procesu wejécia bedgcego procesem Wienera. Dla przypadku re-
gularnie zmieniajgcych sie rozkladéw czaséw asymptotyka zalezy istotnie od asymp-
totyki rozktadu czaséw. Podobng asymptotyke Autor otrzymuje dla rozktadéw wolno
zmieniajacych sie przy dodatkowym zalozeniu na rozklad czaséw. Dowdd przypadku
catkowalnych czaséw i 8 = 0 (nie ma sumy) sprowadza si¢ na roztozenie supremum
na trzy przedzialy i skorzystaniu z asymptotyki na deterministycznym przedziale.
Podobnie dla 8 > 0 czas roztozony jest na odpowiednie odcinki wokét §redniej czasu
i skorzystaniu z asymptotyki na deterministycznym przedziale. W przypadku regu-
larnie zmieniajgcych sie i wolno zmieniajacych sie zmiennych losowych opisujgcych
czas dowdd jest oparty na rozbiciu na trzy przedzialy i skorzystaniu z twierdzenia
Karamaty z uwzglednieniem pewnych lematéw opartych migdzy innymi na wynikach

z pracy Piterbarg [13] i Hiisler i Piterbarg [8].
Rozdzial czwarty zajmuje sie podobnie jak rozdzial trzeci asymptotyks rozktadu
przepelnienia bufora (zob. (1)) w przypadku gdy wejécie do systemu opisane jest
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procesem Lévy’ego spelniajacym warunek Lundberga. Zalozenie to implikuje lek-
kie ogony rozkladéw procesu Lévy’ego co powoduje, ze jest to na ogédt trudniejsze
zadanie niz w przypadku cigzkich ogonéw. Kandydat bada tu pewne uogdlnienie
funkcjonatu supremum © tzn. zamiast rozpatrywania rozkladu funkcjonatu supre-
mum wprowadza pewien ogdlniejszy funkcjonal, ktéry moze by¢ miedzy innymi su-
premum, infimum i ich kombinacja wypukla na przedziale deterministycznym sta-
tym lub rosngcym do nieskoficzono$ci. Na statym odcinku czasu otrzymany wynik
uogdlnia asymptotyki otrzymane w Baurdoux i in. [3] wraz z uogdlnieniem stalem
Pickandsa dla proceséw Lévy’ego i funkcjonalu ©. W dowodzie Autor wykorzystuje
lemat Breimana méwigcy o zachowaniu ogona rozktadu iloczynu pewnych dodatnich
zmiennych losowych. Dla odcinka czasu rosnacego do nieskoiiczonosci wyprowadzona
zostaje asymptotyka dla supremum (przepeinienie bufora) i jest ona analogiczna do
wynikéw otrzymanych w pracy Piterbarga [13].

W ostatnim rozdziale pracy Autor uogdlnia lemat Breimana méwigcy o ogonie
rozktadu iloczynu zmiennych losowych. Wielowymiarowy analog lematu Breimana
ze zmiennymi zaleznymi od poziomu u zostaje wyprowadzony, ktory jest rozszerze-
niem wyniku zawartego w pracy Fougeres i Mercadier [7]. W giéwnym wyniku tego
rozdziatu tw. 5.2.1 pojawia si¢ podwdjna indeksacja macierzy M i wektora X a
mianowicie u, 7, gdzie 7, nalezy do pewnego zbioru indekséw. Znaczenie tego po-
dwdéjnego indeksu dopiero widaé w zalozeniu A2. Korzystajac z tw. 5.2.1 Kandydat
podaje dowéd rozszerzonej wersji twierdzenia podanego w Debicki i in. ([5]). Twier-
dzenie to jest rozszerzone do wigkszej klasy funkcjonaléw niz tylko supremum dla
pd6l gaussowskich. Z twierdzenia tego wynika lemat Pickandsa i lemat Piterberga.
Ponadto na podstawie uogélnionego lematu Breimana Autor znajduje asymptotyke
prawdopodobienistwa supremum samostandaryzowanych (standaryzowanych losowo
przez ostatnig warto$é procesu na przedziale) pewnych proceséw gaussowskich.

Szczegblowe uwagi:

e str. 12, lin. 9 - czy istnieje norma Skorochoda?
e str. 15 - nie opisano czym jest X;

e str. 33, lin. 2 - suma do «?, gdzie warto$é nie jest catkowita (powtarza si¢ w
wielu miejscach);

e str. 56, lin. 15 - § € (—1 —¢,2 + ¢€), dla ujemnych § wartos¢ oczekiwana jest
zawsze skonczona,

e str. 67 - nalezaloby zdefiniowaé co to jest indeks jednorodnoéci miary y;

e str. 68, Prop. 5.1.1 - zapis caltki z dM nie wydaje si¢ poprawny, gdyz M jest
ustalong macierzg losowa;

e str. 68, lin. 2 od dotu - ,odwracalna macierz M € R#? ??, przeksztalcenie
nie musi by¢ odwracalne aby zdefiniowaé przeciwobraz zbioru,

e str. 74, lin. 11 od dotu - nie jest jasne zdanie ,This framework...”
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Pytania:

1. Czy w rozdziale drugim mozliwe jest rozszerzenie wynikéw do skorelowanego
dwuwymiarowego ruchu Browna ze zmienng w czasie korelacjg pomiedzy skla-
dowymi np. zanikajgcg wyktadniczo w nieskonczonosci?

2. Czy w rozdziale 3 losowy czas na ktérym obliczane jest prawdopodobiefistwo
przepelnienia bufora mozna przedstawi¢ w prostszej postaci niekoniecznie jako
suma pewnych zmiennych losowych (bytoby to chyba naturalne i bliskie prak-
tyki)? Skad wzig! sie pomyst przedstawienia czasu jako sumy zmiennych loso-
wych?

3. W pracy we wszystkich rozdzialach pojawiaja si¢ state w asymptotykach. State
te w wiekszoéci przypadkéw sg w postaci niejawnej ale np. w Przykladzie 3.2.3
w przypadku procesu Wienera Kandydat wyznacza wartosci statych asymp-
totycznych. Czy w innych przypadkach jest mozliwe wyznaczenie tych statych
lub ich oszacowanie?

Podsumowanie.

Bibliografia rozprawy sklada sig¢ ze 134 pozycji. Znajdujg si¢ wéréd nich bie-
zgce artykuty sprzed kilku lat opublikowane w najlepszych czasopismach z zakresu
probabilistyki i proceséw stochastycznych. Ponadto Autor cytuje pozycje ksigzkowe
R.J. Adlera [1], [2] czy V.I. Piterbarga [12].

Tak wiec podsumowujgc, podjeta tematyka rozprawy jest bardzo ciekawa ze
wzgledu na to, ze bazuje na procesach gaussowskich takich jak wielowymiarowy pro-
ces Wienera, utamkowy ruch Browna czy procesy Lévy’ego, ktére sg podstawowymi
procesami stochastycznymi badanymi obecnie w réznych aspektach z teoretycznego
punktu widzenia i ponadto wykorzystywanymi w wielu modelach w fizyce, biologii,
ekonomii, ubezpieczeniach czy finansach. Doktorant wykazat si¢ gleboka znajomo-
$cig 1 umiejetnoscig zastosowania zaawansowanych metod i technik wykorzystywa-
nych w teorii ekstreméw proceséw gaussowskich i proceséw Lévy’ego. Zastosowal i
rozwingl te metody dla proceséw wielowymiarowych co jest bardzo trudnym zada-
niem z punktu widzenia analizy matematycznej funkcji wielu zmiennych. Ponadto
dowody twierdzenn wymagaly ponadprzecigtnych zdolnosci z zakresu analizy ma-
tematycznej i intuicji zwigzanych z zachowaniem asymptotycznym funkcji i calek.
Ponadto otrzymane rezultaty sg ciekawe z punktu widzenia ekstreméw proceséw
stochastycznych, analizy matematycznej jak i zastosowan w ubezpieczeniach czy
kolejkach. Tematyka prezentowana w pracy jak i uzyskane wyniki otwierajg wiele
$ciezek do dalszych ciekawych i koniecznych badan w zakresie ekstreméw gaussow-
skich proceséw stochastycznych i proceséw Lévy’ego.

Dorobek naukowy Doktoranta sktada sie z dwoch samodzielnych pubhkacp (Sto-
chastic Models ([10]) i Silesian Statistical Review ([9]). Ponadto Doktorant pre-
zentowal swoje wyniki na 12 polskich lub miedzynarodowych konferencjach i zajat
dwukrotnie pierwsze miejsce i raz drugie miejsce w konkursie referatéw studenckich.

Tak wiec koficzgce, rozprawa spelnia wymagania stawiane dysertacjom doktor-
skim i wnosze o dopuszczenie mgr. Krzysztofa Kepczynskiego do dalszych etapéw
przewodu doktorskiego.
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