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W recenzowanej rozprawie Autor podejmuje probe wykorzystania uogol-
nionych funkcji kwantylowych zdefiniowanych w 1992 roku przez Einmahla i
Masona w pracy [1] do opisu wielowymiarowych porzadkéw stochastycznych.
W tym celu definiuje tzw. "wielowymiarowe kwantyle oparte o pare wektorow
losowych".

Einmahl i Mason wprowadzili uogélniony kwantyl w nastepujacy sposéb.
Oznaczmy przez B zbiory borelowskie przestrzeni R?. Niech P bedzie miara
na (R, B). Niech A bedzie funkcja rzeczywista zbioru okreslong na podzbio-
rze C C B. Uogolniong funkcje kwantylowa definiujemy przez

U, P,C)=inf{A(A): P(A)>t,AeC}, O0<t<]1.

Dla dowolnego rozkladu P na RY, funkcja glebokosci (depth lub depth
function) jest kazde nieujemne rzeczywiste przeksztalcenie D(x, P), x € R,
porzadkujace obserwacje x w zaleznosci od odleglosci od centrum wielowy-
miarowego rozkladu P (zob. np. [4],[6]).

Serfling ([5],[6]), specyfikujac rodzine zbioréw C w definicji Einmahla i
Masona, definiuje tzw. uogolniong funkcje kwantylowa oparta na funkeji gtabi
(generalized depth-based quantile function) D(x, P) przyjmujac, dla wszyst-
kich t € (0,1),

U(t;P,Cp) =inf {M(A): P(A)>t,Ae€Cp}, O<t<]1,

gdzie
Cp = {I(t,D,P) <t SupD(x,P)}
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I(t,D,P)={x€R*:D(x,P)>t}.

Istnieje znaczna liczba réznych podejsc do definicji wielowymiarowych
kwantyli, uwaza si¢ jednak ([2]), ze podejscie oparte o funkcje gtebokosci jest
najwazniejsze.

W rozprawie doktorskiej przedstawiona jest nastepujaca konstrukeja wie-
lowymiarowego "kwantyla". Przedstawimy tu jedna z sze§ciu definicji wpro-
wadzanych w podobny sposob.

Niech X i Y beds wektorami losowymi o wartosciach w R?. Rodzine
podzbioréw C okresla sie wzorem

C= {[—oo,x] xeER?= [—oo,+oo]d} :

Funkcje zbioru A okreslamy jako dystrybuante wektora Y, czyli A ([—o0,x]) =
G (x). Rozklad P jest rozkladem wektora X, zatem P (A) = P ([—oc,x]) =
F (x).

Otrzymujemy "kwantyl", oznaczony przez przez Autora GF~'(t) zdefi-
niowany wzorem

GF™'(t) =inf {G (x): F (x) > t,x € R}.

Na stronie 37 Rozprawy mozna znalez¢ ta definicje i pie¢ pozostalych . Autor
nazywa je "wielowymiarowymi funkcjami kwantylowymi".

Wydaje sie¢ jednak, ze fukcja kwantylowa powinna byé¢ zwiazana z poje-
dynczym wektorem losowym a nie para wektoréw. Na stronie 43 Rozprawy
Autor pisze o "funkcjach kwantylowych wyznaczonych w oparciu o pare wek-
toréw losowych", takie stwierdzenie wydaje sie dziwne.

Ograniczmy uwage do funkeji GF~! (t),t € (0,1). Przyjmijmy dla pro-
stoty, ze rozwazane dystrybuanty sg ciagle. W przypadku d = 1, mamy

GF™'(t)=inf{G (z): F(z) > t,z e R} =G (F* (2)).

Zatem funkcja GF~! () = G o F~! (t) jest zlozeniem funkcji G i F~'. Zloze-
nie to wystepuje w charakteryzacjach porzadkéw stochastycznych w jednym
wymiarze (zob. str. 21-22 Rozprawy).

Na przyklad, warunek Y <, X zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy G o
F~'(t) > t dla kazdego t € (0,1).

Dla d > 1, Autor w Twierdzeniu 3.1 charakteryzuje porzadek dolny or-
tantowy. Pokazuje On, ze warunek Y <;, X zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy GF~!(t) >t dla kazdego t € (0, 1).

Dla d = 1 zlozenie GF~! (t) = Go ="' (t) nosi nazwe krzywej porzadkowej
dominacji (ordinal dominance curve) (zob. str. 139. recenzowanej Rozprawy)
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i mozna przyja¢, ze dla d > 1, funkcja GF ' (1) jest jej rozszeszeniem na
wiecej wymiarow.

Na podstawie powyzszych uwag recenzent uwaza, ze tytul rozprawy: " Za-
stosowanie wielowymiarowych funkcji kwantylowych do badania wielowymia-
rowych porzadkow stochastycznych", nie odpowiada jej zawarto$ci. Autor nie
bada wielowymiarowych kwantyli, ale raczej pewne odpowiedniki zlozen wie-
lowymiarowych dystrybuant. Jednakze, bez wzgledu na to, jak nazywa sie
rozwazane pojecia, Autor otrzymuje nowe wyniki charakteryzujace wielowy-
miarowe stochastycze porzadki.

Rozprawa doktorska sklada sie z wstepu, szesciu rozdzialow i bibliografii,
liczacej 41 pozycji.

Rozdzial 1. Kwantyle i porzqdki stochastyczne w jednym i wielu wymia-
rach.

W rozdziale tym przedstawiono i usystematyzowano dobrze znane wyniki
dotyczace funkeji kwantylowych w jednym wymiarze i wybranych jednowy-
miarowych porzadkéow stochastycznych (porzadek stochastyczny, odwrotny
porzadek hazardowy, porzadek hazardowy i porzadek ilorazu wiarogodnosci).
Omoéwiono takze wielowymiarowe porzadki takie jak: porzadek dolny ortan-
dowy, porzadek gérny ortandowy, porzadek stochastyczny staby odwrotny
porzadek hazardowy, staby porzadek hazardowy i porzadek ilorazu wiary-
godnosci. Waznym paragrafem rozdzialu jest paragraf po§wiecony koncepcji
wielowymiarowych funkcji kwantylowych. We wczedniejszym fragmencie re-
cenzji koncepcja ta zostala przedstawiona i skrytykowana.

Rozdzial 2. Wiasnosei wielowymiarowych funkeji kwantylowych.

Autor przygotowuje tu aparat potrzebny mu w dalszej czesci pracy. Ba-
dane sa wlasno$ci szedciu funkeji zdefiniowanych w Rozdziale 1, ktore Autor
nazywa wielowymiarowymi funkcjami kwantylowymi. Wlasnodciami tymi sg
monotoniczno$é, ciggltodé, odwracalnosé, granice w 01 1. W ostatnim obszer-
nym paragrafie 2.4 Rozdziatlu 2 przedstawione sa wlasnosci funkcji kwanty-
lowych rozkladow znieksztalconych.

Rozdzial zawiera wyniki wtasne Autora.

Na stronie 43 znajduje sie sformulowanie Autora: "...funkcjami kwantylo-
wymi wyznaczonymi w oparciu pare weklordw losowych...”, ktore podkresla,
wedlug recenzenta, nienaturalnosé¢ przyjetej prze Autora definicji wielowy-
miarowych funkcji kwantylowych.

Rozdzial 3. Wielowymiarowe funkcje kwantylowe a porzqdki stochastyczne.

Badane sg zwigzki pomiedzy wielowymiarowymi funkcjami kwantylowymi
a porzadkami stochastycznymi. Rozwazone sa porzadki ortantowe, porzadek
stochastyczny, stabe porzadki hazardowe i porzadek ilorazu wiarogodnoéci.

Rozdzial zawiera wyniki wlasne Autora.



Rozdzial 4. Uporzqdkowanie rozkladéw zadanych przez archimedesowe
funkcje tgcznikowe.

W rozdziale rozwazane sa wektory losowe o archimedesowych funkcjach
tacznikowych (kopulach). W tym przypadku funkcje kwantylowe mozna za-
pisa¢ w jawnej postaci. Korzystajac z tego faktu, scharakteryzowano upo-
rzadkowanie archimedesowych funkcjach lacznikowych. Podano ilustrujace
przyktady.

Rozdzial zawiera wyniki wlasne Autora.

Rozdzial 5. Porzgdkowanie dwdch par rozktadow i metryki niezmiennicze
wzgledem wielowymiarowych porzgdkéw stochastycznych.

Autor podejmuje probe uogélnienia wybranych wynikow dla d = 1 z
pracy Lehmanna i Rojo [3] na przypadek dowolnego d > 1. Sg to uogélnienia
stwierdzenia : "rozktad zmiennej losowej Y, jest bardziej na prawo od X,
niz Y1 od X," oraz pojecia metryk niezmienniczych wzgledem porzadkow
stochastycznych.

Rozdzial zawiera wyniki wlasne Autora.

Rozdzial 6. Empiryczne wielowymiarowe funkcje kwantylowe.

W rozdziele tym zdefiniowano tzw. empiryczne wielowymiarowe funkcje
kwantylowe. Zbadano ich monotonicznosé i jednostronng ciggtosé. Omoéwiono
praktyczne (jawne) wyznaczanie empirycznycy funkcji kwantylowych. Roz-
dzial koniczy paragraf zatytulowany " Twierdzenia graniczne.". Zawiera on
interesujace wyniki asymptotyczne dotyczace jednostajnej zbieznosci z praw-
dopodobienstwem 1.

Rozdzial zawiera wyniki wlasne Autora.

Recenzent wyraza rozczarowanie, ze Autor nie publikowal zadnych wyni-
kow otrzymanych w pracy i przez to nie podatl ich ocenie przez specjalistow.
W pracy mozna znalezé fragmenty, ktére po odpowiednim przeredagowaniu
mozna publikowaé, np. z Rozdzialu 6, paragraf " Twierdzenia graniczne.".

Otrzymane wyniki nie sa, w ocenie recenzenta, dobrze osadzone w litera-
turze przedmiotu. Brak jest wyraZznych odniesieri do znanych juz rezultatéw.
Autor nie uwypukla co jest jego osobistym wkladem.

Praca jest pisana w sposob przejrzysty i staranny. Przedstawiane dowody
sa kompletne. Mozna na ich postawie wnioskowaé¢ o dobrej znajomosci przez
Autora rozwazanej teorii i stosowanych w niej metod.

Podsumowujac, mimo wskazanych wyzej niedociagnieé i przedstawionych
krytyczych uwag, recenzowana Rozprawa Doktorska zawiera na tyle intere-
sujacy i oryginalny material, ze recenzent wnioskuje o dopuszczenie Pana
magistra Kamila Dybe do dalszych etapow przewodu doktorskiego.
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