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1. TEMATYKA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ

Rozprawa doktorska pana mgr. Sebastiana Jachimka zostala napisana pod kierunkiem
pana dra hab. Piotra Borodulina-Nadziei, prof. UWr, i dotyczy badania whasnoéci struk-
turalnych i geometrycznych tzw. kombinatorycznych przestrzeni Banacha. Przestrzenie te
definiowane sg jako uzupelnienia przestrzeni liniowej cqq rzeczywistych ciggéw o skoriczo-
nym nosniku, dla ktérych norma okreslona jest przez wybodr dziedzicznej (tj. zamknietej
na branie podzbioréw) rodziny F skonczonych podzbioréw pokrywajacych pewien ustalony
zbior przeliczalny, najczesciej zbidor N nieujemnych liczb catkowitych, 1 wyraza sie wzorem

(+) Il = sup > lz(n)l.

€F neA

Poczatki teorii tego typu przestrzeni Banacha siegaja klasycznej pracy J. Schreiera (Studia
Math. 1930), w ktorej rozwazal norme zdefiniowana wzorem () dla rodziny F zlozonej ze
zbioréw A C N, dla ktérych |A| < min(A). Rodzina ta byla pézniej uzyta przez A. Baern-
steina (Studia Math. 1972) w celu skonstruowania refleksywnej przestrzeni Banacha niema-
jacej wilasnosci Banacha-Saksa. Termin kombinatoryczne przesirzenie Banacha zapropono-
wany zostal przez W.T. Gowersa, a w ostatnich latach teoria tych przestrzeni przezywa
dynamiczny rozwd]j dzieki pracom szerokiego grona matematykow, takich jak K. Beanland,
P. Borodulin-Nadzieja, B. Farkas czy A. Pelczar-Barwacz. Rozprawa doktorska pana Seba-
stiana Jachimka, oparta w pewnej mierze na wspolpracy naukowej z wymienionymi wyzej
osobami, stanowi bardzo cenny wkilad w rozwéj teorii kombinatorycznych przestrzeni Ba-
nacha. Istotnym novum w podejsciu Doktoranta jest rozwazanie rodzin F podzbioréw N,
ktére — traktowane jako podzbiory zbioru Cantora {0, 1}N — nie musza byé zwarte w to-
pologii produktowej. Przyjmowane sa jedynie dwa naturalne zalozenia o rodzinie F: jej
dziedzicznos¢é oraz pokrywanie przez nia calego zbioru N. Doktorant bada zatem w ogdl-
nosci przestrzefi Banacha X, ktora jest uzupelnieniem cyy wzgledem normy ||-|| - danej
wzorem (*), gdzie rodzina F C {0,1}" jest zamknigta na branie podzbioréw i pokrywa
zbior N. Dotyczy to wiekszosci wynikéw zawartych w rozprawie, a tam, gdzie czynione
jest zalozenie zwartoSci F (np. w rozdziale trzecim dotyczacym identyfikacji przestrzeni
sprzezonej X7%), jego przyjecie podyktowane jest natura problemu, i jest to szczegdlowo
uzasadnione w tekscie rozprawy.



Giéwne problemy stawiane w rozprawie doktorskiej pana Jachimka dotycza m.in.:

. wplywu kombinatorycznych wlasnodci rodziny F na cechy strukturalne przestrzeni
Banacha Xr (uzyskano tu w szczegdlnosel interesujace przyktady £;-nasyconych prze-
strzeni bez wtasnosci Schura);

« przedstawienia uniwersalnej przestrzeni Pelczynskiego jako kombinatoryczne] prze-
strzeni Banacha;

. izometrycznie izomorficznej identyfikacji przestrzeni sprzezonej do X z;
. opisu zbioru punktéw ekstremalnych kuli jednostkowej przestrzeni Xz.

Dowody twierdzen zaprezentowanych w rozprawie wymagaly zastosowania wielu pomy-
stowych technik oraz metod z takich dziedzin jak teoria graféw, teoria modeli (granica
Fraisségo), przestrzenie quasi-unormowane, czy algebra liniowa. Praca napisana jest w je-
zyku angielskim. Poza drobnymi usterkami, ktére wymienie w dalsze] czesci tekstu, jej
redakcja stoi na wysokim poziomie, a wszystkie dowody przedstawione zostaly w sposéb
czytelny i kompletny.

Rozprawa sktada sie ze wstepu oraz czterech rozdzialdéw, przy czym pierwszy poswie-
cony jest wprowadzeniu niezbednych pojeé i znanych faktéw wykorzystywanych w pdzniej-
szych fragmentach. Czeéé rozprawy (gtéwnie rozdzialy drugi i trzeci) oparta jest na dwdch
artykutach naukowych, ktorych wspotautorem jest pan Jachimek:

[J1] P. Borodulin-Nadzieja, B. Farkas, S. Jachimek, A. Pelezar-Barwacz, The zoo of com-
binatorial Banach spaces, Studia Math. 282 (2025), 101-132.

[J2] P. Borodulin-Nadzieja, S. Jachimek, A. Pelczar-Barwacz On the spaces dual to com-
binatorial Banach spaces, Math. Nachr. 298 (2025), 998-1017.

2. GLOWNE TEZY I OCENA ROZPRAWY

Wyniki zawarte w artykule [J1] oméwione sg w drugim rozdziale rozprawy. Autor pre-
zentuje tutaj szereg interesujacych przykladéw kombinatorycznych przestrzeni Banacha,
rozpoczynajac od omdéwienia sytuacji, w ktorej otrzymujemy klasyczne przestrzenie ¢y, 41,
przestrzen Schreiera, a takze pewne przestrzenie ciggdéw indeksowanych elementami drzewa
2<N wprowadzone przez Rosenthala, w szczegdlnosci przestrzeri momentéw stopu (stopping
time space). Doktorant przechodzi nastepnie do uogdlnienia przestrzeni Faraha, rozwazajac

rodziny
Fo={Aec[N<°: [An[2"2"")| < g(n)},

gdzie g: N — [1, 00) jest dowolng funkejg. Uogdlniajae wynik uzyskany przez P. Borodulina-
Nadzieje i B. Farkasa (J. Punct. Anal. 2020) dla oryginalnej przestrzeni Faraha, odpowia-
dajacej funkcji g(n) = 2"/n, Doktorant dowodzi, ze dla dowolnej g przestrzei Xp, ma
wlasnosé Schura, co prowadzi do wniosku, w celu wystowienia ktérego przytoczmy tutaj
kilka definicji. Jezeli ¢: RN — [0, 00] jest monotoniczng, polciaglta z dolu quasi-norma,
skoniczong na ciggach nalezacych do ¢y, to okreslamy

FIN(p) = {z € R¥: ¢(z) < 00} oraz EXH(p) = {3: € RY: (P (2)) == 0},

gdzie Pr: RY — RN oznacza kanoniczna projekcj¢ na wspélrzedne ze zbioru I. W szcze-
gblnoéci Xr = EXH(||-||-) dla ¢ bedacej norma zadang wzorem (x); definiujemy takze
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przestrzen Zz = FIN(|| - || ). Jeden z wynikéw wspomnianej pracy P. Borodulina-Nadziei
i B. Farkasa méwi, ze EXH(y) = FIN(yp) wtedy i tylko wtedy, gdy EXH{}) nie zawiera
izomorficznej kopii ¢;. Wykazana przez Autora wlasnosé Schura przestrzeni X F, impli-
kuje wige, ze dla dowolnej funkcji g mamy Xp, = Zp,. Doktorant pokazuje dalej, ze
jezeli funkcje ¢g,h: N — [1,00) maja ten sam wzrost asymptotyczny, to X F, ~ Xp,, tzn.
przestrzenie te sa izomorficzne. Zaznacza on réwniez, ze problem pelnej charakteryzacji
warunku Xp ~ Xp, w jezyku funkcji g i h pozostaje otwarty.

W dalszej czedel rozdzialu drugiego Autor proponuje pewne modyfikacje przestrzeni
Faraha. Okazuje si¢, ze nawet pozornie drobna zmiana w definicji rodziny F',, mianowicie
rozwazenie

IF={FUE:FeF, EC[2",2"") dla pewnego n € N},

gdzie F = F; dla funkcji g(n) = 2"/n, prowadzi do przestrzeni zawierajacej kopie ¢;.
Kolejna, bardzo ciekawa modyfikacja polega na rozwazeniu rodziny RF zlozonej ze zbioréw
A € [N]<* spelniajacych |4 N [20M), 29(+1)] < 29() /n dla kazdego n € N.. oraz pewnego
ustalonego, &cisle rosngcego ciagu (o(k))ren, liczb calkowitych dodatnich. Jak pokazuje
Doktorant, odpowiadajaca tej klasie przestrzeii Xpp nie ma wiasnoéci Schura, mimo ze
jest £;-nasycona. Dowdd tego twierdzenia jest dalece nietrywialny.

Koncowa czgs¢ rozdziatu drugiego po$wiecona jest zagadnieniom zwigzanym z uniwer-
salnoscig. Dla dowolne]j przestrzeni Banacha Y z 1-bezwarunkowa baza (v,,) Autor konstru-
uje rodzing F C [N\ {0, 1}]<*° o tej wlasnosci, ze przestrzeni X zawiera komplementarny,
blokowy cigg bazowy (wzgledem bazy kanonicznej) réwnowazny bazie (y,,). Biorac w szcze-
goélnoéci ¥V = £y, Autor zauwaza, ze o ile w klasie kombinatorycznych przestrzeni Banacha
nasycenie przestrzenia cg jest rbwnowazne niezawieraniu kopii 41, o tyle niezawieranie kopii
o nie implikuje nasycenia przestrzenig ¢,. Na zakonczenie rozdzialu drugiego, korzystajac
z teoril granic Fraisségo, Doktorant podaje konstrukcje rodziny P, dla ktérej przestrzen
kombinatoryczna Xp jest izomorficzna z przestrzenia Pelczynskiego, ktéra jest komple-
mentarnie uniwersalna dla klasy przestrzeni Banacha z baza bezwarunkows.

Moje uwagi dotyczace tego rozdziatu sg nastepujace:

. Na str. 23, w wierszu 9. od dolu powinno by¢é |C,,_|.

. Skoro na poczatku sekcji 2.3 rozwazamy przestrzenie ztozone z ciggdw indeksowanych
elementami drzewa 2<VN, to ze wzgledéw formalnych nalezalo wezeéniej wprowadzié
definicj¢ przestrzeni kombinatorycznych dla rodzin F C [I]<*, gdzie I jest dowolnym

zbiorem przeliczalnym.

« Na str. 25, w wierszu 9. od dolu oznaczenie (e, )nep jest niefortunne, bo indeksami sa
elementy zbioru 2<N.

« W dowodzie twierdzenia 2.4.1 mamy B, C I, a zatem wzér na norme ||z, | w
wierszu 8. na str. 27 nie musi zachodzi¢ w sytuacji, gdy noénik z,,, przecina si¢ niepusto
z wicksza liczbg przedzialow I,. Biorac to pod uwage, w oszacowaniu w przedostatnim
wierszu dowodu powinna pojawié sie suma postaci

Z Z |2, (9],

{n: InNA,, #9} jeBL

co oczywiscie nie wplywa na reszte dowodu.



» W zdaniu zaczynajagcym sie na str. 27, w wierszu 7. od dotu, chodzi zapewne o to,
aby dla kazdego n € N oraz k € I,,, k < 2" — 1 zachodzita nieréwnosé |z(o(k))| >
lz(a(k + 1))I.

» Na str. 27, w wierszu 4. od dolu, jak i w wielu innych miejscach rozprawy, Autor
zastgpuje orzeczenie stowne symbolem matematycznym (takim jak =, <). Jest to
praktyka dopuszczalna, ale w takim przypadku bezwzglednie konieczne jest oddzielenie
przecinkiem frazy wprowadzajacej od formuly, np.: ,(...) for every function ¢): N —
11,00), llzllp, = lyll,”-

» Uzycie symbolu podiogi w sformulowaniu warunku z Proposition 2.4.3 jest zbedne
— warunek istnienia dodatnich stalych c;, c; speliajacych ¢; < [g(n)]|/|h(n)] < ¢
dla kazdego n € N jest réownowazny istnieniu dodatnich stalych ¢, ¢, speiniajacych
¢; < g(n)/h(n) < ¢ dla kazdego n € N. Mamy np. g(n) — 1 < |g(n)| < czh(n), skad
g(n) < (ca + 1)h(n).

+ Na str. 29 Autor odwoluje sie do ,Definition 2.4”, ktérej w rozprawie nie ma.

« Na str. 31, w wierszu 8. powinno by¢: ,(...) we define a norm || -||,,”.

Rozdzial trzeci poswigcony jest opisowi i badaniom struktury przestrzeni sprzezonej
do kombinatorycznej przestrzeni Banacha. Jest to nielatwe zagadnienie z uwagi na brak
prostego opisu normy dualnej do || - || z. W rozdziale tym Autor odchodzi od wczeéniejszej
nie N). Przypadek rodziny niezwartej jest klopotliwy z uwagi na to, ze kanoniczna baza
(en) przestrzeni Xz nie jest wowczas bazg zwezajaca. Jezeli przyjmiemy jednak zalozenie
zwartodci, to - jak pokazuje Doktorant - kluczem do zrozumienia struktury X7 jest formula

(%) lz||” = inf { > sup|z(n)|: P C F jest podziatem N} ,
Aepned
w pewnym sensie ,dualna” do wzoru (x). Formula ta nie definiuje na ogdt normy, a jedynie
quasi-norme spelniajaca nieréwnosé trojkata z modutem wklestodei rownym co najwyzej 2.
Z tego powodu Autor rozwaza otoczke Banacha X7 przestrzeni (X%, |- II”) (X7 jest tutaj
uzupelnieniem ¢y wzgledem normy || - ]|f) wyposazong w norme okreslona standardowym
wzorem " .
Nzll” = inf {Z lz:ilT:neN o,...,z, € X, 2= in} :
i=1 i=1

Gléwne twierdzenie rozdziatu méwi, ze dla dowolnej zwartej, dziedzicznej i pokrywajacej
rodziny F C [N]<*° przestrzen XF jest izometrycznie izomorficzna z X%, W szezegblnym
przypadku, gdy F jest dziedzicznym domknieciem pewnej partycji P zbioru N, wzdr (xx)
wyraza norme i mamy wowczas izometryczny izomorfizm X3 & X% Dla drugiego dualu
zachodzi jednak X3* = (X7)* dla kazdej zwartej, dziedzicznej i pokrywajacej rodziny F.

Réwniez w kontekscie przestrzeni X7 Autor uzyskuje efekt, ktéry pojawit sie juz w po-
przednim rozdziale — dowodzi on mianowicie, ze dla duzych rodzin F C [N]<%°, tj. takich,
ze FN[M]"* # @ dla dowolnego nieskoniczonego zbioru M C N oraz n € N, przestrzen X7
nie ma wtasnosci Schura, mimo ze jest £;-nasycona.

Moje uwagi dotyczace rozdziatu trzeciego sa nastepujace:

« Na str. 45, w wierszu 5. od dolu pojawia sie symbol P, ktory nie jest okreslony.
Powinno byé:
M1 =P U R; dlal<n<k.

1<2n—1
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« Nie jest jasne, dlaczego twierdzenie 3.1.5(a) mialoby prosto prowadzié do wniosku 3.1.8
(zob. uwaga w wierszu 9. na str. 47). Wniosek ten wynika bezpodrednio z definicji,
a dokladniej — ze wzoru na dole strony 42.

« Nastr. 49, w wierszach 4. 1 5. proponowalbym uzy¢ standardowych oznaczen {cqq, || - H:’: )
j:
oraz (coo, [I| - I7)-

Ostatnia cze$¢ rozprawy poswiecona jest badaniu postaci punktéw ekstremalnych kuli
jednostkowej przestrzeni Xz oraz X7. Dla przestrzeni sprzezonej X5, gdzie F jest rodzing
zwartg, opis punktéw ekstremalnych zostal podany (bez dowodu) przez Gowersa — sa to
wektory postaci ) ;cp €565, gdzie g; € {—1,1}, F' € Frax (czyli jest maksymalnym elemen-
tem rodziny F), a (ef) to ciag funkcjonatéw biortogonalnych do bazy kanonicznej (e;).
Celem czwartego rozdziatu jest wykazanie, ze analogiczny opis zachodzi dla ogélnych prze-
strzeni X7, mianowicie — ze dla kazdej dziedzicznej i pokrywajgcej rodziny F zbiér Ext(X %)
punktéw ekstremalnych kuli jednostkowej X5 sklada sie dokltadnie z ciagéw = ¢ R, kté-
rych niezerowe wartodci to wylacznie +1, i dla ktérych supp(z) € Fpa Pan Jachimek
podaje takze doktadny opis zbioru Ext(Xr,) dla uogélnione] przestrzeni Faraha, a nastep-
nie przechodzi do badania punktéw ekstremalnych kuli jednostkowej przestrzeni Zg, ktora
odpowiada rodzinie 7 = (g zlozonej z maksymalnych klik danego przeliczalnego grafu
nieskierowanego G (w przypadku grafu skoiczonego mamy oczywiscie Xg = Zg). Dowodzi
on, ze jezeli G jest grafem doskonatym, to Ext(Zs) sklada sie z wektoréw o wspdlrzednych
ze zbioru {—1,0,1}, ktérych noénik jest maksymalng antykliky grafu G. Kluczows role
w tym opisie odgrywa rezultat Chvatala zwiazany z twierdzeniem Lovdsza charakteryzu-
jacym grafy doskonate.

W Kklasie graféw niedoskonalych Doktorant bada dwa kanoniczne ich rodzaje: dziury
1 antydziury o nieparzystej dtugosci rownej co najmniej 5, podajac w obydwu przypadkach
jawny opis odpowiedniego zbioru Ext(Xg). Modyfikujac nieznacznie wspomniane wyzej
grafy niedoskonate, Doktorant wyprowadza interesujacy wniosek méwiacy, ze w ogdlnosei
wektory ze zbioru Ext(X¢) moga mieé wspdlrzedne bedace dowolnymi liczbami wymier-
nymi z przedzialu (0, 1). Wskazuje to, ze nawet w klasie dos$¢ prostych graféw nie mozemy
spodziewaé sie ogélnej, ,kanonicznej” postaci punktéw ekstremalnych kuli Xg. Pokazuje
to takze explicite pomystowy algorytm zaprezentowany pod koniec rozprawy.

Odnoénie do tej czesci rozprawy mam nastepujace uwagi:

« W dowodzie lematu 4.0.3, w nieréwnosciach (4.2), powinno byé —S(a, A;) zamiast
—S(A, A;). Poprawka ta odnosi sie takze do odpowiednich miejsc w dalszej czesci
dowodu.

« W wypowiedzi Proposition 4.1.1 powinno by¢ Ext(X}).

» ROwnos¢ umieszczona w ostatnim wierszu strony 67 nie jest poprawna. Wiasciwe za-
stosowanie twierdzenia Milmana powinno wygladaé nastepujaco: ,,Since (X5, w*) is lo-
cally conver and W (F) is weak®-compact, by Milman’s theorem, we obtain Ext(XE) C
Wf(zf).n

« Powolanie sie na lemat 4.0.3 w 4. wierszu dowodu Proposition 4.2.5 jest zbedne, skoro
many |2j6A(:c(j) = ej)| < loraz Yeaz(f) =1



3. KONKLUZJA

Uwazam, ze przedstawiona mi do oceny rozprawa doktorska pana mgr. Sebastiana Jachimka
reprezentuje wysoki poziom naukowy i niewatpliwie zawiera oryginalne rozwigzanie pro-
blemu naukowego. Doktorant uzyskal szereg nietrywialnych wynikéw dotyczacych wielu
naturalnych wlasnosci kombinatorycznych przestrzeni Banacha. Zaprezentowane w rozpra-
wie techniki dowodowe pokazuja szeroki wachlarz umiejetnoéci Doktoranta. Rozprawa pana
mgr. Sebastiana Jachimka z pewnoscia spelnia wymagania ustawowe, opisane w ustawie
z dnia 20 lipca 2018 r. — Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce, jak 1 wymagania zwycza-
jowe stawiane rozprawom doktorskim.

Z pelnym przekonaniem wnosze zatem o dopuszczenie pana mgr. Sebastiana
Jachimka do publicznej obrony rozprawy doktorskiej.

Ay el

Tomasz Kochanek



