dr hab. Tomasz Kania, prof. UJ
Instytut Matematyki

Uniwersytet Jagielloriski

ul. prof. Stanistawa L.ojasiewicza 6
30-348 Krakow
tomasz2.kania@uj.edu.pl

Katowice, 6 maja 2026 r.

Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Macieja Korpalskiego

O izomorficznych i geometrycznych wlasnoSciach przestrzeni Banacha funkcji ciggtych

On isomorphic and geometric properties of Banach spaces of continuous functions

Rozprawa doktorska mgr. Macieja Korpalskiego zostata przygotowana w Instytucie Matematycznym
Uniwersytetu Wroctawskiego pod kierunkiem prof. Grzegorza Plebanka. Praca liczy 85 stron pliku, za-
wiera streszczenia w jezyku polskim i angielskim, wstep, cze$¢ z notacja i terminologia, trzy zasadnicze
rozdzialy matematyczne, dodatek obliczeniowy, bibliografi¢ obejmujaca 88 pozycji oraz indeksy. Roz-
prawa napisana jest po angielsku i dotyczy izomorficznych oraz geometrycznych wtasnosci przestrzeni
Banacha postaci C(K), gdzie K jest przestrzenig zwarta, najczesciej zwartg prostg albo iloczynem takich
przestrzeni.

Juz na wstepie chece podkredlié, ze moja ogdlna ocena rozprawy jest bardzo wysoka. Praca podej-
muje kilka trudnych, aktualnych i naturalnych probleméw z teorii przestrzeni Banacha funkcji ciggtych.
Lista technik wykorzystywanych w rozprawie obejmuje metody analizy funkcjonalnej, topologii ogdlnej
i mnogosciowej, teorii miary, teorii mnogosci, algebr Boole’a oraz kombinatoryki nieskoriczonej. Roz-
prawa nie jest jedynie kompilacja znanych technik, ale przedstawia zestaw oryginalnych wynikéw, ktére
w mojej ocenie wnoszg realny wktad do badanej dziedziny.

Na szczegodlne podkreslenie zastuguje dorobek naukowy Doktoranta. PrzedtoZzona rozprawa opiera
si¢ na rezultatach zwigzanych z pracami opublikowanymi w Revista de la Real Academia de Ciencias
Exactas, Fisicas y Naturales. Serie A. Matemdticas oraz w Fundamenta Mathematicae, a takze na kil-
ku dalszych preprintach. Praca How many miles from L to Lo ?, wspdlna z Grzegorzem Plebankiem,
zostala przyjeta do druku w Proceedings of the American Mathematical Society. Zalaczony zyciorys
pokazuje ponadto aktywnos$¢ konferencyjna, wyjazdy naukowe i nowe projekty badawcze. Jest to doro-
bek nietypowo obszerny jak na etap doktoratu, zwlaszcza ze obejmuje zaréwno wyniki samodzielne, jak
i wspotautorskie z uznanymi specjalistami. Na uznanie zastuguje takze umiejetnos$¢ wspdtpracy z innymi
matematykami, widoczna w pracach i projektach z Antonio Avilésem, Grzegorzem Plebankiem, Piotrem
Koszmiderem i Witoldem Marciszewskim. Dotgczone o§wiadczenia wspétautoréw potwierdzajg istotny,
a w pewnych miejscach kluczowy wkiad Doktoranta w uzyskane rezultaty.

Omowienie rozprawy i wybranych wynikow

Rozprawa rozpoczyna si¢ od obszernego wprowadzenia, ktére jasno lokuje wyniki Doktoranta w kla-
sycznej i wspétczesnej teorii przestrzeni C(K). Autor przypomina podstawowe twierdzenia klasyfikacyj-
ne Bessagi—Petczyniskiego i Miljutina, a nastepnie wyja$nia, dlaczego w przypadku niemetryzowalnym
naturalnie pojawiaja si¢ metody topologii ogdlnej, teorii miary i teorii mnogosci. Juz we wstepie do-
brze zarysowane sg trzy gtéwne watki rozprawy: przeliczalne dyskretne rozszerzenia zwartych prostych,



pochodna Semadeniego—Pelczyniskiego oraz odlegto§¢ Banacha—Mazura mi¢dzy przestrzeniami funkcji
ciagtych. Taki uktad pozwala czytelnikowi od razu zobaczy¢, Ze praca nie jest zbiorem luZnych rezultatéw,
lecz spéjnym projektem dotyczacym izomorficznych i geometrycznych wlasnosci przestrzeni C(K).

Rozdzial drugi ma charakter przygotowawczy, ale jest wazny dla samodzielnoSci tekstu. Zebrano
W nim notacj¢ z teorii mnogosci, topologii, teorii zwartych prostych i teorii przestrzeni Banacha. Szczegdl-
nie uzyteczne sg przypomnienia dotyczace zwartych prostych, przestrzeni C(K), miar Radona, oscylacji
funkcji oraz operatoréw rozszerzania. Ta czg$¢ pokazuje, Ze autor Swiadomie prowadzi czytelnika przez
narzedzia, ktére pézniej beda pracowa¢ w dowodach, zamiast odsyta¢ do literatury przy kazdej definicji.

Rozdzial trzeci dotyczy przeliczalnych dyskretnych rozszerzer zwartych prostych oraz operatoréw
rozszerzania F : C(K) — C(L). Autor bada wlasnosci oznaczane przez (R) i (E), zwigzane odpowiednio
z istnieniem retrakcji i z istnieniem ograniczonego operatora rozszerzania. Tematyka ta jest naturalnie
powiazana z problematyka sum skretnych przestrzeni Banacha, w szczegdélnoSci ze znanym problemem
Cabello-Sdncheza, Castillo, Kaltona i Yosta dotyczacym nietrywialnych sum skretnych ¢y oraz C(K).

Najciekawszym elementem tego rozdzialu jest przetozenie problemu analitycznego na jezyk prawie
faficuchéw rzeczywistych i ich alternacji. Autor pokazuje, Ze normy operatoréw rozszerzania sa kontro-
lowane przez struktury kombinatoryczne podobne do luk. Bardziej konkretnie, otrzymuje nast¢pujace
wyniki. Jezeli K jest zwartg prosta i L € CDE(K), to z nieréwnosci (K, L) < 3 wynika istnienie
retrakcji L — K, a wiec (K, L) = 1. Dalej, z warunku n(K, L) < 5 autor wyprowadza istnienie opera-
tora rozszerzania o normie co najwyzej 3. Nastepnie konstruuje, dla kazdej niemetryzowalnej o§rodkowej
zwartej prostej K, przeliczalne dyskretne rozszerzenie L takie, ze n( K, L) = 3. Wynik ten bardzo dobrze
ilustruje subtelno$¢ zjawiska: wtasno$¢ (E) zachodzi, ale nie pochodzi z retrakcji.

W tym samym rozdziale autor uzyskuje wyniki o charakterze niezalezno$ciowym. Pod aksjomatem
Martina M A(k), dla osrodkowej zwartej prostej K wagi x kazde przeliczalne dyskretne rozszerzenie ma
wilasnos$¢ (E), a nawet dopuszcza operator rozszerzania o normie co najwyzej 3. Z drugiej strony, gdy
waga K jest nie mniejsza niz non(Z), gdzie Z jest idealem generowanym przez domkniete zbiory miary
zero, otrzymuje si¢ rozszerzenie bez wtasnosci (E). Jest to bardzo interesujace polaczenie teorii prze-
strzeni Banacha z kombinatoryka podzbioréw w i z klasycznymi niezmiennikami kardynalnymi ponizej
continuum.

Rozdzial czwarty wprowadza i rozwija pojecie pochodnej Semadeniego-Petczyfiskiego oraz odpo-
wiadajacego jej wymiaru. Jest to narzedzie izomorficzne pozwalajace rozrézniaé przestrzenie funkcji
ciagtych na iloczynach niemetryzowalnych zwartych prostych. Autor udowadnia, ze dla skoficzonego ilo-
czynu zwartych prostych liczba czynnikéw o charakterze wigkszym niz rozwazana liczba kardynalna jest
niezmiennikiem izomorficznym odpowiedniej przestrzeni C(K'). W konsekwencji otrzymuje sie twier-
dzenia o braku zanurzeni izomorficznych i o braku liniowych surjekcji miedzy pewnymi naturalnymi
przestrzeniami funkcji ciagtych.

Warto podac ten wynik dokfadniej. Dla klasy C;! iloczynéw zwartych prostych z doktadnie n czynni-
kami o charakterze wickszym niz s autor dowodzi réwnosci

spe(C(K)) =n (K €Cp).

Stad, jesli K € C!, L € C]in > m, to C(K) nie zanurza si¢ izomorficznie w C(L) oraz nie ma cig-
gtej liniowej surjekcji C(L) — C(K). W szczegblnosci dla zwartych prostych K, ..., Ky, Ly, ..., Ly,
o nieprzeliczalnym charakterze i n > m nie istnieje zanurzenie

C(ﬁKz> — C ﬁL]‘ R
i=1 j=1

ani surjekcja w kierunku przeciwnym. Uwazam ten rozdziat za bardzo udany koncepcyjnie: wprowa-
dzenie nowej wersji pochodnej, sprawdzenie jej podstawowych wiasnosci funktorialnych, a nastepnie
zastosowanie jej do iloczynéw zwartych prostych tworzy spdjna i elegancka catosé.



Rozdzial pigty poswiecony jest odlegtosci Banacha-Mazura miedzy pewnymi przestrzeniami C(K).
Autor rozwaza zaréwno przypadek przeliczalnych przestrzeni zwartych, jak i przypadek klasycznych prze-
strzeni (o, oraz L [0,1]. Dla przestrzeni przeliczalnych otrzymuje dolne oszacowania odlegtosci od
C[0,w], w tym oszacowania w duchu klasycznych prac Gordona oraz nowszych prac Gergonta i Pia-
seckiego. Przyktadowo, jezeli K (m) £ ¢ dlam > 2, to rozprawa dowodzi dolnego ograniczenia

dpm (C(K),C[0,w]) = m + +/(m — 1)(m + 3).

Dla przestrzeni K = [0, w] x 3 autor uzyskuje réwniez oszacowanie

_ 4+ /73 — 687 + /73 + 687
~ 3 b

3.4704 < dpm (C([0,w] x 3),C[0,w])

przy czym goérna granica wynosi okoto 3.87512. Jest to bardzo konkretny i nietrywialny wktad w py-
tanie Bessagi i Pelczyriskiego o odleglosci Banacha-Mazura migdzy przestrzeniami funkcji cigglych na
przeliczalnych przestrzeniach zwartych. Warto odnotowad, ze niedawny preprint M. Ciitha, J. Havelki, J.
Rondosa i B. Sariego The classification of C(K ) spaces for countable compacta by positive isomorphisms,
https://arxiv.org/abs/2601.11463, wyraznie wspomina wspélne wyniki Doktoranta z G. Pleban-
kiem jako najnowszy postep w problemie wyznaczenia warto$ci D3 = dpm(C(w), C(w - 3)). Pokazuje
to, ze wyniki Doktoranta sg juz zauwazane i wykorzystywane w biezacej literaturze.

Czgs¢ dotyczaca lo i Loo[0, 1] jest ambitna. Juz samo uzyskiwanie sensownych dolnych ograniczen
dla odlegtos$ci Banacha-Mazura w tak klasycznym, ale trudnym przypadku, wymaga duzej pomystowoSci.
Autor taczy opis dualu L., przez miary skoiiczenie addytywne z argumentami typu normujacego oraz
z analizag metody dekompozycyjnej Petczyriskiego. W rozprawie pojawia si¢ oszacowanie

7.41 < dm (Coo, Loo[0,1]) < (34 v2)? < 19.49.

Warto tu dodaé, ze przyjeta do druku praca How many miles from L to {2 stala si¢ jednym z impul-
s6w do pozniejszej pracy G. Lewickiego i recenzenta (A)-injective Banach spaces, https://arxiv.
org/abs/2603.09710, w ktérej gérne ograniczenie na dgyi (oo, Loo[0, 1]) poprawiono do 9 + 6+/3. Na-
wet jezeli precyzyjne stale mogg w przysztosci zosta¢ dalej poprawione, przedstawione podejscie jest
warto$ciowe i juz wywotalo dalszy rozwdj badari.

Ocena dojrzalosci naukowej

Rozprawa pokazuje bardzo dobrg orientacj¢ autora w szerokim zakresie literatury. Autor swobodnie poru-
sza si¢ pomiedzy zagadnieniami z topologii zwartych prostych, algebr Boole’a, teorii miary, teorii mnogo-
$ci i klasycznej teorii przestrzeni Banacha. Taka interdyscyplinarnosé jest w przypadku przestrzeni C(K)
konieczna, ale nie jest tatwa do opanowania. W pracy widaé, ze Doktorant potrafi samodzielnie formu-
fowac¢ problemy, znajdowa¢ odpowiednie modele kombinatoryczne, korzysta¢ z klasycznych twierdzen
i tworzy¢ nowe narzedzia.

Styl rozprawy jest na ogét bardzo przyjazny czytelnikowi. Autor dobrze motywuje wprowadzane poje-
cia, a struktura pracy jest logiczna. Jezyk angielski oceniam pozytywnie: tekst jest zrozumialy, naturalny
i znacznie lepszy niz przecietny angielski spotykany w rozprawach doktorskich z matematyki. Wystepuja
drobne potkni¢cia gramatyczne i redakcyjne, ktére wypisuje nizej, ale nie zmieniajg one bardzo dobrej
ogdlnej oceny sposobu przedstawienia materiatu; wszak nie robi bledéw ten, kto niczego nie robi.

Uwagi krytyczne

Ponizsze uwagi odnosza si¢ do numeracji stron pliku PDF. Cz¢$¢ z nich dotyczy lokalnych luk w dowo-
dach, czes¢ literowek matematycznych, a czes$¢ zbyt skrétowych argumentéw. Uwazam, Ze sg to uwagi
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istotne redakcyjnie i matematycznie, natomiast w wiekszoSci sa one naprawialne bez zmiany gtéwnych
idei rozprawy. W dalszej cze¢Sci recenzji stowa ,,Stwierdzenie” uzywam jako polskiego odpowiednika
angielskiego terminu proposition.

1. Twierdzenie 3.3.3, s. 25. W kroku 1 napisano, ze wystarczy zauwazy¢
lim [ fdu,=1.
nel K

Nie daje to sprzecznos$ci, poniewaz wlasnie taki wniosek wynikatby z zatozonej zbieznoS$ci stabej*.
Potrzebne jest tu rzeczywiste oszacowanie od gory, prowadzace do sprzecznosci, na przyktad osza-
cowanie typu | fdu, < 1 — e. Kroki 415 sa réwniez zapisane zbyt skrtowo; zwlaszcza krok 5,
odsylajacy do ,,pozostatych przypadkéw”, powinien zosta¢ rozpisany.

2. Twierdzenie 3.3.4, s. 26. Dowdd ogdlnego twierdzenia, ze n( K, L) jest liczbg nieparzystg albo nie-
skoriczonoscig, jest tylko szkicem. Sam pomyst jest bardzo wiarygodny i zgodny z wcze$niejszymi
argumentami, ale w rozprawie doktorskiej twierdzenie tej rangi powinno mie¢ petny dowdd albo
by¢ wyraZnie oznaczone jako szkic uogélnienia.

3. Twierdzenie 3.6.3, s. 35. W koricowym fragmencie dowodu pojawia si¢ operator
E=S8;'E'S.

Aby ten wzdr miat sens, trzeba sprawdzié, ze E’S; f nalezy do obrazu izometrycznego zanurzenia
Sa, czyli ze jest staly na odpowiednich widknach retrakcji. W tekscie nie widzg¢ uzasadnienia tej
wlasnosci. Jest to luka lokalna, ale wymaga dopisania.

4. Lemat 3.7.1, s. 35. Definicja
Co ={n: |pn(Az) — 0n(Asz)| < 1/4}

nie moze by¢ poprawna, poniewaz z zatozenia zbieznosci wynikatoby raczej, ze taki zbior jest kofi-
niczny. W argumentacji potrzebne jest zapewne

Cr={n:|u(Az) — 1| < 1/4}

albo réwnowazna definicja Sledzgca przynaleznos$¢ n do A,. To wyglada na blad zapisu, lecz w obec-
nej postaci zmienia sens dowodu.

5. Twierdzenie 3.7.2, s. 37-38. W dowodzie wybrany jest zbior F' = X,,, i nast¢pnie stosuje si¢ do
niego argument gesto$ciowy. Tymczasem X, nie musi by¢ domknigty ani mierzalny w wymaga-
nym sensie. Prawdopodobna poprawka polega na przejsciu do odpowiedniego domkniecia lub do
zwartego podzbioru dodatniej miary. Ponadto w korficowce dowodu wystepuje przesunigcie indek-
sOw: podzial na k przedziatéw daje elementy xy, ..., x_1, a zalozenie lematu wymaga alternacji
o wlasciwie dobranej dlugosci. Jest to poprawialne, ale wymaga uporzadkowania.

6. Fakt 4.2.4, s. 42. Stwierdzenie, ze punkt charakteru wiekszego niz x zawiera kopig [0, x| zbiezng
do tego punktu, jest zbyt mocne w podanej postaci. Gdy jednostronna wspétkoricowos$¢ punktu jest
wieksza niz ™, nie ma powodu, by istnial taki doktadny podcigg wspétkoricowy typu xT. Potrzebne
jest ostabienie sformufowania albo dodatkowe zatoZenie o wspdtkoncowosci.

7. Lemat 4.3.4, s. 44. W czesci dotyczacej zanurzen pojawia sie niewlasciwa stata: zamiast ||77!||
powinno wystepowaé 1/||/7~1||, gdy przechodzi sie od normy w obrazie do normy w dziedzinie.
Ponadto zdanie ,,jezeli T**z** € Y, to 2™ € X nie jest prawdziwe dla dowolnego operatora 7T';

wymaga zatozenia, ze T jest zanurzeniem, i powinno by¢ sformutowane wtasnie w tym kontekscie.

8. Stwierdzenie 4.3.9, s. 45. W definicji wymiaru sp,, pojawia si¢ pochodna SP,({nH), natomiast w do-

g

wodzie uzyto SP,, . Wyglada to na btad o jeden indeks. Przypadek n = —1 takze powinien zostaé
potraktowany osobno.
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10.

11.

. Lemat 4.4.3, s. 47. Utozsamienie izometryczne SP, (C(K)) z co(K ) wymaga korekty. Jesli punkt
jest niedostepny z obu stron, odpowiadajace widkno w uzupelnieniu ma trzy punkty i norma ilora-
zowa nie jest po prostu maksimum dwdch réznic podzielonych przez 2. Wynik izomorficzny jest
zapewne prawdziwy, ale argument izometryczny w obecnej postaci wymaga poprawy.

Lemat 5.2.4, s. 59-60. Lemat jest falszywy w obecnym sformulowaniu. W dowodzie pojawia si¢
przejscie typu v(i1) > 1 — te, podczas gdy zatozenia lematu dajg co najwyzej kontrole przez v(1)).
Przyktady jednopunktowe pokazuja, ze konkluzja nie wynika z podanych zatozen. Sadze, ze lemat
mozna naprawi¢ przez dodanie wlasciwego zatozenia normalizujagcego albo przez sformutowanie
wersji doktadnie odpowiadajacej zastosowaniom.

Twierdzenie 5.3.4, s. 62. Dowdd obejmuje wyrazenie z mianownikiem m — 2, a twierdzenie jest sfor-
mulowane dla m > 2. Przypadek m = 2 powinien zosta¢ wydzielony i odestany do wczesniejszego
twierdzenia.

Moja opinia o rzeczonych niedostatkach jest nastepujaca. Nie sg to li tylko literéwki: kilka miejsc

rzeczywiscie wymaga korekty matematycznej. Jednocze$nie uwazam, ze btedy te majg charakter lokal-
ny i naprawialny. W szczegdlnoSci nie podwazaja one gtéwnych kierunkéw rozprawy, nie uniewazniajg
zasadniczych idei ani nie zmieniaja faktu, Ze Doktorant uzyskal warto§ciowe wyniki. Najpowazniejsze
uwagi dotycza Lematéw 3.7.1, 4.4.3 i 5.2.4 oraz koficowki dowodu Twierdzenia 3.6.3. W mojej ocenie
powinny one zosta¢ oméwione przez Doktoranta podczas obrony i poprawione w wersji archiwalnej roz-
prawy. Nie widze¢ jednak powodu, aby wstrzymywaty one dopuszczenie Doktoranta do dalszych etapéw

postepowania.

Drobne bledy jezykowe i redakcyjne

Ponizsza lista nie zmienia pozytywnej oceny jezyka pracy. Angielski rozprawy jest zasadniczo dobry,
a wigkszo$¢ uwag ma charakter kosmetyczny. Warto jednak usunaé je w wersji ostatecznej.

Miejsce Jest Proponowana poprawka

s. 12 “there a new monograph” “there is a new monograph”

s. 12 “constructvarious” “construct various”

s. 13 “different amount of factors” “different numbers of factors”

s. 16 “By Q andR” “By Q and R”

s. 16 “every any D” przeformutowac definicje MA, np. “for eve-
ry family D of at most x dense sets”

s. 17 “relative isolated point” “relatively isolated point”

s. 21 “one can check the monographs” lepiej: “one can consult the monographs”

s. 29 “B is would not be barely alternating” “B would not be barely alternating”

s. 34 “an condition” “a condition”

s. 34 “not isolated neither from left nor right” “neither isolated from the left nor from the
right”

s. 37 “we may think consider Z” “we may consider Z” albo “we may think of
T as”

s. 41 “does not exceed to the character” “does not exceed the character”

s. 45 “If follows” “It follows”

s. 53 “hyperspaces” “hyperplanes”

s. 57 “There are few pairs...” “There are only few pairs...” albo “Few pairs
are known...”

s. 59 “breath-taking lines” “breathtaking lines” albo neutralniej: “stri-
king lines”

s.70 “r = sup{||¢||¢ € F}” brakuje dwukropka: “r = sup{||¢| : ¢ €

Indeks symboli

ten sam symbol przy izometrii i izomorfi-
zmie

F}”
rozr6zni¢ symbole, np. = dla izometrii i ~
dla izomorfizmu




Konkluzja

Podsumowujac, rozprawa doktorska mgr. Macieja Korpalskiego przedstawia oryginalne rozwiazania istot-
nych probleméw naukowych z teorii przestrzeni Banacha funkcji ciggtych, §wiadczy o bardzo dobrej
wiedzy teoretycznej autora i wyraZnie potwierdza jego umiejetno$¢ samodzielnego prowadzenia badan
naukowych. Dorobek Doktoranta jest ponadprzecigtny, a w mojej ocenie wrecz nietypowy dla osoby na
tym etapie kariery. Rozprawa taczy kilka zaawansowanych dzialéw matematyki i zawiera wyniki, ktore
zastuguja na uwage specjalistow.

Uwagi krytyczne przedstawione powyzej powinny zosta¢ potraktowane jako wskazéwki do przygoto-
wania poprawionej wersji rozprawy oraz jako naturalne tematy do oméwienia w trakcie obrony. W mojej
ocenie wskazane usterki sa naprawialne i nie zmieniaja zasadniczej, bardzo pozytywnej oceny pracy.

W zwigzku z powyzszym stwierdzam, ze przedstawiona rozprawa doktorska spelnia wymagania sta-
wiane rozprawom doktorskim w dyscyplinie matematyka. Wnosze¢ o dopuszczenie mgr. Macieja Korpal-
skiego do dalszych etap6w postepowania, w szczeg6lnosci do publicznej obrony rozprawy doktorskiej.
Ponadto, ze wzgledu na poziom naukowy uzyskanych wynikéw, szerokoS$¢ zastosowanych metod oraz
ponadprzecigtny dorobek Doktoranta, wnioskuje o wyrdznienie rozprawy.

Tomasz Kania

Podpisany elektronicznie przez
— N Tomasz Kania
/C)U/m ¥ \etua q 06.05.2026
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