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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Malwiny Mrowiriskiej
zatytulowanej ,Estimation of a block-structured covariance matrix”

1 Informacje wstepne

Rozprawa doktorska mgr Malwiny Mrowinskiej, przyvgotowana pod kierunkiem dr hab. inz.
Katarzyny Filipiak oraz promotorki pomoceniczej dr inz. Moniki Mokrzyckiej w Instytucie Ma-
tematyki Politechniki Poznariskiej, podejmuje aktualna i istotng problematvke z zakresu wie-
lowymiarowej analizy statystycznej. Dysertacja zostala przedstawiona Radzie Dyscypliny Na-
ukowej Matematyka przy Wydziale Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Wroctawskiego.
Praca sktada si¢ z pieciu powigzanych tematycznie artykutdéw naukowyvceh, 2 ktérych cztery zo-
staly opublikowane w renomowanych czasopismach o zasiegu miedzynarodowym, a jeden zoslal
stozony do publikacii.
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2 Opis problematyki

W klasycznym wnioskowaniu statystycznym estymacja macierzy kowariancji £ opiera si¢ naj-
ezedeie] na probkowej macierzy kowariancii S lub na estvmatorze najwigkszej wiarvgodnosel
S W oprzypadku danych wysokowymiarowych, gdy liczba obserwowanych cech m znacznic
przewyzsza liczebnosé proby (m > n). macicrze S 1 Sy, stajg si¢ osobliwe. Uniemozliwia to ich
wykorzystanic w klasycznvch procedurach cstvinacyjnyeh i testowyvch. Aby przezwycigzyé te
trudnodcl, stosuje sie zaawansowane metody estymacji macierzy kowariancji, takie jak metody
$ciggania (ang. shrinkage), LASSO czy gralicsne LASSO. Innym skutecznym podejéciem jest
narzucenic na nicznana maciers £ odpowiedniej struktury algebraicznej. Struktura ta moze
wynikaé z naturalnego podziatlu zmiennych na podwektory odpowiadajace na przyklad grupom
cech lub pomiarom powtarzanym w czasic badZ przestrzeni.

Doktorantka skoncentrowata swoje badania na drugim z wymicnionych podejsé, analizujac
estymacije blokowych macicrzy kowariancji T' ztozonych z czterech podmacierzy. W rozwaza-
nych modelach bloki diagonalne s, symetryczne, lecz nie podlegajg dodatkowym ograniczeniom
strukturainym, natomiast bloki pozadiagonalne, opisujace kowariancje miedzy podwektorami
zmiennych, majg $cisle okreslona strukture liniowa lub nieliniows, taka jak symetria zlozona
{ang. compound symmelry), proces autoregresyjny pierwszego rzedu AR{1) czy podprzestrzenie
kwadratowe (ang. quadratic subspaces).

Narzucenice okreglonej struktury na macierz kowariancji 1 prowadzi do istotnego zmniej-
szenia liczby nieznanych parametrdéw, co umozliwia jej estymacje réwniez w przypadku danych
wysokowymiarowych.

Gléwnym celem rozprawy bylo opracowanie efektywnych obliczeniowo metod estymacji mna-
cierzy kowariancji o struktursze blokowej. Zaproponowane metody stanowisg interesujacy alter-
natvwe dla klasycznych podejsé i charakteryzujg sie prostota przyjetych modeli oraz wysoka
efcktywnoscia obliczeniows.

3  Wyniki rozprawy

Model statystvezny analizowany w rozprawic mozna przedstawié¢ w nastepujacy sposob. za-
chowujgc notacje przyjeta przez Autorke. Niech x,. .., x, beda niezaleznymi m-wymiarowyini
wektorami losowymi o jednakowym rozkladzic AN (e, §2). Wowcezas macierz obserwacji

X= (X1, Xp)
ma macierzowy rozklad normalny postaci

X“Nm.n (U1:L:9-1r1)~ (1)

gdzie 1, oznacza n-wymiarowy wektor jedynek, a I, jest macicrzg jednostkows stopnia n.
Kazdy wektor x; {(dla i = 1,...,n) sklada si¢ z dwoch naturalnie wyodrebnionych podwel-

toréw, wynikajacyen np. ze struktury dodwiadczenia lub powtorzonych pomiardow:

- Y
Zi
gdzic y; € RP. 2, e R? oraz p + g = m. Wowezas wektor wartosdei oczekiwanyeh ma postad

Fy

H= k.
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natomiast macierz kowariancji wektora x; ma strukture blokows

£ 2o
=~ . 2
", (2)

gdzie 2, € RP*P oraz Q0 € R99 sa odpowiednio macierzami kowariancji podwektorow y; i z;,
natomiast §2y» € RP*? jest macierza kowariancji wzajemnej miedzy nimi. Bloki diagonalne 2,
i 2 sa symetryeznymi, nieustrukturyzowanymi macierzami dodatnio okreslonymi, natomiast
blok pozadiagonalny 15 odzwierciedla specyficzne zaleznodel liniowe badZ nieliniowe migdzy
dwiema grupami zmiennych.

Ze wzgledu na obszernoéé rozprawy doktorskicj, stanowiacej cykl pieciu publikaciji, poniZcj
omowie jedynie najwazniejsze wyniki otrzymane w tych pracach.

Artykul [A]

Doktorantka rozpatrzyta problem znalezienia najlepszego przyblizenia nieznanej macierzy ko-

wariancji £2 e R yawierajacej m(’—;”—) parametrow, za pomocs macierzy blokowej postaci
r-(ly ¥)egmem
== )
v,

W macierzy I' bloki diagonalne T'; 1 T'y sg symetrycznyini, dodatnio okreslonymi macierzami
odpowiednio stopnia p i g, natomiast bloki pozadiagonalne majg jedna z dwéch nastepujacych
struktur: W =901,1} albo ¥ =3A, przy czym macierz A ma postaé

Je 2 Qp—l L Qp+q-1
op-1
A=| : 3)
ot .
o oF ...

Parametry g € R oraz § € R sa tak dobranc, aby macierz I' byta dodatnio okreslona.
Niech RZ oznacza zbior dodatnio okreslonych macierzy symetrycznych stopnia s i niech
_ > > — A f, >
S1={L1eR;, TRy, W=41,1;: PeRy, },

SQ:{F1€R>. PQER;. Y=3A: I‘ER;H?}

beda zbiorami macicrzy o strukturach zdefiniowanych powyzej.

Wyznaczajace najlepsze przyblizenie ustalonej macierzy £ € R?, za pomoca macierzy I' € 5,
albo macierzy I' € Sy, Doktorantka przyjeta jako miare rozbicznosci miedzy nimi [unkeje straty
entropii:

AO.T) =(Q7'T) - In|Q2 Tl - (p+q).

Wykorzystujac wypuklogé tej funkeji wzgledem zmiennej T' oraz specyliczng strukture zbioru
5. Autorka wyprowadzita uklad réwnan charakieryvzujacy rozwigzanie problemu minimalizac)i
funkeji straty f(£2,T') na tym zbiorze. Dla ustalonej macierzy £ ukiad ten okredla warunki.
jakie muszg spetniaé¢ macierze I'y 1 'y oraz parametr 6. odpowiadajgce poszukiwanemu mini-
mum. W analogiczny sposob Doktorantka wyznaczyta uktad réownan opisujacy warunki. jakie



muszg spetnia¢ macierze I'y 1 I'; oraz parametry 6 1 ¢, odpowiadajace rozwigzaniu problemu mi-
nimalizacji funkeji f(£2, ') na zbiorze S;. Zaden z t\, ch uktadéw nie ma rozwiazania w postaci
jawnej, dlatego moga by¢ one rozwigzywane jedynic metodami numeryeznymi, na przvktad za
pomoca procedury iteracyjnej zaproponowane] w pracy.

Doktorantka przeprowaduzita réwniez badania symulacyjne, ktére wykazaly, ze struktura
nalezaca do zbioru 5 jest znacznie lepic] identvlikowana przy wykorzystaniu funkceji straty
entropii niz struktura nalezgea do zbioru 5.

Artykul [B]

Doktorantka rozpatrzyta problem wyznaczenia dobrze uwarunkowanego estymatora nieznanej
ustrukturyzowancj macierzy kowariancji nalezacej do klasy 7 7. obejmujacej wszystkie dodatnio
okreslone macierze symetryczne o strukturze blokowe;j

T, oa1,1] 1o 0 1,1/

P=lr 0|7 lo o™ 0

f}'p fi'P

W powyzsze] reprezentacji I'y oraz T'y sg symetryeznymi, dodatnio okreslonymi macierzami
odpowiednio stopnia p 1 g, natomiast parametr v € R jest tak dobrany, aby macierz T' byla
dodatnio okreslona.

Aby wyznaczy¢ estymator najwicksze] wiarygodnosei ustrukturyzowanej macierzy kowarian-
¢ji T', nalesy znale#é estymator Tysy € oo, ktory jest dobrze uwarunkowany oraz maksymalizuje
na zbiorze 77 funkcje wiarygodnosei:

nim

In f(I') = ———~1 (2n) - = 111|I‘| -—= [I(S‘\H_F—l).

Autorka wyprowadzita uklad réwnan okreslajacy warunki, jakic muszg spelniaé macierze
I'y i I'y oraz parametr . aby tworzyly one estymator INYIS

Poniewaz maksymalizacja funkeji wiarygodnosei odbywa sie na zbiorze, kidry nie jest przc-
strzenia kwadratowa, uktad réwnai wyznaczajacy Uarr jest ztozony. Mozna go rozwigzaé jedy-
nie za pomoca metod nwinerycznych. Proces ten jest bardzo kosztowny obliczeniowo, szczegdlnie
w przypadku modeli wiclowymiarowych.

Aby uniknaé¢ wysokiej slozonosci obliczeniowej metody ML, Doktorantka zaproponowala
estymacje¢ nieznanej macicrzy kowariancji za pomocg metody najmniejszych kwadratdw (L1.S),
ktéra polega na rzutowaniu estymatora Sy nicustrukturyzowane] macierzy kowariancji na
przestrzen macierzy o zadanej strukturze. Za pomocy tego podejécia wyznaczyta jawng postad
estymatora L'z s, olraymanego poprzez minimalizacje normy Frobeniusa na przestrzeni Tosg.

Sy .T/s) = min |Syy, -1
F(San.Trs) Flz‘g}(ﬂs ISare |

F-

Uzyskany w ten sposéb estymator T, nie musi by¢ ani dodatnio okreslony, ani dobrze uwa-
runkowany. Standardowe rzutowanie T'rg na stozek wypukly cg jost czasochlonne, co jest
sprzeczne z celem opracowania szybkiej alternatywy dla estymatora ML, W celu rozwiazania
tego problemu z estyimatorem LS, Autorka zaproponowala orvginalng dwustopniowa procedurg
prowadzaca do wyznaczenia estymatora I Qs Lypu quasi-shrinkage. W picrwszym clapic wyzna-
czauy jest estvinator shrinkaege T bedacy liniowa kombinacja estymatora Tisz odpowiednio
dobranymi macierza T i parametrem kurczenia A:

fg = (l - /\)f[_g + /\'T
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Jezeli T'g jest macierzg dodatnio okreglona i dobrze uwarunkowana, to przyjmuje si¢ fQS -Ts.
W przeciwnym przypadkn I's poddaje sie odpowiedniej modylikacji algebraicznej, opisancj w
pracy, prowadzace] do otrzymania cstymatora I'gg o pozadanych wlasnodciach.

Artykut [C]

Doktorantka rozpatrzyla problem wyznaczenia dobrze uwarunkowancgo estymatora nieznanej
macierzy kowariancji nalezacej do klasy 7.7, obejmujacej wszystkie dodatnio okreslone macierze
symetryczne o strukturze blokowej

I- ry ~A
YA" Ty

W powy#sze] reprezentacjl macierz A ma zdefiniowana wezesniej postac (3), I'y oraz I's sa sy-

metrycznymi dodatnio okreslonymi macierzami odpowiednio stopnia p i g, natomiast parametry

v 1 o sg tak dobrane, aby macierz I" byta dodatnio okreglona.

Podobnie jak w pracy [B|, Doktorantka scharaktervzowala estymatory ML i QS macie-
rzy kowariancji, podajac uklady réownan, ktére spehniaja parametry definiujace te estymatory.
Otrzymane w ten sposéb cstymatory nie maja postaci jawnej, a ich wartodei mogg, by¢ wyzna-
czone jedynic za pomocg metod numerycznych. Ponadto estymator ML jest bardziej ztozony
obliczeniowo, natomiast estymator QS wymaga wicloctapowej procedury, w ktérej na kazdym
etapie werylikuje si¢ dodatnia okreslonosé oraz dobre uwarunkowanie otrzymanej macierzy.

Dlatego w pracy |C| Doktorantka zaproponowala réwniez catery alternatywne metody es-
tymacji rozwazanej struktury, oparte na oddzielnym szacowaniu skladnikéw ¥ oraz W w re-
prezentacji macierzy I' € 77

Fl *‘I’u 0

T'=w¥+ 0 T, Uy

) =W+ W,

gdzie ¥ oznacza strukture kowariancji typu AR(1), przy czym Wy oraz Wy sg jej blokami
diagonalnymi odpowiednich wymiardw, natoriast W reprezentuje szum. W kazdej z tych metod
estymator ma postaé:

przy czvm estymatorem szumu W jest

< [Si-¥y, 0
W = o~
0 S?Q_‘IJ'ZQ

Sposrod czterech metod estymacji struktury AR(1} jedna z dwéch najlepszych, a jednoczednie
najszybsza, okazata sie najprostsza z nich, prowadzaca do estymatora okreslonego w pracy jako
estymator natwny. W te] metodszie. opartej na wynikach z pracy Roy 1 Leiva (2008), estymatory
parametréow g oraz ~ sg dane wzorami

1
p—1 p—1 ~
a1, 2 P ~ p-l
Q{; T0y toz " ot Pp-1

@:

p-1

~
;o

tr(Sarr)
m *

gdzie 9; oznacza Srednia wartoséé elementéw znajdujgcych sig na i-tej nadprzekatnej macierzy
SMLw dla i € {1. N A 1}



Artykul [D]

Doktorantka rozpatrzyta problem estymacii specyfcznych struktur zaleznosc liniowych w prze-
strzeni kwadratowe) zawierajacej maciers jednostkows.

W plerwszej czedel pracy Autorka wykazala, 2e kazda przestrzen kwadratowa () jest izomor-
ficzna ze specjalnic skonstruowans przestrzenig blokowo-diagonalna D). Ponadto udowodnita,
z¢ kazdg macierz A € Q mozna przedstawi¢ w postaci rozkladu blokowo-spektralnego:

IL,e¥, 0 - 0O
A=P ? I”‘%% (:} P,
0 0 - I, e,

gdzie P jest macierzg ortogonalng, natomiast I, @ ¥, opisuje odpowiednig strukture diagonalng.

Korzystajac » powyizszego rozkladu, Autorka wyprowadzita jawna postaé rzutu dowolnej
macierzy symetrvezne] na podprzestrzen kwadratowa () zawicrajgcs macierz jednostkows. Ten
rezultat ma istotne znaczenic praktvezne, gdy?z wynika z niego, ze rzut symetrycznej dodat-
nio okreslonej macicrsy X na przestrzen ¢ prowadzi do estvmatora I1o(X). ktory zachowuje
najistotniejsze wlasnogel macierzy wyjsciowej. W szczegdlnosei:

1. estymator (X)) jest dodatnio okredlony.

2. wskainik uwarunkowania speinia nierownosgé
H(HQ(X)) < F\(X)
co oznacza, 7e rzut nie pogarsza uwarunkowania macierzy.

Gléwnym rezultatem artykutu jest pelna charakterystyka blokowych przestrzeni liniowych 77

bedaeyceh preestrzeniami kwadratowymi. Niech R$, oznacza przestrzen macierzy symetrycznych

stopnia m. Uwzgledniajac strukture blokowa, (2) macierzy €2, Autorka rozwazyla zbiér macierzy
T: {F:Tl +T2+T3:T1 E’Ti. TQ 57-42. T;;Eﬁ.}.

gdzie zbiory T1. T3 1 T3 maja postaé

rr 0
7_{: (;-1 0 ER;*G:TI'IEﬂlgR;
0O 0 . -
75 - 0 T?'Z € RJ‘H’(I ! TQQ € 752 g Rq
Ty
7-:;: 0,' 012 ER;‘W:T12E7-12§RPX(I
12

Jezeli wszystkic przestrzenie Ty, dla 4, j € {1.2} oraz i < j. sg podprzestrzeniami lintowyimi.
wowezas T jest podprzestrzenig liniows, ktérg mozna przedstawié w postaci

T=T,8L&T,. (4)

gdzic symbol B oznacza ortogonalng sume prostg.



Doktorantka udowodnila miedzy innymi, ze 7 jest podprzestrzenis kwadratows wtedy i
tylko wtedy, gdy jej bloki diagonalne 7y, oraz 7Ts; sg podprzestrzeniami kwadratowymi, a 7ip
jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni zdefiniowane) w pracy.

Na koniec Doktorantka wykorzystata powyzsze wyniki do konstrukeji estymatoréw macierzy
kowariancji. Wykazata, ze jezeli przestrzen 7 jest podprzestrzenig kwadratows. to rzul prob-
kowej macierzy kowariancji na te przestrzen, I17(S), jest najlepszym nieobeigzonym cstymato-
rem kwadratowym macierzy kowariancji I' ¢ 7, a rzul estymatora najwicksze] wiarygodnosei,
[17(Sai ), jest estymatorem najwiekszej wiarygodnoscel macierzy I'e 7.

Artykutl [E]

Doktorantka rozpatrzyta problem szybkiej estymacji ustrukturyzowanych macierzy kowariancji
nalezacych do przestrzeni liniowej 7 okreslone] w (4), ktora w ogdlnym przypadku nie musi
by¢ podprzestrzenia kwadratows.

W celu konstrukeji estvmatoréw dodatnio okreslonych Autorka, podobnie jak w pracach [B]
1 [C], zastosowala metodg kurczenia (ang. shrinkage) do cstymatoréw uzyskanych przez rzuto-
wanic estymatora S lub S;;;, na przestrzen 7. Podejicie to pozwaolito na zachowanie wymagane]
dodatniej okreslonosei estymowanych macierzy.

Istotnym rozszerzeniem w stosunku do wynikéw przedstawionych w pracach [B| 1 |C] jest
rozwazenie bardziej ogélne) klasy struktur. W pracy [E| blok pozadiagonalny macierzy T’ nie
jest ograniczony zadng z gory ustalong postacig strukturalna, a przestrzeri macierzy docelowych
jest dowolng podprzestrzenia kwadratowa. ktorej charakterystyke przedstawiono w pracy [D].

4 Ocena rozprawy

Przedstawiona do recenzji rozprawa doktorska charakteryzuje si¢ bardzo wysokim poziomem
naukowym oraz nienaganng strukturg formalng. Praca stanowi cykl pigeiu artykutow, z ktorych
cztery zostaly juz opublikowane. Rozprawe otwiera swietnie napisany wstep, w kiorym Autorka
w sposob przejrzysty i syntetyezny przedstawila najwazniejsze wyniki uzyskane we wszsystkich
picciu pracach. W calej rozprawie Doktorantka wykazata sie znakomitym warsztalem malte-
matycznym, swobodnie laczge zaawansowane techniki analizy macierzowej (operatory wektory-
vacji, pochodne macierzowe) z klasyczng 1 nowoczesng stalystyka wiclowymiarows. Wszystkie
sformulowane twierdzenia i lematy zostaty opatrzone Scistymi, eleganckimi 1 kompletnymi do-
wodami matematycznymni, ktére nic budza najmniejszych zastrzezen. Calos¢ napisana jest w
jezyku angielskim z duzg dbaloscig o precyzje terminologiczna, a drobne uchybienia edytorskic
cey literowki majg charakter wybitnie marginalny 1 w 7aden sposéb nic wplywaja na koncows,
bardzo wyscka oceng rozprawy.

Podobnie jak w przypadku wielun wspotezesnych rozpraw doktorskich majgeych forme eyklu
publikacji. wszystkie prace wchodzace w sklad rozprawy majg charakter wicloantorski. Choé
udzial wspélautorow. w tym Promotorki, bedgeyeh wybitnymi specjalistami w te) dziedzinie,
byt znaczacy, nalezy podkresli¢ kluczowa role mgr Malwiny Mrowinskiej w realizacji badan. Za-
taczone do rozprawy o$wiadezenia oraz szczegdtowy opis jej wkladu wlasnego, szacowanego na
10-30%. nie pozostawiajg w tej kwestii zadnych watpliwogel. Doktorantka byla autorka wielu
orvginalnyeh wynikéw teoretycznych. przeprowadsila zasadnicza czesé dowodéw matematyce-
nveh oraz odegrata wiodaca role w zaplanowaniu i realizacji badai symulacyjnych.

Doceniajae bezdyskusyjne walory naukowe przedstawione) rozprawy. cheiatbym poprosic



Doktorantke o ustosunkowanie si¢ do kilku kwestii. Sformutowane pytania w zaden sposob nie
obnizaja bardzo wysokie) oceny osiagnieé¢ naukowych Autorki.

1. Wybdr miary odlegtodci: W pracy {A| procedura identyfikacji optymalnej struktury
kowariancji bazuje na funkeji straty entropii (entropy loss function). W zwiazku z tym
cheiatbym zapytaé Doktorantke, czy w swoich badaniach rozwazata wykorzystanic innych
popularnych miar rozbieznodcei. takich jak norma Frobeniusa lub norma spektralna? Po-
nadto interesuje muie, czy i w jakich sytuacjach zmiana funkeji straty mogtaby prowadzié
do wskazania innej struktury docelowej, ktdra w kontekécie przyjetych zalozen okazataby
si¢ suboptymalna.

2. Skalowalnoéé i ograniczenia numeryczne: W pracach [B] i [C| estymatory najwick-
szej wiarygodnosci (ML) wyznaczane sg z wykorzystaniem metody spadku gradientu. W
kontekscie wspotezesnych wyzwan zwiazanych z analizg danych o ekstremalnic wysokim
wymiarze (ultra-high dirmensional data) prosze o komentarz dotyczacy praktycznej skalo-
walnoscl zaimplementowanych algorytmoéw. W szezegolnosel interesujgce bytoby okresle-
nie granic ich zastosowania w zaleznosei od liczby cech m oraz wskazanie, w jakin stopniu
czas zbieznogei moze stanowié bariere dla ich uzveia w tego typu problemach.

3. Odporno$é¢ na zalozenia rozkladowe: W kazdej 2 pieein prac wehodzacych w sklad
rozprawy zaklada sie, ze obserwowana macierz X ma wiclowymiarowy rozktad normalny.
Jak wrazliwe sg zaproponowane procedury, w szezegdlnosci technika quasi-shrinkage, na
naruszenie tego zaltozenia? Czy przynajmniej nicktore wyniki uzyskane w rozprawie mozna
uogdlni¢ na inng klase rozktadow, na prevktad rozktadéw o ciezkich ogonach?

5 Konkluzja

Podsumowujac, przedstawiona rozprawa doktorska wnosi znaczacy 1 oryginalny wklad w rozwd]
teoril oraz zastosowail estymacji macierzy kowariancji o okreslonej strukturze w wielowyinia-
rowe] analizie statystycsnej. Zaproponowanc metody estymacji typu quasi-shrinkage oraz no-
watorskie wykorzystanie wiasnodel podprzestrzeni kwadratowych stanowisy cenne rozszerzenie
dotychezasowego stanu wiedzy 1 wpisujg si¢ w $wiatowy nurt badan nad modelowaniem danych
wysokowymiarowyeh.

Przedstawiona rozprawa 2z nawigzks spetnia wszelkie ustawowe 1 zwyczajowe wymagania
stawiane pracom doktorskim. Stwierdzam, ze mgr Malwina Mrowiriska posiada glgboks wiedzg
teoretyczng oraz w petni uksztaltowane umiejetnosdel niezbedne do samodziclnego prowadzenia
badan naukowych.

Zwracam si¢ do Rady Dyscypliny Naukowe] Matematyka pray Wydziale Matematvki i In-
formatyki Uniwersytetu Wroctawskiego » wnioskiem o dopuszezenie mgr Malwiny Mrowinskiej
do dalszych etapéw postepowania w sprawie nadania stopnia doktora. Biorge pod uwage wy-
bitne walory naukowe cyklu publikacji oraz wysoki poziom uzyskanych wynikéw teoretycznyveh.
sktadam réwnicz wniosek o wyrdznicnic tej rozprawy.

Hfur

Maciej Wilczyniski



