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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Karola Dudy

Rozprawa mgr. Dudy lezy na styku teorii grup oraz logiki 1 dotyczy klasycznych
zagadnien zwigzanych z alternatywa Tarskiego oraz problemem Burnside’a. Przed omowieniem
wynikdw rozprawy naszkicuje ogolny zarys tej tematyki. Przypomnijmy, ze alternatywa
Tarskiego 1 zwigzany z nig problem von Neumanna wyrosty z rozwazan nad paradoksem
Banacha-Tarskiego 1 byly motywowane probg zrozumienia struktury grup niesredniowalnych.
Alternatywa Tarskiego opisuje zwigzek niesredniowalnosci grupy z istnieniem paradoksalnego
rozkladu w dziataniu tej grupy. Elegancki dowod alternatywy Tarskiego wykorzystuje
klasyczny wynik z teorii grafow, mianowicie twierdzenie Halla o istnieniu doskonatych
skojarzen w grafach dwudzielnych. Problem von Neumanna to pytanie czy niesredniowalnos¢
grupy jest rOwnowazna z zawieraniem grupy wolnej F> jako podgrupy. W ogolnosci problem
von Neumanna zostal rozwigzany negatywnie przez konstrukcje Olszanskiego tzw. potwordow
Tarskiego, ale wcigz trwaja badania nad przypadkami kiedy odpowiedZ jest trwierdzaca
przynajmniej w pewnym uogOlnionym sensie. Problem Burnside’a z kolei to jeden z
najstarszych probleméw w teorii grup dotyczacy istnienia nieskonczonych grup torsyjnych o
skonczonym wyktadniku. Przyktady takich grup zostaly skonstruowane przez Adiana 1
Nowikowa oraz pozniej uproszczone przez Olszanskiego. Tematyka rozprawy mgr. Dudy
dotyczy tych klasycznych zagadnief 1 jest zwigzana z problemami wyrastajacymi z badania
rozstrzygalno$ci w teorii grup. Najbardziej znanym takim problemem jest problem stow, ktory w
ogolnosci jest nierozstrzygalny, ale dla pewnych klas grup okazuje si¢ rozstrzygalny. Klasyczny
algorytm Dehna rozstrzygajacy problem stow dla grup podstawowych orientowalnych
powierzchni doprowadzil do wyizolowania definicji grup matych skreslen, ktore z kolei sa
uzywane w konstrukcji potworéw Tarskiego 1 negatywnych rozwigzan problemu Burnside’a.

Niniejsza rozprawa jest podzielona na dwie niezalezne czg$ci dotyczace powyzszych
tematow. Cze$¢ pierwsza skupia si¢ na problemie niesredniowalnosci z punktu widzenia
obliczalno$ci. Gtéwne wyniki tej czesci rozprawy dotycza znajdowania obliczalnych obiektow,
takich jak doskonate skojarzenia w grafach dwudzielnych 1 rozktady paradoksalne w dziataniach
grup niesredniowalnych. Wyniki te wyrastaja z klasycznych prac Kiersteada z lat 80 ubieglego
wieku. Wprawdzie dla probleméw decyzyjnych w teorii grup w przypadku rozstrzygalnym



wiekszy nacisk ktadzie si¢ obecnie na klas¢ ztozonosci tych problemoéw (np. NP-zupehnos$c),
jednak badania nad istnieniem takich obliczalnych rozwigzan wcigz sg prowadzone, np. w
pracach Cavaleriego lub Moriakowa. Problem obliczalnych rozwigzan probleméw
niedecyzyjnych takich jak istnienie doskonatych skojarzen w grafach jest natomiast zwigzany z
gléwnym nurtem badan nad istnieniem mierzalnych lub borelowskich rozwigzan tego typu
probleméw. Druga cze$¢ rozprawy dotyczy struktury podgrup torsyjnych w grupach matych
skreslen. Ta tematyka jest obecnie centralna w geometrycznej teorii grup i podobne wyniki byty
niedawno dowodzone przez Norina, Przytyckiego i Osajd¢ oraz Haettela i Osajde dla innych klas
grup. Grupy matych skreslen z definicji spetniajg jeden z trzech warunkéw C(6), C(4)-T(4) lub
C(3)-T(6) i dowody w drugiej czesci rozprawy sa prowadzone osobno w kazdym z tych trzech
przypadkéw. Metody stosowane w tej czeSci rozprawy uzywaja nowych narzedzi
wprowadzonych niedawno przez Hod¢ i dowody prowadzone przez doktoranta zawierajg wiele
nowych pomystow nieobecnych dotychczas w literaturze.

Czes¢ pierwsza rozprawy zawiera wyniki bedace obliczalnymi wersjami paru znanych
twierdzen. Pierwsze z nich to twierdzenie Halla o skojarzeniach i jego uogélniona wersja
dotyczaca tzw. hareméw. W twierdzeniu 1.1 autor dowodzi obliczalnej wersji twierdzenia Halla
o haremach. W tym celu wprowadza pojecie wysoce obliczalnego grafu oraz wysoce
obliczalnego warunku Halla dla d-haremdéw, a nast¢epnie dowodzi, ze przy zatozeniu tych
warunkow graf dopuszcza obliczalne doskonate (1,d)-skojarzenie. Dowdd twierdzenia 1.1 jest
motywowany argumentami Kiersteada zaadoptowanymi w kontekscie obliczalnym. Drugie
klasyczne twierdzenie to wynik Tarskiego méwiacy, ze dziatanie grupy jest niesredniowalne
wtedy i tylko wtedy gdy jest paradoksalne (czyli dopuszcza paradoksalny rozktad przez podziat).
W twierdzeniu 1.3 doktorant podaje obliczalng wersje tego twierdzenia, moéwiaca, ze jesli grupa
dziata przez obliczalne bijekcje na zbiorze liczb naturalnych w sposéb niesredniowalny (tj. nie
spelnia warunku Folnera) to istnieje paradoksalny rozktad przez podzial wzgledem tego
dziatania. Twierdzenie 1.2 jest sformutowane w troch¢ ogodlniejszej wersji dla pseudogrup.
Dowdd twierdzenia 1.1 jest zastosowaniem twierdzenia Halla o haremach w konteks$cie
obliczalnym. Oba powyzsze wyniki sg juz opublikowane w pracy [DI22a] wspdlnej z
Iwanowem. Trzecie gtowne twierdzenie pierwszej czgsci dotyczy twierdzenia Whyte’a 1 jego
ugodlnienia przez Schneidera. Whyte udowodnit tzw. geometryczng hipotez¢ von Neumanna, a
doktadniej, ze jesli dyskretna przestrzen metryczna o jednostajnie ograniczonej geometrii jest
niesredniowalna, to mozna ja podzieli¢ na czesci bedace bilipschitzowsko réwnowazne z 4-
regularnym drzewem. Schneider uogo6lnit ten wynik dla zgrubnych przestrzeni jednostajnych
dowodzac, ze w przypadku niesredniowalnym pewien element struktury jednostajnej jest 4-
regularnym lasem. W twierdzeniu 4.6.2 doktorant uzyskuje obliczalng wersje twierdzenia
Schneidera dla zgrubnych przestrzeni jednostajnych na zbiorze liczb naturalnych, gdzie przy
wzmocnieniu zatozenia $redniowalnos$ci doktorant konstruuje d-regularny las w pewnym
obliczalnym elemencie struktury jednostajnej. Dowod tego twierdzenia wykorzystuje obliczalng
wersje twierdzenia Halla o haremach z twierdzenia I.1.

W ramach omoéwienia pierwszej czeéci rozprawy chciatbym jeszcze wspomnie¢ o pracy
doktoranta [DI22b] wspdlnej z Iwanowem, ktéra nie znalazta si¢ w rozprawie, ale stanowi czgs¢
dorobku naukowego doktoranta i jest warta omoéwienia. W tej pracy autorzy rozwazaja
nastepujacy problem decyzyjny: dla grupy G ze skonczong prezentacjg oraz skonczenie wielu
elementdow G nalezy rozstrzygna¢ czy podgrupa generowana przez te elementy jest
sredniowalna. Gtoéwny wynik [DI22b] méwi, ze istnieje skonczenie prezentowalna grupa G, dla
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ktorej dodatkowo problem stow jest rozstrzygalny, ale powyzszy problem $redniowalnos$ci jest
nierozstrzygalny. Sam ten wynik jest ciekawy, a jego dowod wykorzystuje w nietrywialny
sposob wyniki Asha 1 Knight z obliczalnej teorii modeli. Nasuwa si¢ pytanie, czy problem
$redniowalno$ci moze by¢ I1°%-zupetny?

Gloéwny wynik drugiej czgsci rozprawy to fundamentalne twierdzenie II.1 méwiace, ze
podgrupy torsyjne grup matych skreslen sg cykliczne. Wynika ono z ogdlniejszego twierdzenia
dotyczacego dziatan grup matych skreslen. Przypomnijmy, ze dziatanie grupy jest lokalnie
eliptyczne jesli kazdy element grupy ma punkt staty, natomiast dziatanie jest eliptyczne jesli
istnieje globalny punkt staty tego dzialania. W twierdzeniu I1.2 w rozdziale 6 autor dowodzi, ze
jesli G dziala na jednospojnym kompleksie matych skreslen przez automorfizmy tak, ze
dzialanie na 1-szkielecie jest wolne, to z lokalnej eliptycznosci tego dzialania wynika jego
eliptycznos¢. To implikuje twierdzenie I1.1 méwiace, ze podgrupy torsyjne grup matych skreslen
sa cykliczne przez rozwazenie dzialania podgrupy torsyjnej na kompleksie Cayleya grupy. Z
torsyjnosci wynika lokalna eliptycznos$¢ dzialania, natomiast eliptyczno$¢ implikuje, ze istnieje
punkt staly, ktory musi by¢ $rodkiem pewnej 2-komorki. Z wolnosci dziatania na 2-szkielecie
wynika, ze na tej 2-komorce podgrupa torsyjna musi dziala¢ przez obroty, co implikuje ze jest
cykliczna. Dowod twierdzenia I1.2 jest prowadzony osobno w kazdym z przypadkow C(6), C(4)-
T(4) 1 C(3)-T(6). Idee dowodu we wszystkich przypadkach sg zblizone, ale w kazdym przypadku
doktorant musi pokona¢ inne trudnosci. Dla przyktadu omoéwie strategic dowodu dla
kompleksow spetniajacych warunek C(4)-T(6). Autor zaktada nie wprost, ze globalny punkt
staty nie istnieje, by znalez¢ element grupy, ktory na pewnej nieskonczonej geodezyjnej dziata
przez przesuni¢cie i wobec tego nie ma punktu stalego. Zaktadajac, ze nie ma globalnego punktu
stalego autor wybiera dwa elementy grupy, ktére dziataja przez obroty na dwoch réznych 2-
komorkach 1 konstruuje nieskonczong geodezyjna, na ktorej iloczyn pewnych poteg tych
elementow dziata przez przesunigcia. W konstrukcji autor uzywa kwadryzacji kompleksu,
techniki wprowadzonej niedawno przez Hode, motywowane] wynikami Wise’a. Kwadryzacja
kompleksu jest uzywana w dowodzie, ze potaczenie geodezyjnej taczacej $rodki 2-komorek i
pewnego jej obrotu pozostaje geodezyjng, gdzie geodezyjnos¢ autor sprawdza uzywajac
krzywizny kombinatorycznej skwardryzowanego kompleksu. Dowo6d nawet w przypadku C(4)-
T(4) jest zaawansowany technicznie 1 wigkszo$¢ metod wprowadzonych przez doktoranta jest
nowa

Podsumowujac, uwazam, ze roprawa spelnia ustawowe i zwyczajowe wymagania
stawiane rozprawom doktorskim. Ponadto, ze wzgledu na wysoki poziom drugiej czesci
rozprawy (przy czym nie wliczam do pierwszej czgsci wynikow pracy [DI22b], ktore nie
znalazly si¢ w rozprawie), tj. tworczos¢ argumentow, wage wyniku oraz samodzielnos$¢ tej
pracy, wnosz¢ o wyrdzenienie rozprawy.
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