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Recenzja
rozprawy doktorskiej mgr Malwiny Mrowinskiej
pt. ,,Estimation of a block-structured covariance matriz”

Podstawe formalng sporzgdzenia niniejszej recenzji stanowi fakt, ze Rada Dyscypliny Naukowej
Matematyka przy Wydziale Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Wroctawskiego na posiedzeniu
w dniu 16 czerwea 2026 roku podjeta uchwale o powolaniu mnie na recenzenta rozprawy doktorskiej
Pani Malwiny Mrowinskiej pt. . Estimation of a block-structured covariance matrir”. Postepowanie
prowadzone jest na podstawie ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce
(Dz. U. z 2024 r. poz. 1571 t.j.). Promotorem pracy jest Pani prof. PP dr hab. inz. Katarzyna
Filipiak, a promotorem pomocniczym Pani dr inz. Monika Mokrzycka.

Rozprawa doktorska Pani mgr Malwiny Mrowinskiej sklada sie z dwoch glownych czesci. W czesci
pierwszej podano preliminaria oraz krotkie zestawienie gtownych wynikéw. W ezesci drugiej znalazty
sig cztery artykuly naukowe oraz jeden manuskrypt przestany do czasopisma, ktorych wspotautorks
jest Pani mgr Malwina Mrowinska. Ponizej dokonuje oceny tej rozprawy, skupiajac sie gléwnie na jej
drugiej czesci.

1 Opis i ocena zawartosci rozprawy

W tej czesci recenzji opisuje i oceniam poszezegolne prace zawarte w rozprawie doktorskiej. Podaje
rowniez pewne uwagi krytyczne dotyczace w szczegdlno$ei matematycznych aspektéw pracy. Zaobser-
wowane niescislosci budza pewne watpliwosci natury formalnej, jednak nie wydaja sie one wplywaé
w istotny sposéb na gltéwne wnioski rozprawy.

1.1 Artykul [A]

Artykul [A] opublikowany w czasopi§émie Applications of Mathematics (40 pkt. MNiSW) dotyczy
aproksymacji dodatnio okreslonych macierzy symetrycznych przez macierze blokowe o zadanej struk-
turze, ze szezegolnym uwzglednieniem struktury blokéw pozadiagonalnych. Rozwazane sg dwie klasy
struktur: (1) elementy bloku pozadiagonalnego sa jednakowe, (2) inspirowang strukturg procesu
autoregresyjnego pierwszego rzedu AR(1). Jako kryterium dopasowania wykorzystano entropijng
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funkeje straty. Jest to dobry wybér z punktu widzenia zastosowan statystycznych i analizy macierzy
kowariancji. cho¢ sg tez inne mozliwosci. W artykule odpowiednio polaczono formalne narzedzia
algebraiczne z praktycznym problemem identyfikacji struktury kowariancji. Przedstawiono rowniez
procedure iteracyjng wyznaczania estymatorow oraz symulacje sprawdzajace, czy zaproponowane
metody rozpoznaja wlasciwa strukture macierzy kowariancji. Wyniki symulacyjne pokazuja. ze metoda
moze byé uzyteczna, zwlaszeza dla struktur autoregresyjnych, cho¢ jej skutecznos¢ zalezy od rozwazanej
klasy i parametrow. W pracy nie obylo sie jednak bez drobnych problemoéw:

« Strona 834: Jesli chodzi o pochodng z funkeji f wzgledem 4. to powinna by¢ podana w postaci:

af
90
Wzor podany w pracy jest zapisany poprawnie dopiero wtedy, gdy uwzgledni sie¢ warunek
stacjonarnosci wzgledem T'y.
« Strona 834: Opis wymiaru macierzy duplikacji D, w tekscie powinien przyja¢ forme p* x p(p+1)/2
dla Ty, a dla T's powinno by¢ ¢* x q(q + 1)/2.
» Strona 835: Podobne bledy jak powvzej. Powinno by¢:

e =1
= 2tr(Vipl,1p) + 20 vec' (Ty — 81,115 '1,1,)  vee (1,1,T5'1,1;)

% — 2tr(V/yA) + 20 vec((T, — §2AT;'A’)™") vec(AT;'A")
oraz
3—f = [2(5 vec'(Vig) + 62 ved (T — 8*AT;'A) (L2 + K,,,) (AT ' ® Ip)] vee(F).
p

+ Strona 835: Twierdzenie 3.2 moze by¢ mylace. Powinno by¢ napisane, ze chodzi o minimum
lokalne, tak jak tez zostalo zauwazone przed tym twierdzeniem.

Mimo tych zastrzezenl praca podejmuje interesujacy problem i stanowi wartosciowy punkt wyjscia do
dalszych badan nad identyfikacja blokowych struktur kowariancyvinych.

1.2  Artykul [B]

Praca [B] zostala opublikowana w porzadnym czasopismie Journal of Statistical Computation and
Simulation (70 pkt. MNiSW) w 2024 roku. Artykul dotyczy estymacji macierzy kowariancji o spec-
jalnej strukturze blokowej, w ktorej bloki diagonalne sa dowolnymi macierzami kowariancji, a bloki
pozadiagonalne maja prosta, jednoparametrows strukture v1, 1:1. Pierwsza rozwazana metoda esty-
macji jest metoda najwiekszej wiarogodnosci przy zalozeniu wielowymiarowego rozktadu normalnego.
Niestety, numeryczne wyznaczanie tego typu estymatorow jest bardzo czasochlonne, wiec jako druga
metode zaproponowano estymator najmniejszych kwadratéw, biorac pod uwage norme Frobeniusa
(inne podejscie niz w artykule [A]). Jednak ten estymator nie musi by¢ macierza dodatnio okreslong lub
dobrze uwarunkowang. Zatem w dalszej czesei pracy proponowana jest procedura ,quasi shrinkage”,
ktora wychodzi od estvinatora najmniejszych kwadratow, nastepnie poprawia go metoda shrink-
age”, a w razie potrzeby dodatkows korekty algebraiczng zapewniajaca dodatnia okreslonosé i lepsze
uwarunkowanie macierzy. Nalezy doceni¢ w tym podejsciu probe polaczenia prostoty obliczeniowej
estvmacji najmniejszych kwadratow z wlasnoSciami pozadanymi w analizie wielowymiarowej. Artykut
zawiera rowniez przejrzysta czes¢ symulacyjna, ktora ilustruje zachowanie metod dla réznych wymiaréw
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blokéw i wartosci parametru zaleznosci miedzy grupami cech. Mimo ze prace oceniam pozytywnie, to
nie obyto si¢ w niej bez niedociggnie¢, podanych ponizej:

 Strona 3095: W Lemacie 2.1 powinno by¢ zalozone, ze macierz A jest symetryczna. Co prawda
wynika to niejako z kontekstu calej pracy, ale dla formalnosci warto bylo to dopisac.
« Strona 3095: Wyprowadzenie wzoru

1 1
g i i ) 1
( VETTe \/1;,1";11,,1;r;11q)

ktory jest poprawny, zawiera niestety drobne bledy. Po pierwsze o wektorze v nalezy zalozy¢, ze
jest on rézny od wektora zerowego. Po drugie nieréwnoéci w wyprowadzeniu powinny przyjaé
postac:
2 Vilsliw
G G-l b 11p—v,l",;
oraz "
2

i - —
LrF 1,103,

~

 Strona 3097: W In £(S,T) brakuje minusa w pierwszym skladniku.

« Strony 3096 i 3098: W Twierdzeniu 3.1 podano istnienie macierzy maksymalizujacej funkeje
wiarygodnosci na €2y. Czy jednak w definicji {2 nie powinno byé x(I') < ky?

 Strona 3098: W Twierdzeniu 3.1 jest podany wzoér na 7. Jednak nie widze skad pewnosé, ze
wyréznik odpowiedniego réwnania kwadratowego jest dodatni oraz jesli tak jest, to dlaczego
wlasnie ten pierwiastek réwnania kwadratowego jest wlasciwy. Pewnie kwestia ta wymaga
dodatkowego uzasadnienia, wiec by¢ moze nie zostalo tutaj zapisane, ze tak sie zaklada. a praktyka
pokazuje jak jest w konkretnych przypadkach.

» W symulacjach nie podano konkretnych macierzy T'y i I'z, ktore zostaly uzyte w eksperymentach.
Bez tego wyniki nie sg w pelni odtwarzalne.

» W pracy brakuje formalnego poréwnania czasu obliczen, a zostalo w niej wyraznie zaznaczone,
ze wystepujg znaczne roznice w tyim czasie miedzy metodami.

1.3 Artykul [C]

Artykut [C] zostal opublikowany w uznanym czasopi$mie Statistical Papers (100 pkt. MNiSW) w 2025
roku. W duzej mierze jest on podobny do pracy [B], ale zamiast rozwaza¢ strukture kompletnej
symetrii, rozwazana jest bardziej skomplikowana struktura macierzy kowariancji odpowiadajgca
procesowi autoregresyjnemu rzedu pierwszego AR(1). W pracy tej wyznaczono estymatory najwigkszej
wiarogodnosci, najmniejszych kwadratéw oraz ich poprawki jak w pracy [B]. Oczywiscie bardziej
zlozona struktura kowariancyjna powoduje, ze te konstrukcje estymatoréw sg trudniejsze do uzyskania
niz wezesniejsze. Ponadto rozwazane sa inne metody estymacji, ktére w wiekszosci sa zgrabnymi
adaptacjami metod znanych w literaturze dotyczacej podobnych zagadnieri. Rozwazane metody zostaly
porownane w badaniach symulacyjnych pod réznymi aspektami. Wyniki tych badani pozwolily na
podanie rekomendacji w zakresie stosowania metod w praktyce. W szczegélnosci rozwazono czas obliczen
potrzebnych do wyznaczenia wartosci poszezegolnych estymatoréw, czego brakowato w poprzednich
dwoch artykutach. Co wiecej, warto zwrioci¢ uwage, ze w odroznieniu od wezesniejszych dwoch prac,
artykul [C] zawiera przyklad zastosowania rozwazanych metod w praktycznym problemie. Prace te
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oceniam jako kompletng i dobrze zorganizowana, ale pojawily si¢ w niej ponizsze niedociagniecia:

« Strona 3: Macierz korelacji odpowiadajaca procesowi AR(1) jest dodatnio okreslona dla p €
(—=1.1), a nie dla p € [—1,1].

e Strona 4: W In £(T") brakuje minusa w pierwszym sktadniku.

+ Strona 7: W drugim sktadniku wzoru na pochodng czastkowa z funkeji f po zmiennej p powinno
by¢ o* oraz L2 zamiast 0* oraz If). odpowiednio. To implikuje, ze w trzecim réwnaniu Twierdzenia
2 brakuje ¢2. Najprawdopodobniej jednak, ze jest to tylko blad typograficzny.

« Strona 8: Po rozwinieciu mamy:

g(n) = Etr(T?)+2n E to{T(T = T)}+7*E tr{(T = T)?} = 2E tr(TT) -2 E tr{ (T - T)T'} +tr(T?).

Z tego rozwiniecia wynika warunek

d—ng(f’]) =0,

czyli

Etr{(T - T)%}n= Etu{ - T)T'} - Eee{T(T - D)}.

Jezeli dodatkowo wykorzystac fakt, ze T i I’ maja te same bloki diagonalne, to I' - T ma tylko
bloki pozadiagonalne. Wtedy S
tr{T(' —T)} =0.

W takim wypadku warunek upraszcza si¢ do

Co nie jest zgodne ze wzorem (10).
« W symulacjach nie podano konkretnych macierzy I'y i I's, ktore zostaly uzyte w eksperymentach.
Bez tego wyniki nie sg w pelni replikowalne.

1.4 Manuskrypt [D]

Ten dokument na czas przygotowania recenzji niniejszej pracy doktorskiej byl wystanym do czasopisma
manuskryptem (na dokumencie widnieje data 06.05.2026). Zatem skoro nie jest to opublikowana
praca naukowa, bede ten dokument traktowal jak manuskrypt. Manuskrypt jest gtéwnie algebraiczny,
ale z pewnymi implikacjami dla estymacji parametrow. W niniejszym manuskrypcie udowodniono
charakterystyke przestrzeni kwadratowej macierzy, tj. okreslono warunki konieczne i wystarczajace, przy
ktéryeh przestrzen liniowa macierzy blokowych staje si¢ przestrzenia kwadratowa. Ponadto okreslono
posta¢ rzutu macierzy symetrycznej na te przestrzen za pomocy rozkltadu blokowo-spektralnego.
Pokazano rowniez. ze rzutowanie standardowych estymatoréw nieobeiazonych i estymatoréow najwiekszej
wiarygodnos$ci na podprzestrzen kwadratowa macierzy blokowych daje dodatnio okreslony, dobrze
uwarunkowany estymator o pozadanych wlasnosciach statystycznych. Praca zawiera liczne wyniki
algebraiczne z ich zastosowaniami. Pojawily si¢ jednak pewne niedociggnigcia:

« Strony 10 i 13: W tekScie pojawia sie okreslenie .the spaces C,," oraz stwierdzenie, ze sa
one wzajemnie ortogonalne. Jezeli T';y sa zmienne, to C,, moga by¢ tylko zbiorami, a nie
przestrzeniami liniowymi. Zbiory C,,, zdefiniowane z wyvkorzystaniem zmiennych macierzy ortog-
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onalnych I';i nie musza byé przestrzeniami liniowymi. Nie przeczy to bezposrednio Twierdzeniu
3.2, ktére wymaga jedynie, aby wlasciwa przestrzen blokéw pozadiagonaluych C byta liniowg
podprzestrzeniag odpow1ed111eg0 zbioru. Problem wystepuje jednak w Przykladzie 3.1, gdzie
caly nieliniowy zbiér C1 1 Jest przedstawiony jako jeden z mozliwych wyboréw przestrzem C
a przynajmniej tak mozna mylnie zinterpretowa¢ ten przyklad. W tym przykladzie powinno sie
zarmast tego wybra¢ konkretna liniows podprzestrzeri tego zbioru lub jednoznacznie wyjasnié, ze
C{‘; jest jedynie zbiorem dopuszczalnych elementéw, a nie samg przestrzenia liniowa.

+ W dowodzie Twierdzenia 3.2 pokazano osobno, ze dla C € C,,, zachodza odpowiednie warunki.
Nastepnie stwierdza sig, ze warunki te zachodza réwniez dla dowolnych kombinacji macierzy
z roznych C,,,. To przejicie jest dla mnie nie do koiica jasne. Co prawda jest podany warunek,
ze w zbiorach Jj,, zaden indeks 7 ani i’ nie pojawia si¢ wiecej niz raz. Jednak nie jest jasne, czy
zakaz powtarzania indekséw ma obowigzywaé osobno w kazdym J*, . czy globalnie w calej sumie
Ji U J5 U JH U Js,. Jedli tylko osobno, wyrazy mieszane moga nie znikac.

« Na stronie 13 mamy A = {apl3 + a131; : ag,a € R} co daje macierze, ktére maja na diagonali
elementy réwne ag + a, a na stronie 14 mamy macierze z elementami diagonalnymi réwnymi a.
To tylko drobiazg, ale powinno by¢ na prayktad A = {(ap — a)Iz + a 131] : ap,a € R}.

« W Przyktadzie 3.3(b), w definicji Cos zamiast G € Ryys powinno byé G € Ryyo.

 Strona 19: Jest odnosnik do wzoru numer (2.1), ktérego nie ma.
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1.5 Artykul [E]

Artykul [E], podobnie jak artykut [C], zostal opublikowany w czasopismie Statistical Papers (100 pkt.
MNiSW) w 2025 roku. Praca dotyczy estymacji blokowej macierzy kowariancji o liniowo ustruktury-
zowanych blokach, przy czym autorzy proponuja estymator typu shrinkage oparty na rzucie estymatora
probkowego na liniows przestrzen struktur oraz na wyborze celu z pewnej kwadratowej podprzestrzeni
tej przestrzeni. Glowny pomyst jest interesujacy i matematycznie uzasadniony, na poziomie koncep-
cyjnym rzut na liniowa przestrzen zapewnia wymagana strukture, a modyfikacja w strone dobrze
dobranej podprzestrzeni kwadratowej ma poprawiaé¢ dodatnia okreslonoéé i uwarunkowanie estymatora.
Wiasnosci skonczenie prébkowe sa badane w symulacjach, a ponadto podano réwniez przyklad prakty-
cznego zastosowania rozwazanych metod (Przyklad 2). Artykul zawiera wartosciowy i interesujacy
pomyslt estymacji liniowo ustrukturyzowanych, blokowych macierzy kowariancji. Gtéwna konstrukeja
jest sensowna, a przyklady i symulacje dobrze ilustruja kompromis miedzy uwarunkowaniem estymatora
a jego wlasnosciami statystycznymi. Pewne uwagi sa nastepujace:

+ W dowodzie Stwierdzenia 2, “with m degrees of freedom” powinno byé zastapione przez “with
n—1 degrees of freedom” jak tez jest podane ponizej. To nie jest wielki problem, ale niepotrzebnie
wprowadza zamieszanie.

» W dowodzie Twierdzenia 3 granice pod znakiem wartosci oczekiwanej i formutuja przejscia typu
limy, o0 B [f]] = E[lim, . - - -| bez uzasadnienia wymiany granicy i wartosci oczekiwane;.

« W dowodzie Twierdzenia 3, jak nalezy rozumieé zbieznoéé¢ E [f}] gdzie  jest macierza?

o Po wzorze (12) jest napisane, ze w symulacjach przyjmowany jest prog sy = 300. Natomiast
w opisie symulacji w Przykladach 1 i 2 wskazane jest, ze dodatkowa korekta jest stosowana, gdy
k przekracza 100 albo gdy estymator nie jest dodatnio okreslony.



2 Ocena ogdlna

Tematyka pracy jest dobrze umocowana w literaturze., a motywacja do takich rozwazan ma podstawy
teoretyczne jak i praktyczne. Uzyskane wyniki sg ciekawe zaréwno z teoretycznego jak i praktycznego
punktu widzenia. Nalezy wyr6zni¢ Autorke za probe potaczenia formalnych narzedzi algebraicznych
z praktycznym problemem identyfikacji struktury kowariancji. Ponadto metody rozwazane w rozprawie
dopuszezaja rozne wymiary blokow diagonalnych macierzy blokowej co nie jest czesto spotykane
w literaturze. Rozprawa zawiera wiele oryginalnych wynikéw dotyczacych réznych estymatoréow
blokowej macierzy kowariancji (estymatory najwiekszej wiarogodnosci. najmniejszych kwadratow, typu
shrinkage), w tym ich wlasnodci teoretycznych i praktycznych. Warstwa tematyczna rozprawy jest
spdjna i logicznie poprowadzona: od jasnego zdefiniowania celéw badawczych, przez preliminaria
oraz krotkie zestawienie gléwnych wynikdéw, po tresci czterech artykuléw naukowych oraz jednego
manuskryptu przestanego do czasopisma, ktore zawieraja wszystkie uzyskane wyniki i przeprowadzone
badania. Takie ulozenie rozdzialéw pracy jest adekwatne do jej formy. Czesci wprowadzajace i laczace
publikacje dobrze porzadkujgy narracje.

Artykuly. stanowigce element rozprawy doktorskiej, zostaly opublikowane w czasopismach naukowych
o dobrej renomie oraz punktowanych przez MNiSW. Wklad Kandydatki w poszczegélne prace naukowe
oceniam jako istotny i tvin samym uzasadniajacy ubieganie sie przez Nia o stopien naukowy doktora na
bazie tych prac. Na podstawie informacji o podziale wktadu autorskiego stwierdzam, ze Kandydatka
byta odpowiedzialna za kluczowe etapy powstawania prac, m.in. formulowanie i dowodzenie wynikow
matematycznych, opracowanie i implementacje oprogramowania w jezyvku R, badania symulacyjne,
analize danych rzeczywistych, interpretacje wynikow, przygotowanie oryginalnego tekstu manuskryptéow
oraz przeglad literatury. Wkiad ten potwierdza pelna dojrzatosé badawcza, bieglo$é w postugiwaniu
sie roznymi narzedziami badawczymi oraz umiejetno$é samodzielnego planowania i prowadzenia
badan naukowych. Widaé réwniez postep od pierwszej do ostatniej pracy, zaréwno pod wzgledem
merytorvezuym, jak i dojrzalodei prac - wedlug podanych wkltadow poszezegolnych autoréw, to
Kandydatka byta gléownie odpowiedzialna za przygotowanie tresci prac.

Przedstawione w rozprawie wyniki i ich dowody potwierdzaja, ze Kandydatka dysponuje szerokg
wiedza teoretvezna z zakresu statystyki matematycznej, analizy wielowymiarowej, rachunku macie-
rzowego i wybranych zagadnien algebry liniowej. W rozprawie, Autorka z powodzeniem stosuje aparat
matemalyczny, a gtéwnie:

» pochodne macierzowe (np. dowéd Twierdzenia 3.1 w artykule [B]),

» rozwigzywanie réwnan macierzowych (np. Twierdzenie 3.1 w pracy [A]).

« zastosowania wynikow dotyczacych majoryzacji macierzy (np. dowdéd Stwierdzenia 2.2
w manuskrypcie [D]),

» przeksztalcenia wyrazen macierzowych (np. Twierdzenie 5 w artykule [C]),

« zastosowanie wlasnosci wartosci oczekiwanej, w szezegolnosei nierownosci Jensena (np. dowod
Twierdzenia 1 w pracy [E]).

+ zastosowanie wlasnosci podprzestrzeni liniowych (np. dowéd Twierdzenia 1 w pracy [E]).

Dodatkowo miatbym nastepujgce komentarze ogdlne:

1. We wszystkich pracach zakladana jest wielowymiarowa normalno$é¢ obserwacji.  Tylko
w manuskrypcie [D] jest wspomniane o mozliwym badaniu estymatoréw na innych rozkltadach,
jednak jest to jedynie uwaga na bazie innych cytowanych prac naukowych, nie ma wlasnego

6 /g‘,?/



badania tej kwestii. Natomiast, zatozenie normalnosci nie musi by¢ spelnione w praktyce.
Ciekawe jest zatem zagadnienie odpornodci na odstepstwa od normalnosci zaproponowanych
metod.

2. W rozprawie wielokrotnie wspomina si¢ o mozliwym zastosowaniu metod dla specyficznych
struktur kowariancyjnych do danych wysokowymiarowych. Jednak w rozprawie takie przypadki
nie sa rozwazane, a ponadto czesto zaklada sie dodatnia okreslonosé estymatora S, co wymaga
wigkszej liczby obserwacji niz wymiar obserwacji. Interesujace jest, czy metody rozwazane
w rozprawie mozna wykorzysta¢/zmodyfikowaé /rozszerzy¢ do przypadku wysokiego wymiaru.

3. W pracy doktorskiej przedstawiono dwa przyklady zastosowan (w pracach [C] i [E]). Nie jest to
najwazniejsza kwestia niniejszej rozprawy, ale ciekawe jest na ile problematyczne jest pozyskanie
danych, ktére mozna sensownie analizowaé rozwazanymi metodami.

4. Szkoda, ze rozprawa nie zostata uzupeliona o wydajne oprogramowanie, ktére pozwolitoby na
szybkie wykorzystanie rozwazanych metod.

3 Konkluzja

Podsumowujac, w mojej ocenie przedstawiona do recenzji rozprawa doktorska Pani mgr Malwiny
Mrowinskiej pt. ,, Estimation of a block-structured covariance matriz” spelnia wymagania stawiane
pracom doktorskim, okreslone w ustawie z dnia 20 lipca 2018 r. - Prawo o szkolnictwie wyzszym
i nauce (Dz. U. z 2024 r. poz. 1571 t.j.). Recenzowana rozprawa stanowi oryginalne rozwiazanie
problemu naukowego, jakim jest problem estymacji blokowej macierzy kowariancji, oraz dowodzi
ogolnej wiedzy teoretycznej Autorki pracy w zakresie matematyki oraz umiejetnoseci samodzielnego
prowadzenia badan naukowych. Wnosze zatem o dopuszczenie Pani mgr Malwiny Mrowinskiej do
dalszych etapéw postepowania o nadanie stopnia doktora w dyscyplinie matematyka.



