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RECENZJA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ
MGR MACIEJA KORPALSKIEGO

O izomorficznych i geometrycznych wlasnosciach przestrzeni
Banacha funkcji ciaglych

Rozprawa doktorska Pana Macieja Korpalskiego dotyczy badan ge-
ometrycznych i izomorficznych wlasnosei rzeczywistych przestrzeni Ba-
nacha C'(X') nad zwartymi przestrzeniami X. Cho¢ sam tytul rozprawy
sugeruje zakwalifikowanie jej tematyceznie w obszarze analizy funkcjon-
alnej, to aparat matematyczny stosowany w rozprawie mocno przecina
si¢ z wieloma apektami topologicznymi, teorio-mnogosciowymi czy tez
z zagadnieniami wokdl teorii miary. Jest to zrozumiale gdy stawiane w
rozprawie problemy i pytania wymagaja szeregu pomystéw i subtelnych
rozwazan na styku réznych galezi wspélezesne; matematyki.

Rozprawa doktorska ( skladajaca sie z pieciu rozdzialéw i obejmujaca
73 stron tekstu) oparta jest na wynikach nankowych uzyskanych w
nastepujacych czterech oryginalnych artykulach naukowych:

L. A. Avilles, M. Korpalski, Barely alternating real almost chains
and extension operators for compact lines, Rev. R. Acad. Cienc. Ex-
actas Fis. Nat. Ser. A Mat. Racam 118 (2021) (148), 7.

2. M. Korpalski, G. Plebanek, Countable discrete extensions of
compact lines, Fund. Math. 265 (2024), 75-93.

3. M. Korpalski, G. Plebanek, Bounds for Banach-Mazur distances
between some C'(K)-spaces, 2025, preprint at arxiv.org/abs/2511.03435.

4. M. Korpalski, G. Plebanek, How many miles from L., to o
2025, preprint at arxiv.org/abs/2511.12672.

Pierwsze dwa rozdzialy omawianej rozprawy doktorskiej maja charak-
ter wprowadzajacy w problematyke rozprawy; przypominaja szereg
ogolnych faktow, definicji i podstawowych informacii na temat przestrzeni
Banacha C'(X) ciaglych funcji rzeczywistych na zwartych przestrzeni-
ach X.

Punktem wyjscia rozwazan sa dwa fundamentalne twierdzenia Bessa gi-
Pelezyniskicgo oraz Miljutina podajace charakteryzacje izomoficznych
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przestrzeni Banacha C'(X) dla przeliczalnych i nieprzeliczalnych zwartvch
przestrzeni metrycznych X.

Przejde obecnie do opisania gléwnyeh rezultatow naukowych za-
wartych w pozostalych rozdzialach 3-5 omawianej rozprawy doktorskiej.

Rozdzial trzeci dotyczy badan nicosrodkowych przestrzeni Ba-
nacha C'(X') wokdl nastepujacego wazmego problemu a rozwijanych in-
tensywnie w ostatnich 20-latach przez szereg specjalistow:

Problem 1. Czy dla niemetryzowalnej przestrzeni zwartej K istnieje
nietrywialna skrecona suma prosta X przestrzeni Banacha C(K) oraz
Co stowarzyszona z krotkim ciggion dokladnym 0 — ¢g — X —
C(K)— 07

Problem ten byl badany miedzy innymi przez Avilesa, Drygiera,
Marciszewskiego, Plebanka, Tauska Castillo, Correa, i innych. Okazuje
si¢ (jak zauwazyli Aviles, Marciszewski i Plebanek (2018)), ze dla
uzyskania poszukiwanej przestrzeni X w Problemie 1 mozna rozwazyc
tzw.countable discrete extension L O K z wlasnoscia €, co jest juz
rownowazne temu, ze C'(L) jest suma skrecona przestrzeni C'(K') oraz
co. Pan Korpalski koncentruje si¢ w tej czesci pracy na zwartych
prostych K, naturalnych przyktadach niemetryzowalnych przestrzeni,
ktorych funkeyine odpowicdniki C'(K) byly intensywuie badane przez
szereg specjalistow w tej tematyce.

Aby przedstawié szereg wynikow uzyskanych przez doktoranta przy-
pomuijmy pewne istotne pojecia. Dla zwartej przestrzeni K przez
countable discrete extension I rozumicmy przestrzen L O K, ktéra
jest zwarta oraz L\ K jest nieskoriczonym przeliczalnym dyskretnym
zbiorem w. Piszemy wéwcezas L € CDE(K). Dla pary zwartych
przestrzeni K C L przez (K. L) rozumie sie infimum norm WSZYs-
tkich operatoréow rozszerzen £ : C(K) — C(L). Glowne wyniki
te) czescl rozprawy koncetruja sie wokdl (w niektérych przypadkach
osrodkowych) zwartych prostych K. Dla pelniejszego obrazu przypom-
nijmy:

Definition 2. Dla zwartej przestrzeni K oraz L € CDE (K') méwimy
ze: (1) L ma wlasnos¢ R jezeli istnieje cagla retrakcjar : L — K. (2)
L ma wlasnosé € jezeli (K, L) < 0.

W czesel trzeciej rozprawy antor przedstawia szereg lematow pomoc-
niczych wraz z dowodami i dodatkowymi informacjami o motywacjach
wokol tych faktéw. Lematy dostarczaja dodatkowych waznych dyskusji
na temat wlasnodei relacji L € CDFE(K) oraz roli wlasnoécei & oraz R
w te] tematyce.
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Przytocze najwazniejsze wyniki tej omawianej trzeciej czesci rozprawy
(transparentnie autor zestawia to w paragrafie 3.1.2).

(1) Dla L € CDE(K) albo L ma wlasnosé (R) (co oznacza, 7c
(K, L)=1)Iub n(K,L) > 3.

(2) Jezeli L € CDE(K) oraz n(K, L) < 5, to n(K,L) < 3.

(3) Jezeli w(K) > wy, to istnieje L € CDE(K), ze n(K,L) = 3. Z
drugiej strony, jezeli A jest niemetryzowalna osrodkowa zwarta prosta,
to istnieje L € CDE(K) réwniez spelniajca warunek ol K, L) = 3.

(4) Przy zalozeniu MA (w, ) oraz w(K) = w, dla kazdego L € CDE(K)
mamy n(K, L) < 3.

Ostatni wynik z tej serii (by¢ moze najciekawszy) orzeka, ze jesli
K = non(T), to istuicje zero-wymiarowa osrodkowa zwarta prosta K,
z¢ w(K) = & lecz bez whlasnoéci €. Wspomnied nalezy, ze non(7)
oznacza minimalng liczbe kardynalna zbioru X ¢ [0, 1] ktérego nie
mozna pokry¢ przeliczalna rodzina domknictych zbioréw zerowych.

Rozdzial czwarty odnosi sie do badan dotyczacych nastepujacego
dobrze motywowanego problemnu.

Problem 3. Niech K. K,,... K,, Ly, Ly, ..., L bedzie skoriczonym
ukladem zwartych prostych, n > k.

(1) Czy C([[, K;) oraz C(H’;:l L;) sa izomorficzne?

(2) Czy C(I]", K;) wklada sie izomorficznie w C(Hj-:] L;)?

(3) Czy istnieje ciggla liniowa surjekeja C(ITL, K;) — C(Hj‘:] L;)?

Jak wspomnielismy Problem 3 jest dobrze motywowany szeregiem
pytan z przed wielu lat; warto wspomnie¢ klasyczne pytanie (Banach )
czy C([0,1]) oraz C([0, 1]?) sa izomorficzne, a odpowiedz na nie (Miljutin)
rozpoczelo intensywne badania wokdl tej tematyki.

Z uwagi na wezesniejsze rezultaty Martineza-Cervantesa, Plebanka
oraz Michalaka, Problem 3 (1) pozostaje do zbadania gdy wszystkie
zwarte proste K, L; sq nieosrodkowe (oraz maja nieprzeliczalny charak-
ter). Okazuje sig, ze publikacja Semadeniego (1960) dostarczyla nowych
narzedzi dowodowych oraz poje¢, ktore dobrze sie sprawdzily w pracach
nad Problemem 3.

Punktem wyjscia jest wykorzystanie pojecia t-pochodnej Semadeniego-
Pelezyriskiego (k-Semedani-Pelezyniski derivative), SP(X) = kX/X,
gdzie kKX C X** sklada sie z weak*-cigglych funkcjonalow na pod-
przestrzeniach o gesiosci k. To pojecie motywowalo wprowadzenie
tzw. w-wymiaru Semadeniego-Pelezynskiego (#-Semadeni-Pelezyriski
dimension) sp,(X).



Oba pojecia zostaly wykorzystane w badaniu Problemu 3. Intere-
sujacy fakt zawarty w Lemacie 4.4.3 pokazuje, ze zachodzi relacja
SPC(K)) = ¢y(K 1) dla dowolnej zwartej prostej K.

Te oba pojecia zostaly réwniez wykorzystane do pokazania alter-
natywnego dowodu twierdzenia Galego podajacego izomorficzna klasy-
fikacj¢ przestrzeni Banacha C'(2° x [0, A*]) (Theorem 4.4.8).

Glowny wynik czwartego rozdzialu upatruj¢ w Twierdzeniu 4.5.2
ktore dostarcza bardzo cickawe konsekwencje:

Dla zwartych prostych K, K,, L o nieprzeliczalnych charakterach
przestrzen C(L) nie da sie odwzorowaé za pomoca liniowego ciaglego
odwozowania na C(K; x K,) jak réwniez C(K, x K) nie wklada sie
izomorficzniec w C'(L).

Zacytuje to ciekawe twierdzenie 4.5.2.

Theorem 4. Nicch K = [T, K bedzie produkiem zwartych prostych,
niech n € w i niech x(K;) > K, i < n. Wowczas Semadeni-Pelezyriski
w-wymiar dla C(K) wyraza si¢ wzorem sp,(C(K)) = n.

Rozdzial czwarty zamyka sie wartosciowymi uwagami o charakterze
uzupehiajacym a dotyczacymi prostych Suslina czy podwojnej strzatki
(double-arrow space ) w kontekécie tematyki rozdzialu. Wyréznitbym
taka uwage: Jezeli K jest zwarta przestrzenia nierozproszona (wéwcezas
C'(K) nie jest przestrzenia Asplunda z twierdzenia Namioki-Phelpsa),
to C(S) 2 C(S x K), gdzie S jest podwdjng strzatka.

Rozdzial piaty rozprawy dotyczy badania dystansu Banacha-Mazura
pomigdzy przestrzeniami Banacha C'(K') oraz C(L).

Tematyka ta, mocno osadzona w liniowej analizie funkcjonalnej, jest
motywowana wieloma glebokimi wynikami, ktére siggaja poprzedniego
wieku. Przypomnijmy, ze dla przestrzeni Banacha X oraz ¥ definiu-
jemy d(X,Y) = infr ||T||[|T ]|, gdzie infimum jest brane dla wszyst-
kich izomorfizméw T : X — V.

Klasyczny wynik Amira-Camberna pokazuje, ze nastepujaca nieréwnosé
d(C(K),C(L)) < 2 implikuje, ze przestrzenie K oraz L sa homeomor-
ficzne, a wige C(K) oraz C'(L) sa izometryczne.

Pan Korpalski kontynuuje ten temat badawczy poszukujac nowych
wartosci oszacowan d(C(K), C(L)) dla szeregu par zwarych przestrzeni
K oraz L. Niewatpliwie, nieco techniczny, Lemat 5.3.2 (a bedacy
rozwinigcicm metody Gordona, Gergonta oraz Piaseckiego) dostarcza
nowych technik szacowania dolnych ograniczer dla d(C(K),C(L)).

W pierwszej czedei tego bardzo interesujacego rozdzialu rozprawy
autor koncentruje si¢ glownie na szacowanie dystansu d(C([0,w] x
k, Cl0,w]), gdzie k jest jest liczba naturalna.



]
Motywacja tej czesci pracy jest niewatpliwie elegancki wynik (bedacy
polaczeniem prac Candino, Galego, Malca i Piaseckiego) pokazujacy (*)

d(C([0,w]™), C([0,w])) = m + /(m — 1)(m + 3), m>1.

Wspomniany Lemat 5.3.2 zostal wykorzystany przez Pana Korpal-
skiego do uzyskania nastepujacego szacowania dla dowolnej zwartej
przcstrzeni K przy zalozenin KO £ (. Wowezas uzyskuje si¢

d(C(K),Cl0,w]) > m+ v/(m —1)(m + 3).

W ten sposob pojawia sie elegancka metoda uzyskania dolnego szacow-
ania podanego w (*) w sytuacji bardziej ogélnej. Przypadek C([0,w] x
3) jest wzmocniony szacowaniem (ograniczen gérnych i dolnych) przy
wykorzystanin MATHEMATICA.

Przejdzmy do oméwienia dalszych naukowych rezultatéw doktoranta
ktore dotycza przypadku gdy przestrzenie zwarte K oraz I, nie sa
przeliczalne. Chodzi tu gléwnie o szacowanie d(Loo[0,1],6y). Jest to
ambitne wyzwanie, bo raczej malo wiadomo o tym przypadku. Szereg
dodatkowych lematéw i szacowari (szczegdlnie techniczne Twierdzenie
5.4.5) pozwolilo Panu Korpalskiemu uzyska¢ nastepujace szacowania:

741 < d(Lwo[0,1],€5) < (34 v2)? < 19.49,
Szereg wypracowanych przez doktoranta dodatkowych (ciekawych)
lematéw pozwolil réwniez uzyskaé nastepujace szacowanie dla zwartych
przestrzeni Pelezyiiskiego L:

3+2v2 < d(C(L),C(2) < (3 + 2V2)2.

Reasumujac, uzyskane wyniki naukowe w ramach rozprawy dok-
torskiej, czesciowo juz opublikowane w znaczacych czasopismach o zasiegu
miedzynarodowym, wyraznie wskazuja, ze doktorantowi megr Maciejowi
Korpalskiemu udalo si¢ uzyskad znaczace rezult aty naukowe stanowiace
oryginalny iistotny wklad w rozwoj tej mteresujacej tematyki. Rozprawa
doktorska jest napisana i zredagowana w Sposob jasny i przejrzysty.

W zwiazku z powyzszym uwazam, ze przedstawiona rozprawa
doktorska O izomorficznych i geometrycznych wltasnosciach
przestrzeni Banacha funkcji cigglych spehia wszystkie wyma-
gania ustawowe i wnioskuje o dopuszczenie Pana mgr Macieja
Korpalskiego do dalszych etapéw postepowania o nadanie stop-
nia doktora w dziedzienie nauk Scistych i przyrodniczych w
dyscyplinie matematyka. Ponadto uwazam, ze rozprawa dok-
torska zastuguje na wyrdznienie.
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