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Wstep :

Rozprawa, poswiecona _]GSt badaniu zachowania ekstremalnej pozycji galazkowego spaceru
losowego. Badanie tego typu zagadnierl ma dlugs historie. Zajmowali sig nim autorzy tacy jak
np. Biggins (1976), Durrett {1979, 1983), Gantert (2000). Nowsze prace na ten temat pochodza z
ostatnich lat, np. kilka prac Dyszewskiego, Gantert i Hofelsauera po 2020r. Jest tez bogata
literatura dotyczaca pokrewnych zagadnieri z czasem cigglym - np. galgzkowego ruchu Browna
oraz zwiazkéw z rownaniem KPP {Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov). W tym kontekécie badania
przedstawione w niniejszej rozprawie wpisuja si¢ w wagny nurt w teorii prawdopodobienstwa i
dotyczg aktualnych zagadnieri.

Modele rozwazane w rozprawie sa uogdlnieniami nastepujgcego, prostszego modelu galazko-
wego: W chwili poczatkowe] marny jedna czastke polozong w punkeie 0 na prostej rzeczywistej. W
chwili 1 czastka ta dzieli sig na czastki potomune, a sama ginie. Rozklad ilosci czastek potomnych
jest nadkrytyczny (ma srednig m > 1). Ponadto, keédy z potomkow niezaleznie przemieszcza,
sie w stosunku do pozycji rodzica. Rozklad przemieszezenia jest ustalony i taki sam dla kaz-
dej czastki. Nastepnie, w kolejnej chwili kaZda z czastek potomnych ewoluuje zgodnie z tym
samyin mechanizmem, niczaleznie od przeszlosci i pozostatych czastek. Czastki sy indeksowane
przez v € T, gdzie T ma strukture drzewa kodujacego genealogic czastek. Niech Rn oznacza
maksymalng pozycje czastki z n-tego pokolenia, t_]

By = max 8,

[vl=n

gdzie S, jest pologeniem czgstki v, a |v|, mowi z ktérej generacji pochodzi ta czastka. Bada sie
agymptotyczne zachowanie f,,, gdy n dazy do nieskonczonosgel. Oznaczmy przez &;,1 = 1,2,...
niezalezne kopie zmiennej losowe]j £, opisujacej przesuniccie dziecka wzgledem rodzica 1 niech N
bedzie zmiennag losows o rozkiadzie takim jak liczba pokomkow pojedynczej cmgstki, gdzie N
niezalezne od ciggu (£;);. Klasycany wynik Bigginsa z 1976r pokazuje, e jezeli

=E (i_eﬂfi) (1)

jest skonczone dla pewnego € > 0, to R, rognie liniowo z n i —n“— zblega prawie na pewno do
statej (zachodzi mocne prawoe wielkich liczb).
W 2000 roku Gantert pokazala, Ze jeZeli zmienne &; sg semiwykiadnicze, tj.

P(¢ > z) = a(z)exp(~L(z)a"), 2)

gdzie 7 € (0,1) oraz L i a s funkcjami wolno zmieniajacymi sie w nieskoﬁczonoéci to Ry
ronie szybciej niz liniowo i zachowuje sie jak b, = niL( 1) gdzie L jest pewna funkcjg wolno
zmieniajacs, sie w nieskoriczonoda, —i = zbiega prawie na pewno.



Jeszeze wezesniej, w 1983r Durrett udowodnit, ze, gdy & ma cigzszy ogon, tj. gdy jest on regu-
larnie zmieniajacy sic w nieskoriczonoscl. W 1983r Durrett wykazal, ze Ry, roénie wtedy wyktad-
niczo oraz po odpowiednim unormowaniu nie zbiega do stalej, ale do pewnego nietrywialnego
rozkladu.

W rozprawie doktorskiej omawiane sg analogiczne zagadnienia dia réznego rodzaju uogélnien
takiego modelu. W rozdziale 2 i 3 badane sa uogéinienia wynikéw Durretta oraz Gantert w
przypadku gdy czastki moga by¢ kilku réznych typow. W rozdziale 4 rozwaza sic uklad jednego
typu, ale z zaburzeniami. Ponizej opiszg doktadniej te wyniki.

Zawartodé pracy i ocena

W Rozdziatach 2 i 3 badany jest model, w ktérym czastki moga byé wielu réznych typow
(liczha typéw jest skoiiczona = d). Zardwno liczba potomkow, jak i typy czgstek potomnych i
ich przesuniecia zalezg od typu rodzica. Czastka typu i ma Nj; potomkéw typu §. Przemiesz-
czenie czgstki potomnej w stosunku do rodzica zalezy od. typu czastki. Badany jest model od-
powiadajacy przypadkowi nadkrytycznemu, tj. zaklada sig, 7e macierz M = (ENm)1L =1 A
najwicksza wartosé wiasna p > 1. Naklada sie tez pewne zalozenia gwarantujace nie wymieranie
uktadu z prawdopodobiefistwem 1. W rozdziale 2 badany jest model wiclotypowy przy zalozeniu
nieredukowalnoscl. .

Rozdzial 2.1 dotyczy przypadku, gdy rozktady przesuniecia maja ogony regularnie zmienia-
jace sig w nieskoriczonosci. Gléwnym twicrdzeniem w tej czesel jest Twierdzenie 2.1, Stanowi ono
wogdlnienie Twierdzenia Durretta. Zaklada sig, ze dla czgstek kazdego typu, odpowiedni rozkiad
przesuniceia w stosunku do rodzica ma ogon regularnie zmieniajacy si¢ w nieskoriczonosei, z
parametrem zaleznym od typu czastki, a ponadto, e jest tylko jeden typ z najciegszym ogonem.
Pokazuje sie, ze wtedy odpowiednig normalizacjg dla R, jest a, takie, e

Jim 0"(1 - Fr(an) =1, . )

gdzie p jest najwicksza wartodcia wlasna macierzy. M a Fr dystrybuants, majaca najciezszy ogon
gposréd dystrybuant odp0w1adaja¢cyc}1 roz.nym typom. Przy takiej normalizacji otrzymuje sig
zbieznosé (I

Jim P(Rn < an) = [e—CW-'ﬂ ] . Vo> 0, (4)

¢ jest stalg dana w tw1erdzcn1u W zmienna. losows, po]zmrlagadcad si¢ w granlcy unormowanej
liczby czastek, a r - indeksem typu odpowiadajacego dystrybuancie o najciezszym ogonie.

Idea dowodu jest podobna jak w przypadku jeduego typu (i dogé typowa dla rozkladéw o
cigzkich ogonach). Okazuje si¢, ze R, jest poréwnywalne z maksimum wszystkich przesunieé,
jakie nastapily do generacji n. Ugywane sg tes pewne pomysly z rozumowania Durretta, jednak
wielotypowodé znaczaco komplikuje sytuacjg, dlatego nie jest to proste uogdlnienie.

W rozdziale 2.2 rozprawy rozwaga sic analogiczny wiclotypowy model, ale bedacy uogdlnie-
niemn modelu rozwazanego przez Gantert - z rozktadami przésunicé majacymi rozklady semiek-
sponencjalne tj. postaci (2), ale z réznymi r; - zaleznie od typu czastki, ¢ = 1,...d. Przy czym
tym razem moze byé kilka typow .o takiim samym zachowaniu ogona. Tu réwniez okazuje sie,
e najbardziej istotne znaczenie ma zachowanie najcigzszych ogonéw, a wynik (mocne prawo
wielkich liczb) jest analogiczny do tego w pracy Gantert. ‘Twierdzenie 2.5 pokazuje, Ze .

m 220L eEad, . pae
n—oq p(ny. | ot .
gdzie ¢(n) zachowuje sig jak nrK (n%) dla; pewnej fun-kcji wolno zmieniajacej sig K, a r jest
najmniejgzym ;. : .
Jest to rozszerzenie wymkéw Gantert W dowodzm Wykorzystu]e sig tez wymkl Athreyi i
Vidyashankara dotyczacyce asymptotykl hczby czqstck roznych typow w-wielotypowym procesie
galgzkowym.



Crytajac Rozdzial 2.1 miatam wrazenie, e notacje moznaby nieco uprodci¢ korzystajac ze
stochastycznej dominacji 1 zastgpujgc wszystkie pozostale dystrybuanty poza ta o najcigiszym
ogonie albo przez max;.; Fj(t) albo przez ming.r F;(t), w zaleinoéei od tego czy dowodzi sig
oszacowania gornego czy dolnego (jak w pracy I ozracza indeks odpowiadajacy dystrybuancie
o najciezszym ogonie). Podobnego typu rozumowania pojawiaja sic np. na stronie 29, wydaje
sig jednak, Ze zastosowanie podobnego argumentu prawie na samym poczatku Rozdziatu 2.1
pozwolitoby nieco uprodcié notacjg. Sadze tez, ze dowody twierdzed z rozdziatu drugiego daloby
gie dosé latwo przeniesé na praypadek, zaklada sig albo regularng zmiennoéé albo, odpowied-
nio, semieksponencjalnogé dystrybuanty o najciegszym ogonie, a pozostale ogony sg po prostu
“Izejsze”’ - w odpowiednim sengie.

Oba przypadki rozwazane w Rozdziale 2 dotycza galazkowych bladzed nieprzywiedlnych.
Wprowadzenie wigksze] ilodci typow prowadzi do technicznego skomplikowania problemu, jednak
idea wydaje sig zgodna z wezedniej znanymi wynikami w przypadku czastek jednego typu.

Duzo cickawiej przedstawia sie sytuacja w Rozdziale 3. Rozwazane sa tu spacery galazkowe
wielotypowe, analogiczne do tych z Rozdzialu 2 (tj. praypadek ogonéw regularnie zmieniajgcych
sie, albo semiwykladniczych), ale tym razem w sytuacji, gdy nieprzywiedlnosci nie ma.

W Twicrdzeniu 3.1, odpowiadajacym regularnie zmieniajacym si¢ ogonom, widzimy cickawy
fenomen, Ze nie koniecznie typ o rozkladzie przesunigcia z najciezszym ogonem jest dominujacy.
Posta¢ granicy ma podobng forme jak w (4), ale tym razem r niekoniecznie musi byé naj-
mniejszym sposréd 73 opisujacych ogony rozkladéw przesunieé roinych typow. Istotna jest za-
leznoéé pomiedzy zachowaniem ogona rozktadu przesunigcia, a asymptotycznym zachowaniem
liczby czastek danego typu. '

W przypadku ogonéw semieksponencjainych (Twierdzenie 3.5) juz nie ma a2 tak istotnych
zmian - tu znéw najciessze ogony sa dominujace i mamy odpowiednik Twierdzenia 2.5 z norma-
lizacjs, tego samego rzedu. Zmienia si¢ jednak stata otrzymywana w granicy.

Ceneralnie, wyniki rozdzialu 3 wydaja mi sie najcickawsze. Czedé ta jest tez chyba najtrud-
niejsza pod wzgledem technicznym. . . :

Ostatni, 4 Rozdzial poswigcony jest nieco innemu zagadnieniu, a mianowicie spacerom loso-
wym z zaburzenicm, gdzie pozycja czastki v dana jest przez

51(6) = 5, + Xo(6), (5)

gdzie S, jest pozycja caastki v w przypadku zwyklego, jednowymiarowego bigdzenia losowego z
jednym tylko typem, a X, (6) jest niezaleznym zaburzeniem, # > 0 jest parametrem. Zaktada sie,
ze rogklad zaburzen jest taki sam dla wszystkich czastek i ma specjalng postaé, tzn. ma rozklad
zalezny od parametru ¢ > 0 oraz
. d ,]: y XP,.
‘ - 9 Og E’U’
gdzie B, jest zmienns losows o rozkladzie wykladniczym, a rozklad ¥, ma pewien ustalony roz-
klad p. Tego typu model byt rozwazany wezesniej w pracy Bandyopadhyaya 1 Ghosha z 2023r.
Glowne uogblnienie w stosunku do wynikédéw z powyzszej pracy polega na rozwazeniu przypadku,
gdy rozklad p ma nieskoficzong éredniy, w szczegdlnodcl, gdy jego ogon w nieskoriczonosdci za-
chowuje sig asymptotycznie - jak =7 dla v € (0,1). O bladzeniu losowym S, zaklada sig, e
funkcja » zdefiniowana w (1) jest skoficzona w pewnym otoczeniu zera, a ponadto spelnione sa
dodatkowe warunki (L1) i (L2) str. 53

Tym razem bada sie nie tylko zbieznosé prawie na pewno —&’%ﬂ (Twierdzenia 4.1 1 4.2}, ale
réwnies asyptotyke drugiego rzedu (Twierdzenia 4.3, 4.4 i 4.5). Wyniki Rozdzialu 4 pracy zostaly
opublikowane w artykule w ESAIM Probab.Stat. (jedncautorskim).

Zabraklo mi tu jakiej§ dyskusji o postaci zaburzenia. Dlaczego akurat takie jest ciekawe?
Jaka jest motywacja? Bo jednak postaé ta jest doéé specjalna. Z dowodu jest jasne, Ze obecnoéé
zmiennych wykladniczych sporo upraszeza, gdyz mozna skorzystaé z faktu, Ze minimum nieza-
leznych zmicnnych o rozkiadzie wyktadnicznym ma znow rozktad wyktadniczy z parametrem

Xo(#)

3



bedacym sumg odpowiednich parametréw. Pozwala to udowodnié (4.8}, sprowadzajac problem
do rzeczy lepie] sbadanych i w konsekwencii udowoduié nie tylko rodzaj prawa wielkich liczb, ale
nawet zbadaé asymptotyke drugiego rzedu.

Jednak duzo bardziej naturalng wydawalaby si¢ préba zbadania np. asymptotyki Ry, gdy
zaburzenie mialoby postaé log Y, gdzie Y, ma ogoll regularnie zmieniajacy sie w nieskoficzonodel.

Mozna zauwaiyé, ze w Twierdzeniu 4.1 istotna jest wielkosé #y i fakt czy jest ona wie,;ksza czy
mniejsza od 8. Widaé, ze przy zatozeniu (H ), ogon dystrybuanty zmicennej losowej Y}, zachoquc
sig w nleskonczonosm jak ™%, natomiast Eu ma duzo lzejszy ogon i mamy X, (0) = log(YL b -

iog(Eu) Naturalne jest pytanie, czy w tym za,burzc,mu mozna opuscié czeéé z eksponents, i
dostaé analogiczny wynik.

Daowody wydaja sig poprawne - nie znalazlam jakichs istotnych bigdéw. Jest trochg literéwek
i nie catkiem gcistych sformulowan. Przykladowo: Literéwki wystepuja nawet w gléwnych twier-
dzeniach, np. w Twierdzeniu 2.1 pojawia si¢ g, a powinno to byé r. W sformulowaniu powinno
tez byé powiedziane, dla jakich x twierdzenie zachodzi. To samo w Twierdzeniu 3.1.

W (1.1) powinno by¢ N zamiast n, str 23 koniec 1.6 i 1. 8 zamiast My, powinno byé M™,

W kilku miejscach wolalabym widzie¢ dokladniejsze sformulowania czy opisy. Np. brak jest
formalnego opisu drzewa T. Czasami brakowalo mi tez odsylaczy do wezefniej wprowadzonych
oznaczen, zwlaszcza, Ze roznego rodzaju oznaczen jest, dodé¢ duzo. Mogloby pomée np. zamiesz-
czenie spisu oznaczen.

Z kolei sa, réwnicz miejsca niepotrzebnie skomphkowanc Np. bardzo diugl jest dowdd tego,
ze prawa, strona (2.19) szacuje sig przez R(h,y)"e~"", podczas gdy wynika to po prostu z faktu,
ze dla niezaleznych zmiennych losowych ms. .., 7n

n
Eedai=t M ] Eet. .

Nalezy przyjac, e n; ma rozktad z dystrybuanta S%(—)y dla odpowiednich indekséw j (o ile Fj(y) >
0, josli ktéres jest rowne zero, to oszacowanie Jost trywmlnc)

Podsumowanie

Praca dotyczy Wa.zne] i aktualncj torna,tykl Jcst tu kilka nowych wynikéw, mektore bar-
dzo cielkawe (jak np. te z rozdzialu 3). Wigkszodé wynikow jest uogdlnieniami wezedniej znanych
faktéw 1 w znacznej mierze biiduje na wezesniej uzywanych technikach i metodach. Nalezy jednak
przyznad, ze nie sg to vogdlnienia natychmiastowe. Modele rozwagane w rozprawic prowadzg do
duzego skomplikowania problemu pod wzgledem technicznym. Doktorant wykazal si¢ dobrym
zrozumieniem wezedniej uzywanych metod i twérezym ich zastosowaniem w duzo bardziej skom-
plikowanym modelu. Praca- wymagala gporej bieglosel technicznej. Calofciowy jej obraz jest
pozytywny. o

W mojej opinii rozprawa spelnia wymagania, sta.w1ane rozprawomn doktorskim, diatego wnosze
o dopuszczenie do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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