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Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Wojciecha Stadnickiego:

,Aksjomatyzacja modelu Mathiasa
w terminach teorii gier”

Metoda forsingu (ang.forcing), stworzona i uzyta przez P. J. Cohena w
1963 roku do pokazania, ze hipoteza kontinuum nie wynika z powszechnie
przyjetych aksjomatéw, od ponad 50 lat nalezy do najwazniejszych narze-
dzi wspdlczesnej teorii mnogosci. Z jej pomocg udowodniono, ze aksjomaty
teorii mnogosci nie rozstrzygaja réwniez wielu innych hipotez. Tego rodzaju
dowody polegaja zazwyczaj na konstrukcji odpowiednich modeli za pomocy
zaawansowanych technik forsingu iterowanego. Niektoére z tych modeli zy-
skaly status testowych uniwerséw teorii mnogosci, w ktérych w pierwszym
rzedzie sprawdza sie spelnialno$¢ badanych hipotez. Jednym z nich jest mo-
del Mathiasa, otrzymany w wyniku iteracji dtugosci wy (z przeliczalnymi
noénikami) forsingu Mathiasa.

Problemem naukowym, ktorego rozwigzaniu poswigcona jest wigkszoS¢
rozprawy doktorskiej magistra Wojciecha Stadnickiego, jest znalezienie ak-
sjomatyzacji modelu Mathiasa. Doktadniej, chodzi o sformutowanie w jezyku
deskryptywnej teorii mnogodci takiego zestawu wtasnosci tego modelu, z kto-
rych datoby si¢ — juz bez pomocy zaawansowanych technik forsingowych —
wywnioskowaé mozliwie duzo zdai w nim prawdziwych. Chodzi zaréwno o
takie zdania, ktérych prawdziwos$é w modelu Mathiasa zostata wczesniej udo-
wodniona (za pomoca metod forsingowych) jak tez o nowe, nieznane dotad
jego wlasnosci.

Analogiczny projekt zostal wezesniej zrealizowany dla modelu Sacksa
przez K. Ciesielskiego i J. Pawlikowskiego [The covering property axiom,
CPA. A combinatorial core of the iterated perfect set model, Cambridge
Tracts in Mathematics, 164. Cambridge University Press, Cambridge, 2004].
Wiyniki tego projektu stanowity dla autora rozprawy bezposrednig moty-
wacje 1 punkt odniesienia. Aksjomaty, zaproponowane przez Stadnickiego w
rozprawie, réwniez wystepuja pod ogdlng nazwa CPA (ang. The covering
property axiom).

Realizacja sformulowanego powyzej zadania badawczego po pierwsze wy-
magata zdefiniowania iteracji forsingu Mathiasa w jezyku o-idealéw i de-
skryptywnej teorii mnogosci. W rozdziale 3 (nastgpujagcym po poprzedzaja-
cych go wstepnych rozdziatach 1 i 2) opisane jest przejscie od porzadku @,
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(iteracja forsingu Mathiasa dtugoéci a) do — réwnowaznego mu forcingowo
— porzadku P,, ktéry z kolei (gdy o jest przeliczalng liczbg porzadkowg —
jest to przypadek wystarczajacy do sformulowania aksjomatu CPA) ma re-
prezentacje postaci (Qa, C), gdzie Q. jest rodzing wszystkich borelowskich
podzbioréw przestrzeni polskiej ([w]*)* spoza pewnego ideatu I*. To umiesz-
cza forcing P, w schemacie tzw. ,forsingu idealizowanego”, intensywnie ba-
danego w ostatnich latach przez J. Zapletala i pozwalajacego taczy¢ forsing,
a zwlaszcza wprowadzone przez S. Shelaha pojecie tzw. forcingu wlasciwe-
go (ang. proper forcing) z badaniami o-idealéw na przestrzeniach polskich,
przede wszystkim z punktu widzenia deskryptywnej teorii mnogosci. Defini-
cja porzadku P, oparta jest na ideach z bardzo trudnej pracy S. Shelaha i
O. Spinasa [The distributivity numbers of P(w)/fin and its square, Trans.
Amer. Math. Soc. 325 (1999)].

W kolejnych rozdziatach rozprawy (4 — 8 oraz 9) sformulowany zostaje
aksjomat CPA i caly szereg jego wersji. Aksjomaty te opisane sa W jezyku
deskryptywnej teorii mnogoéci (odwolanie do wspomnianego wyzej o-idealu
I*, zbioréw i funkcji borelowskich) oraz teorii gier: CPA stwierdza — oprocz
explicite wyrazonej negacji hipotezy kontinuum - Ze jeden z graczy nie ma
w pewnej grze strategii zwycieskie;j.

W przypadku kazdego aksjomatu podany jest forsingowy dowdd jego
prawdziwoéci w modelu Mathiasa. Dowody te w istotny sposob wykorzystuja
postaé i wtasnosci zdefiniowanego wezesniej forsingu P,. Przedyskutowane sg
tez zalezno$ci pomiedzy proponowanymi aksjomatami.

Konsekwencje CPA oraz jego wariantéw obejmuja caly szereg stwierdzen,
dotyczacych zagadnien z réznych dziedzin matematyki, ktorych prawdziwos¢
w modelu Mathiasa (i w konsekwencji niesprzeczno$¢ z ZFC) byta wczesniej
udowodniona za pomocg metod forsingowych. Jesli przez CPA* oznaczymy
te ze sformutowanych w rozprawie wersji aksjomatu CPA, ktora jest wy-
starczajaca do przeprowadzenia danego dowodu, to konsekwencjami CPA*,
wyprowadzonymi w rozprawie, sg nastepujace fakty:

— (fakt 4.3) zbiér liczb rzeczywistych jest sumg zaréwno w; zbioréw miary
Lebesgue’a zero jak i w; zbioréw I kategorii Baire’a,

— (twierdzenie 4.5) wspélczynnik dystrybutywnosci ilorazowej algebry Bo-
ole’a regularnie otwartych podzbioréw R modulo ideal podzbioréw ogra-
niczonych wynosi wi,

— (twierdzenie 4.7) wspotezynnik dystrybutywnosci zbioru ¢g \ I' wraz z
porzadkiem dominacji (od pewnego miejsca) wynosi wi,

— (fakt 5.3) wspolczynnik dystrybutywnoéci ilorazowej algebry Boole’a wszyst-
kich podzbioréw N modulo ideal podzbioréw skonczonych jest wigkszy od
wi,

— (twierdzenie 5.5) zaden nieprzeliczalny zbiér X C R nie jest silnie miary
zero, tzn. dla pewnego ciagu liczb rzeczywistych dodatnich nie da si¢
pokryé zbioru X przedzialami otwartymi o dlugosciach zadanych przez
ten ciag (tzn. prawdziwa jest tzw. hipoteza Borela),

— (twierdzenie 5.8) dla zadnego ultrafiltru nieglownego U na N w kontinuum
I;; nie istniejg dalekie punkty rozspajajace,
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— (twierdzenie 5.13) dla kazdego ultrafiltru niegtéwnego U na N istnieje
funkcja f : N— N, ktéra nie jest zdominowana przez rosngcg numeracje
zadnego zbioru X € U (tzn. nie istnieje tzw. ultrafiltr Lrapid”),

— (twierdzenie 6.6) wspotczynnik dystrybutywnosci kwadratu ilorazowej al-
gebry Boole’a wszystkich podzbioréw N modulo ideal podzbioréw skon-
czonych wynosi ws.

— (twierdzenie 6.9) wspélczynnik dystrybutywnosci zbioru wszystkich nie-
koficzonych podziatéw N z pewnym naturalnym porzadkiem wynosi w;.

Nalezy podkresli¢, Ze niektére z oryginalnych dowodéw forsingowych praw-
dziwoéci powyzszych faktéw w modelu Mathiasa sg bardzo trudne (dotyczy
to zwlaszcza twierdzenia 6.6). Natomiast fakt z teorii kontinuéw (twierdzenie
5.8) nie byt weczesniej dowodzony w modelu Mathiasa.

Rozdzial 9 jest troche z boku gléwnego nurtu rozprawy — przedstawione
sa w nim proste dowody wlasnosci pewnych ultrafiltrow w modelu Mathiasa.

Przystepujac do oceny rozprawy mgr. Stadnickiego zaczng od stwierdze-
nia, ze bardzo podoba mi si¢ zasadniczy, lezacy u jej Zrédet pomyst, by znane
modele teorii mnogoéci (w tym przypadku model Mathiasa) aksjomatyzowac,
tzn. szukaé takich ich wlasnosci, sformutowanych np. w jezyku deskryptyw-
nej teorii mnogoéci, ktére by te modele w mozliwie pelny sposob opisywaly.
Tacy matematycy, do jakich sam sig zaliczam, ktérzy wolg nie wykorzystywaé
bezpoérednio technik forsingowych, moga uzywaé aksjomatow typu CPA w
podobny sposéb w jaki powszechnie stosowany jest znany aksjomat Martina
lub inne tak zwane aksjomaty forsingowe.

Zadanie badawcze, postawione przed autorem rozprawy, zostato bardzo
rzetelnie zrealizowane. Jego realizacja wymagala $wietnej znajomosci r6z-
norodnych technik wspétczesne] teorii mnogosci (forsing iterowany, forsing
wladciwy, podmodele elementarne, forcing idealizowany), zrozumienia trud-
nych prac i twérczego wykorzystania ich wynikéw a takze orientacji w wielu
zagadnieniach teorii mnogoéci oraz innych dziedzin matematyki, w ktorych
pojawiaja si¢ problemy wrazliwe na aksjomatyke. Ten ostatni aspekt dobrze
ilustruje przytoczona powyzej lista konsekwencji CPA*. Nalezy tez podkre-
4lié, ze ich dowody na gruncie CPA* sg istotnie latwiejsze niz pierwotne,
forsingowe dowody ich prawdziwosci w modelu Mathiasa.

W tym miejscu podziele si¢ jednak pewnym niedosytem. W rozdziale
1.1 rozprawy mgr Stadnicki przypomina, ze aksjomat CPA Ciesielskiego i
Pawlikowskiego pozwala wyeliminowaé forsing z dowodéw wielu wlasnosci
modelu Sacksa, zastepujac go rozumowaniami na gruncie deskryptywnej teo-
rii mnogosci. Odniostem wrazenie, ze autor sugeruje, ze podobny cfekt uda
mu sie osiagnaé za pomocy wlasnych aksjomatéw CPA* w odniesieniu do
modelu Mathiasa. Istotnie, twierdzenia typu ,z CPA* wynika dane zdanie”
maja postaé¢ implikacji w ZFC. Wszystkie ich zaprezentowane w rozprawie
dowody nadal jednak w istotny sposéb korzystaja z aparatu pojeciowego
forcingu. Jest to istotna réznica w stosunku do monografii Ciesielskiego 1
Pawlikowskiego, gdzie dana we wstepie obietnica, ze jej lektura nie wymaga
znajomosci forcingu, zostala dotrzymana. Narzucaja si¢ wigc pytania, czy
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mozliwe byloby zapisanie dowodéw wnioskowail z CPA* bez odwotaii do for-
cingu oraz czy takie ich przedstawienie byloby potrzebne.

Wydaje mi sig, ze mamy tu do czynienia z pewna ,bariera kulturowa”.
7 jednej strony, specjaliéci od forsingu mogg nie widzie¢ sensu w catkowitym
climinowaniu go z argumentéw, gdyz moze to wydtuzy¢ dowody, nie wno-
szgc, w sensie ich zawartodci matematycznej, niczego nowego. Z drugiej stro-
ny, z punktu widzenia matematykéw nieznajacych wystarczajaco forsingu,
argumenty uzywajace go sa niezrozumiate. Zacheta do testowania hipotez,
majacych szanse zachodzi¢ w modelu Mathiasa, mogltoby dla nich staé sie
wlaénie pokazanie — choéby na kilku przykladach — ze z CPA” rzeczywiscie
daje sie co§ wywnioskowaé bez uzycia forsingu.

Powyzsze uwagi maja bardziej charakter polemicznej refleksji niz krytyki i
nie wplywaja na mojg wysoka oceng rozprawy, zaréwno pod wzgledem mery-
torycznym (skala i trudnosé zrealizowanego projektu badawczego robig duze
wrazenie) jak i redakcyjnym (liczba dostrzezonych przeze mnie literéwek,
potknieé¢ redakcyjnych badz jezykowych jest niewielka).

Rozprawa mgra Wojciecha Stadnickiego , Aksjomatyzacja mo-
delu Mathiasa w terminach teorii gier” stanowi oryginalne rozwia-
zanie problemu naukowego a takze wykazuje ogélng wiedzg teo-
retyczng jej autora oraz umiejetno$é samodzielnego prowadzenia
pracy naukowej. W mojej ocenie z pewnoscia spelnia ona ustawowe
i zwyczajowe warunki stawiane rozprawom doktorskim.

Whnosze o dopuszczenie mgra Stadnickiego do dalszych etapéw przewodu
doktorskiego. Wnosze tez o wyrdznienie jego rozprawy (bioragc pod uwage
trzynascie rozpraw doktorskich, w tym co najmniej cztery wyréznione, ktore
oceniatem jako promotor (4) lub recenzent (9)).
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