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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Fukasza Wojciechowskiego “Analiza sto-
chastyczna proceséw Lévy’ego”

Rozprawa doktorska mgr Lukasza Wojciechowskiego poswigcona, jest zagadnieniom zZwigzanym
z systemami Lévy’ego, catkami wzgledem miar losowych Poissona oraz zastosowaniom do osza-
cowan norm mnoznikéw Fouriera,

W Rozdziale 2 Tozprawy rozwaza sie tzw. systemy Lévy’ego, tj. sumy postaci
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gdzie X jest procesem Lévy’ego o wartosciach w RY. Badana jest wartosé oczekiwana powyzszej
zmiennej losowe;j.

Ze wzgledu na fakt, iz skoki procesu Lévy’ego opisane sg przez miare losows Poissona, wyra-
zenie (1) daje sie zapisaé przy pomocy wielokrotnej caltki wzgledem tej miary losowej Poissona.
Wiele wynikéw z tego rozdziatu jest znanych z teorii catkowania wzgledem miar losowych Pois-
Sona - w pracy przedstawiono tylko ich inne dowody. Na przyklad dla n = 1 wyrazenie (1) ma
postac:
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gdzie m = Y . X450 O(s,A X,) Jest miara losows Poissona na Ry x R4 3 miarg intensywnosci
¢ ® v, gdzie ¢ jest miarg Lebesgue’a na R, , a v Jest miarg Lévy’ego. 7 jest niezalezna od czesci
gaussowskiej procesu Lévy’ego.

Dobrze wiadomo, ze jezeli T jest miarg losowa Poissona jw., a »: QxR xR~ R jest
procesem mierzalnym, prognozowalnym i nieujemnym (albo catkowalnym w odpowiednim sensie)
to zachodzi tzw. wzor kompensacyjny
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Ponadto, przy zalozeniu odpowiedniej catkowalnosci ¢ z kwadratem, proces

M; = / / 6(s, ) (dsdy),
[0,t] /RE

gdzie 7 oznacza skompensowana miare losowa, 7, jest martyngatem catkowalnym z kwadratem o
nawiasie skosnym (M), = fot Jra 6(s,y)%dsv(dy) i wariacji kwadratowej [M];, = _

f[o,z] Jaa ¢(s,y)*n(dsdy). (Patrz np. Peszat, Zabczyk:“Stochastic partial differential equations
with Lévy noise”, rozdz. 8.7) W rozdzialach 2.1 i 2.4 rozprawy przeprowadzono dowody tych
faktow dla ¢ specjalnej postaci. Znane mi dowody tych twierdzen opierajg si¢ na przyblizaniu 1)
procesami elementarnymi, a nastepnie przejsciu granicznym. W rozprawie przyjeto inng, réwniez
do$¢ naturalng strategie, opierajaca sie na rozkladzie procesu Lévy’ego na niezalezng czes$é gaus-
sowska oraz czesé skokowg, (skompensowana:), ktéra przybliza sie (skompensowanymi) zlozonymi
procesami Poissona. '



Jako pow6d przedstawienia nowego dowodu autor podaje argument Jjego elementarnosci. O
ile pierwsza cze$¢, tj. wzor kompensacyjny, Jest rzeczywiscie dogé prosta, o tyle zalety takiego
podejscia w przypadku rozdziatu 2.4 s3 juz dla mnie troche mniej widoczne, gdyz rachunki robig
si¢ dos¢ skomplikowane.

W Rozdziale 2.2 bada si¢ wartosé oczekiwang wyrazeri postaci (1) a w rozdziale 2.3 wyrazen
mieszanych, gdzie w wyrazeniu odpowiadajacym (1) czesé calek wzigta jest wzgledem miary lo-
sowej T, a pozostale wzgledem kompensatora. Sciéle', w rozdziale 2.3 rozwaza, si¢ tylko n = 2,

kie, jakich nalezato si¢ spodziewaé, zwlaszcza po przywotaniu wzoru Palma, jednak sadze, ze sa
owe, przynajmniej w tej 0golnosci, co w pracy doktorskiej. Pewne posrednie rezultaty (dla wie-
lokrotnych catek wzgledemi miar losowych Poissona) byty wczesniej znane, patrz np. iterowany
wz0r Mecke-Palma, (2.10) z pracy Last, Penrose: “Poisson process Fock space representation,
chaos expansion and covariance inequalities”, PTRF 2011 (odsytacz do wezesniej opublikowanej
ksiazki Penrose: “Random geometric graphs”, 2003, Tw. 1.6). Ze wzoru tego wynika natychmiast
Lemat 2.2.1.

Wydaje sie, ze niektére dowody z tej czesci rozprawy datoby si¢ uproscié. Np. w Lemacie
2.3.1 dowod réwnoscei (2.14) i (2.17) mozna sprowadzi¢ po prostu do zastosowania, Lematu 2.1.1
poprzez zapisanie drugiego wzoru na str. 10 odrazudla t = 0o (jest tam drobny blad - za wezesnie
pPojawia si¢ z, zamiast Xs;, Xs, + 29 powinno by¢ Xg,_, X 5;), nastepnie zwarunkowania i-tego
Wyrazu sumy wzgledem Fs,, gdzie (F)t - o-ciato generowane przez proces X, oraz skorzystania
z faktu, ze (X Si+u — Xs; )u>0 jest ztozonym procesem Poissona, niezaleznym od Fs;. Otrzymuje
si¢ wtedy postaé taka jak w Lemacie 2.2.1 beg potrzeby rozpisywania, wszystkich calek jak na
stronach 10-11.

Najciekawszy wydaje sie trzeci rozdzial rozprawy, dotyczacy zastosowan martyngaléw opisa-
nych w rozdziale 2 do badania, mnoznikéw Fouriera. Mnoznik Fouriera odpowiadajacy symbolowi
m : R% — C ograniczonemu co do modutu przez 1 jest operatorem na Lz(Rd) zdefiniowanym
Przy pomocy transformaty Fouriera przez J/\J\f =m f . W Rozdziale 3 rozprawy bada sie oszaco-
wania p-tych norm operatora M. Wykorzystuje sie w tym celu metode stosowang wczesniej przez
Banuelosa i Bogdana, polegajaca na rozwazeniu martyngaléw zwigzanych z procesami Lévy’ego,
postaci takiej jak w drugiej czesci rozprawy 1 wykorzystaniu oszacowari typu Burkholdera—Wanga
dla dominowanych martyngatéw. Otrzymuje si¢ w ten sposéb oszacowania norm L? dla dosé du-
zej klasy mnoznikéw Fouriera. W rozprawie stosuje sie metodg opisang wyzej dla dwéch réznych
proceséw Levy’ego otrzymujac w ten spos6b oszacowania, dla klasy niesymetrycznych mnoznikow
Fouriera.

ich zastosowaniach, a takze przyktadéw probleméw, w ktérych pojawiajg si¢ mnozniki rozwazane
W rozprawie. Posta¢ symbolu m podana we wzorze (3.12) badz (3.7) jest dogé ztozona. Podano
przyktady mnoznikéw tej postaci. Jednak nasuwa si¢ naturalne pytanie o charakteryzacje Sym-
boli, ktére tak si¢ zapisuja, albo dla ktorych mozna, otrzymaé oszacowania, poprzez przejscie
graniczne.

W ostatnim rozdziale nastepuje powr6t do zagadnien omawianych w drugim rozdziale pracy,
tym razem dla proceséw Lévy’ego bez czgscl gaussowskiej, prezentujac podejscie do systeméw
Lévy’ego przy pomocy wzoru Mecke-Palma. W Lemacie 4.2.1 uogélniono wspomniany wyzej



iterowany wzor Mecke-Palma, (wzor (2.10) 2 pracy Lasta i Penrose’a) na calki mieszane (czesé
wielokrotnych catek wzigta wzgledem miary kompensatora). Ten lemat latwo wynika z iterowa-
nego wzoru Mecke-Palma, dla wielokrotnych calek wzgledem miary losowej Poissona.
Wyprowadzony Jest takze wzor na momenty mieszane kilkuy roznych calek wzgledem tej samej
miary losowej Poissona, (Twierdzenie 4.3.1 rozprawy). Jest to uogoélnienie wzoru na momenty z

pracy Privaulta. Wynik z koniecznogci pisze sie w dogé ztozonej postaci i wczesniej nie spotkatam

si¢ rozdziela na sumy gdzie wszystkie atomy sa roézne i takie, gdzie pewne elementy sa rowne -
Wwartosci oczekiwane tych ostatnich sprowadzaja sie do lterowanego wzoru Mecke-Palma dla catek
nizszej krotnosci. To twierdzenie wiec Jest znow mato zaskakujace - Jedyne trudnogci sprawia tu
porzadny zapis. Sama metoda, nie wydaje sie zbyt odkrywcza, -juz wczesniej byta swiadomosé, ze
wzOr Palma moze stuzy¢ do badania, dosé skomplikowanych funkcjonalow zwigzanych z miarami
losowymi Poissona (np. ksiazka Bertoina: “Random fragmentation and coagulation processes”).

W Rozdziale 4.4 ze WZOrOw na wartogé oczekiwang iterowanych catek wzgledem miary losowe
Poissona, wyprowadzane sa odpowiednie wzory dla systemow Lévy’ego, przy zalozeniu, ze proces

dach o(- N E;) /o(E;) a nastepnie zdefiniowaé miare probabilistyczna P na Qx jako rozktad tej
punktowej miary losowej (utoisamianej ze zbiorem swoich atoméw). Uwaga terminologiczna: na

poczatku rozdziatu 4.1 mowa Jest o miarach lokalnie skoficzonych (tj. skoficzonych na zbiorach

dzenia do miar losowych Poissona na Ry xR? g miarg intensywnosci duv(dz), ktore na ogo6t
nie sa lokalnie skoriczone. Nalezatoby wiec nieco zmodyfikowaé sformutowania, rozdz. 4.1, co nie



