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Wstep

Praca poswigcona jest Sciezkom Dycka na plaszczyznie. Rozdzial pierwszy przedsta-
wia interpretacje tego pojecia, bazujaca na artykule M.T.L. Bizleya, w ktorym Sciezki
Dycka zdefiniowane sg jako Sciezki na punktach kratowych ptaszczyzny, spelniajace
okreslone warunki. Czytelnik pozna wzoér Grossmana-Bizleya, opisujacy liczbe takich
Sciezek, a nastepnie zwiazek miedzy nimi a liczbami Catalana oraz liczbami Fussa —
Catalana. Ten punkt widzenia zostal jednak juz szeroko zbadany, dlatego w tej pracy
skupimy si¢ na mniej znanym podejsciu, opartym na badaniach P. Duchona, opisanych
w artykule ,,On the enumeration and generation of generalized Dyck words”.

Rozdziat drugi jest wprowadzeniem do jezykéw Dycka, przy czym Sciezki Dycka
reprezentowane sg jako stowa. Terminologia oraz oznaczenia sg zaczerpniete z pracy
P. Duchona, w ktérej przeanalizowany jest przypadek dwuliterowego alfabetu {a,b}
gdzie litera a ma waluacje 3, a litera b waluacje —2. W pracy dyplomowej Weroniki Do-
maszewskiej ,,Uogélnione Sciezki Dycka na plaszczyinie” zostaje szczegdtowo zbadany
przypadek, gdy waluacje liter sa odpowiednio réwne 5 oraz —2.

W tej pracy skupimy sie na stowach wolnych od faktoréw w jezykach Dycka. Anali-
zujemy przypadki, gdy a ma waluacje 3,5,7, a b ma waluacje —2. Celem rozwazan jest
wyznaczenie rownan, ktore spetniajg funkcje tworzace. W ostatnim rozdziale badamy
przypadek, gdy waluacja litery a jest nieparzysta liczba dodatnia, a waluacja b wynosi
—2. Zostaje przedstawiony wzor ogolny, opisujacy funkcje tworzace.



Rozdzial 1
Sciezki Dycka

Niech m oraz n beda wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi. Cigg punktow
ptaszczyzny (Py, Py, ..., ) postaci P; = (z;,y;) € R?* o obu wspotrzednych z;, y; catko-
witych, gdzie [ < 0, bedziemy nazywaé sciezkami Dycka, jesli spetnione sa nastepujace
warunki:

1. 1’0290:07

2. x; =z + 1, y; = y;—1 (krok wschodni, ktéry bedziemy oznaczaé przez E) lub
r; = xi_1, ¥i = Yio1 + 1 (krok péinocny, ktéry oznaczymy symbolem N), dla
1< <,

3. my; < nx;, dlal <7 <.

Jesli my, = nay, przy czym m i n sa liczbami wzglednie pierwszymi, to istnieje taka
liczba naturalna k, ze x; = km oraz y; = kn, woéwczas punkt P, jest postaci (km, kn).

Przyktad 1.1. Zaléimy, zem = 3, n = 2. Wowczas cigg EENNENNEENENNNN
jest przyktadem Sciezki Dycka dla k = 3.

Rysunek 1.1: Sciezka Dycka dla m = 2, n = 3 oraz k = 3.



Liczbe takich drog opisuje wzor:

k1 k2
Fl 2

o :ZW, (1.1)

1 jm -+ jn
Fjj:.i . )
jm+n)\ jm

przy czym suma przebiega przez wszystkie k; € N, takie, ze:

gdzie

ki 4 2ky + 3ks + ... = k.

Formuta (1.1) zostata zaproponowana w 1950 roku przez H. Grossmana. Dow6d przed-
stawit M. T. L. Bizley w artykule , Derivation of a new formula for the number of mi-
nimal lattice paths from (0,0) to (km,kn) having just t contacts with the line my = nx
and having no points above this line; and a proof of Grossman’s formula for the number
of paths which may touch but do not rise above this line” z 1954 roku.

W przypadku gdy n = 1, éciezki Dycka rozpoczynaja sie w punkcie (0,0), a koncza
w (km, k), przy czym spemiony jest warunek my; < x;. Aby dowiedzie¢ sie, ile jest
takich drég, mozemy skorzysta¢ z odpowiedniej liczby Fussa - Catalana, ktora jest

postaci:
1 km+1
km + 1 k '

Natomiast jezeli rozwazmy przypadek, gdy m = n = 1, wtedy liczbe Sciezek z punktu
(0,0) do punktu (k, k), pozostajacych ponizej przekatnej y = x, wyraza k-ta liczba

Catalana, ktora opisuje wzor:
1 2k+1
Cy = .
T k41 ( k )

Sciezki Dycka mozemy przedstawié¢ réwniez jako $ciezki ztozone z krokéw pélnocno -
wschodnich postaci (1, m), ktére bedziemy oznaczaé przez N E oraz potudniowo - wschod-
nich postaci (1, —n), oznaczonych symbolem S E. Wéwezas droga rozpoczyna sie w punk-
cie (0,0), a konczy w punkcie (km + kn,0) i pozostaje powyzej prostej y = 0.




Rozdziat 2
Jezyki Dycka

W dalszej czesci pracy rozwazamy inna interpretacje $ciezek Dycka oparta na pracy
P. Duchona ,,On the enumeration and generation of generalized Dyck words” z roku 2000.

Niech U bedzie skonczonym zbiorem, ktory nazwiemy alfabetem. Zdefiniujmy U*
jako zbior wszystkich stow postaci wyws...w,, takich, ze n > 0 oraz w, € U. W przy-
padku gdy n = 0 otrzymujemy stowo puste, ktore bedziemy oznacza¢ symbolem e.

Faktorem stowa w jest dowolne stowo w takie, ze w = wpwwp. Jezeli wy lub wp
nie jest stowem pustym, to w nazywamy faktorem wiasciwym stowa w. Ponadto, jezeli
wy, = € (odpowiednio wp = €), to w okreslamy jako lewy faktor (odpowiednio prawy
faktor).

Waluacjg bedziemy nazywaé kazda funkcje h : U — Z . Wtedy dla stowa postaci
w = wwWs...w, € U* definiujemy jego waluacje:

h(w) := h(wy) + h(ws) + ... + h(wy,).
W szczegélnosci h(e) = 0.

Definicja 2.1. Uogdlniony jezyk Dycka stowarzyszony z alfabetem U i waluacjg h,
oznaczony jako Dy, definiujemy jako zbidr stow w = wiws,...w, € U* spetniajgcych
warunks:

1. h(w) =0,
2. h(wiws..w;) > 0, gdzie 1 <1 < n.
Przyktad 2.2. Niech U = {a,b} oraz h(a) =3 i h(b) = —2. Wtedy stowo:
w = aabbabbaababbbb = a*b*a'b?a’bratb,

nalezy do zbioru Dy, pontewaz h(w) = 0 i kazdy niepusty lewy faktor stowa w ma
nieujemnqg waluacje.

Definicja 2.3. Slowem wolnym od faktorow bedziemy nazywac takie stowo w, dla kté-
rego zZaden faktor wilasciwy nie nalezy do Dyy. Jesli A C U* to A bedzie oznaczac zbior
tych w € A, ktore sqg wolne od faktorow.

Przyktad 2.4. Niech U = {a,b} oraz h(a) = 3 i h(b) = —2, wéwczas stowo postaci
w = aabbb jest wolne od faktorow.



Przyktad 2.5. Slowo w = aabbabba(ababb)bb z przykladu 2.2 mozemy zapisaé jako
w = wrwwp, gdzie w = ababb. Faktor wlasciwy w nalezy do zbioru Dy, zatem stowo
w nie jest wolne od faktorow.

Stowo w z przyktadu 2.2 oraz 2.5 zostalo graficznie przedstawione na rysunku 1.1
jako Sciezka Dycka o krokach postaci E oraz N, ktora rozpoczyna sie w punkcie (0, 0)
i konczy w punkcie (6, 8) oraz pozostaje ponizej prostej o réwnaniu 2y = 3z.

W dalszej czesci pracy bedziemy rozwaza¢ zbior stéw napisanych za pomoca dwu-
literowego alfabetu U = {a, b} z waluacja h(a) = m oraz h(b) = —n, gdzie m i n to
wzglednie pierwsze dodatnie liczby naturalne. Wowczas stowo w € U* mozemy przed-
stawi¢ graficznie jako $ciezka Dycka o krokach pétnocno-wschodnich oraz potudniowo-
wschodnich. Wtedy litera a odpowiada krokowi N E postaci (1, m), natomiast litera b
stanowi krok SFE, ktéry jest postaci (1, —n).

Rysunek 2.1: Sciezka Dycka dla stowa w = aabbabba(ababb)bb, gdzie h(a) = 3, h(b) = 2.

Wtasnosé 2.6. Jesli w € U* oraz h(w) = 0, to dlugo$é stowa w wynosi k(m +n) dla
pewnego k € N.

Dowdd. Niech N, oznacza liczbe liter a w stowie w, natomiast N, — liczbe liter b w sto-
wie w. Skoro prawdziwa jest réwnosé¢ h(w) = 0, to Nym = Nyn. Ponadto, wiemy, ze m
i n to wzglednie pierwsze liczby dodatnie, zatem istnieje taka liczba k € N, ze N, = kn
oraz N, = km. Wéwcezas dtugos¢ stowa w jest rowna:

N, + Ny = kn+ km = k(m + n),
co konczy dowdd. O]

Definicja 2.7. Zbidér L;, gdzie 1 < 1 < m, definiujemy jako zbior stow wolnych od
faktorow postaci w = wiws...wy, € U* spelniajgcych warunki:

1. h(w) =1,

2. h(wyws...w;) > 1, gdzie 1 <1 < k.



Definicja 2.8. Zbior Ej, gdzie 1 < j < n, defintujemy jako zbior stow wolnych od
faktorow postaci w = wiws...wy € U* spetniajgcych warunki:

2. h(wiws...w;) > 0, gdzie 1 <1 < k.

Zbior L, reprezentuja Sciezki wolne od faktoréw, ktére zaczynaja sie w (0, 0) i koncza
na prostej y = ¢, przy czym nie istnieje krok konczacy si¢ na tej linii lub pod nig przed
ostatnim krokiem. Natomiast zbiér Rj jest zbiorem $ciezek wolnych od faktoréw, ktore
rozpoczynaja sie w (0,0) i koficza na prostej y = —j, bez kroku konczacego sie na lub
przechodzacego ponizej linii y = 0 przed ostatnim krokiem.

Warto zwréci¢ uwage, ze L, to jednoelementowy zbior, sktadajacy sie z jednolite-
rowego stowa a, natomiast R, jest zbiorem postaci {b}.

Twierdzenie 2.9. Jezeli stowo w nalezy do zbioru EU,m tow = € lub istnieje dokladnie
jedna liczba naturalna 1 < k < min{m, n} taka, ze w = wv, gdzie uw € Ly i v € Ry.

Dowdd. Zatézmy, ze w jest niepustym stowem, takim ze w € 5U7h. Niech w = wywsq, ws...wy,
dla [ > 0, oraz:
k= min{h(wy, we, w3, ..., w;) : 1 < i <}
Wtedy:
1 <k < min{m,n}.

Zal6ézmy nie wprost, ze istniejg takie liczby naturalne ly,ls, ze 1 < [y < ly <[ oraz:
h('LUﬂUQlUg...wll) = h(w1w2w3.,,w12) = k.

Woéwezas stowo wy, 41wy, 42wy, 43...w;, nalezy do zbioru Dy, zatem stowo w = wyws, ws...w;
nie jest wolne od faktérow, czyli nie nalezy do zbioru IN)UJL, co jest sprzeczne z zatoze-
niem. PokazaliSmy, ze istnieje doktadnie jedna liczba naturalna [y taka, ze 1 < [y <
oraz:

h(wlwgwg...wlo) = lo.

Ponadto zgodnie z definicja 3.2 oraz 3.3 stowo u = wjwews...w;, nalezy do zbioru Ly,
natomiast stowo v = wy, 41wy, +2Wi,43...w; do zbioru Ry, co konczy dowod. O

Twierdzenie 2.10. Jezeli slowo w nalezy do zbioru L;, gdzie 1 < i < m, to istnieje
doktadnie jedna liczba naturalna i +1 < k < min{m,n + i} taka, Ze w = wv, gdzie
we LyiveE R,_;.

Dowdd. Dowdd przeprowadzamy analogicznie jak w przypadku twierdzenia 2.9. m

Twierdzenie 2.11. Jezeli stowo w nalezy do zbioru }N%j, gdzie 1 < j < n, to istnieje
doktadnie jedna liczba naturalna 1 < k < min{m,n — j} taka, Ze w = uv, gdzie u € Ly,
10 € RkJrj.

Dowdéd. Dowdd przeprowadzamy analogicznie jak w przypadku twierdzenia 2.9. O]



Powyzsze twierdzenia mozna przedstawi¢ w formie addytywnej za pomocg wzorow:

. min{m,n} o
DU,h =€+ Z LkRk,
k=1

(2.1)

min{m,n+}

Li= Y LyRy, (2.2)
k=i+1

_ min{m,n—j}

Rj = Z LkRk—‘rj. (23)

k=1

Definicja 2.12. Jesli stowo w € 5U,h to dlugosé w wynosi (m—+n)k dla pewnego k € N.

Zdefintugmy zbior Dy, jako:

Dy, = {w € Dy : w ma dlugodé réwng (m + n)k}

oraz funkcje tworzgceq:

[e.9]

D(t) ==Y | Dylt*.

k=0

W dalszej czesci pracy zbior EU,h bedziemy oznacza¢ symbolem D.



Rozdzial 3
Przypadek m =2p+1, n =2

Zbioér rozwazany w poprzednim rozdziale ograniczmy do stéw wolnych od faktoréw,
utworzonych za pomoca alfabetu U = {a, b} z waluacja h(a) = 2p+ 1, gdzie p € N oraz
h(b) = —2. Wowcezas wzory opisujace zbiory (2.1), (2.2) oraz (2.3) przyjmuja postaé:

D =c¢ + Elél + ZQEQ, (31)

Zi—&—lél + Ei+2,R2 dla 1 < 1 < 2]9 — ]_,

Li = L2p+1R1 dla 7 = 2p7 (32)
{a} dlai=2p+1,
Ry = L1Ry, Ry = {b}. (3.3)

W celu utatwienia rachunkow wprowadzamy nastepujace definicje:
Definicja 3.1. Niech g(/@, 1) bedzie sumq wszystkich wyrazéw postaci:
X1 X5.. Xy,

gdzie X; € {El, b}, przy czym Ry wystepuje k razy, a b wystepuje | razy. Zawwazmy, e
S(k, 1) jest sumg (kH) sktadnikow.

k
Jesli w € Ry, to stowo w jest postaci:
w = wbP,
dla pewnego w; € U*. W takim przypadku zapisujemy:
w; = wb™P.
Definicja 3.2. Jesli k > 1 lub 1 > p to symbol T(k,1) definiujemy jako:
T(k,1) == S(k,1)b".
Lemat 3.3. Jesli k > 1 oraz l > 1, to mamy:

Sk, )= S(k—1,0)Ry + S(k,l — 1)b.

10



W prazypadku, gdy k=0 il > 1, zbiér S(k,1) ma postac:

S(0,1) =bb---b,

l razy
natomiast, gdy k > 1 i1 =0 otrzymujemy:

g(k’,O) - Rlél"'él.

k razy

Dia k=0 il =0 mamy:

S(0,0) =e.

11



Rozdziat 4
Przypadek m =3, n =2

Opierajac sie na badaniach P. Duchona oraz W. Domaszewskiej rozwazmy przypa-
dek, w ktérym dla liter z alfabetu U = {a, b} mamy waluacje h(a) = 3 oraz h(b) = —2.
Wrtedy stowa napisane za pomoca alfabetu U majg dtugos¢ réwna 5k, gdzie k € N.

Zaczniemy od wyznaczania zbioréw D, L; oraz R;. Na podstawie wzoréw (3.1), (3.2)
i (3.3) otrzymujemy réwnania:

D=c¢ + Elﬁl + EQRQ, (41)
El = Zgél + Zgég, (42&)
Eg == Z3E1, (32b)
Ls = {a}, (4.2¢)
El = Zlﬁg, (43&)
Ry = {b}. (4.3b)

Zwroémy uwage, ze kazde stowo w € R mozemy zapisa¢ w postaci:
w = avbb,
gdzie v = vyvs...v% jest stowem wolnym od faktoréw, spetniajacym warunki:
1. h(v) =0,
2. h(vyva..vy) > —2, gdzie 1 <1 < k.

Zbior takich stow oznaczmy symbolem V. 7 drugiej strony, jezeli v € V, to stowa
aVbb € Ry. Mamy zatem rownosc:

Ry = aVbb. (4.4)

Dla zbioru E okreslamy V i funkcje tworzaca Vi, w podobny sposéb jak w definicji 2.12
dla zbioru D.

Wiasno$é 4.1. Zbiér V spelnia réwnanie:
V =€+ aVbbaVb. (4.5)

12



Dowdd. Wykorzystujac wzory (4.3a) oraz (4.4), opisujace zbiér Ry, dostajemy réwna-
o aVbb = LRy,
ktére przeksztalcamy poprzez podstawienie (4.2a), w ten sposob otrzymujemy:
aVbb = (LyRy + L3Ry)R,.
Stosujemy wzér na Lo, stad mamy:
aVbb = (L3R, Ry + LyRy) Ry,
nastepnie korzystamy z wlasnosci Ly = {a} i Ry = {b}, wéwczas uzyskujemy:
aVbb = (aRy Ry + ab)b.
Po podstawieniu (4.4), otrzymujemy réwnanie:
aVbb = (aaVbbaVbb + ab)b,
ktore po uproszczeniu ma postac:
aVbb = a(aVbbaVb + €)bb

1 ostatecznie:

V = e+ aVbbaVb,
co nalezalo udowodnié. O
Wiasnoséé 4.2. Zbiér D spetnia rownanie:

D = ¢ + aaVbbaVbbaVbb + abaVbb + aaV bbb. (4.6)

Dowdd. Aby udowodnié powyzsza wlasno$é, bedziemy przeksztalcaé réwnanie (4.1),
ktore jest postaci:

D=c+ LRy + LyRy.
Korzystajac ze wzoru na Ly, dostajemy:

D=¢e+ ([jgfh + ZSEQ)El + 22}?27
PO uproszczeniu mamy:
D = e+ LyR Ry + LyRo Ry + LyRs.
Nastepnie stosujemy réwnanie na Lo, stad:

D =¢+ L3R R\Ry + LsRyR, + LsR, R,

po podstawieniu Ls = {a} i Ry = {b}, otrzymujemy:

D=¢e+ aélélﬁl + abél + aﬁlb.
Wykorzystujac wzor (4.4), dostajemy:

D = € + aaVbbaVbbaVbb + abaVbb + aaV bbb,

co konczy dowdd. O]

13



Wtiasno$é 4.3. Funkcje tworzqee V() oraz D(t) spelniajg réwnania:
V(t)=1+tV(t) (4.7)
D(t) = 1+ 2V (1) + 2tV (¢). (4.8)

Dowdéd. Funkcja tworzaca V (t) jest postaci:
V()= Vit
k=0

gdzie Vk~to zbiér stéw nalezagcych do V o dhugosci 5k, dla k € N. Wiedzac, ze dla k = 0
mamy |Vp| = 1, zapisujemy:

V(t)=1+ i Vi |t (4.9)

k=1

Na podstawie wtasnosci 4.1, dostajemy:

f/k = Z a\~/k1 bbaf/l€2 b,

k1,k22>0
k1+ko=k—1
wowcezas moc zbioru Vi, opisuje wzor:
k1,k22>0
k1+ko=k—1

ktéry podstawiamy do réwnania (4.9), w ten sposéb otrzymujemy:

V) =1+t> > |V |t - Vi, |tk
k=1 k1,k2>0
k1+ko=k—1

Zwrocmy uwage, ze dla kazdego k € N, takiego, ze k > 1 zachodzi ky + k2 > 0. Wtedy
mamy: ~ ~ B
V() =1+t 3 Vi [t" - [Vi|t™,

k1,k220

stad:
V(t) =14+ tV()V (1),

co mozemy zapisac¢ jako:

V(t)=1+tV(t)%
Dowod dla funkcji tworzacej E(t) przeprowadzamy w analogiczny sposob. O]

Wiasnosé 4.4. Moc zbioru Vi, jest réwnas
Vi| = C, (4.10)

gdzie Cy, to k-ta liczba Catalana.

14



Dowdd. Funkcja tworzaca dla ciggu liczb Catalana jest zdefiniowana przez:

C(t) =) eat”, (4.11)
n=0
co mozna zapisac¢ jako:
C(t) =1+ zC(t)>. (4.12)

Zwréémy uwage, ze funkcja tworzaca V(t) (4.7) ma taka sama posta¢, jak funkcja
tworzaca dla ciagu liczb Catalana (4.12). Zatem |Vj|, to k-ta liczba Catalana. O

Wiasnoéé 4.5. Moc zbioru Dy jest rowna:
|Di| = Crey + Ch. (4.13)
gdzie Cy, to k-ta liczba Catalana.

Dowdd. Funkcje tworzaca dla ciagu liczb Catalana (4.12) mozemy przedstawié w po-
staci:
2C{t)? —Ct)+1=0

Rozwiazujac powyzsze réwnanie kwadratowe, przyjmujemy za szukana zmienna C'(t),
wtedy otrzymujemy:
14++V1—-4x

o) = ——— b )=

1—+v1—4x
2x )

Warunek C'(0) = ¢y = 1 eliminuje pierwsze rozwiazanie, zatem mamy:

1—+v1—-4x

C(t) = 7

Korzystajac z wtasnosci 4.4 zapisujemy:

~ 1—v1—4t
Vi = —

podstawiajac powyzsza rownosé do funkeji tworzacej (4.8) postaci:
D(t) = 1+ 2V (t)* + 2tV (1),
otrzymujemy:

2t 2t

D(t) =1+ <1_\/m>3+2t (Hm)

Po przeksztatceniu mamy:

1_3¢Tr@+3u—%»—<1—“P>+1_VTTE,

8t3

T)(t)=1+t2<

15



stad dostajemy:

5(25)—2—\/1——4754—4_12]5_3\/1_48; (1 —4t)( 1—425)’

a nastepnie:

_ 412 — AT T+ 4T T
D) =2 VI— i+ - + 4 ).

Po kolejnych uproszczeniach otrzymujemy:

~ 1 3 Ji—4 J1—4t
D(t) =2 — TR S LY :

2t 2 2t 2
stad mamy:
~ 1 1
co mozemy zapisaé jako:
~ 1
D(t) = 5(1 —V1—4t)+ —(1 —v1—4t).

Roéwnanie przyjmuje postac:

1—+v1—-4t

D(t) = (t+1) T

Korzystajac ze wzoru (4.11) dostajemy:
D(t) = (t+1) f: ent”,
n=0
po przeksztatceniu mamy réwnanie postaci:
D(t) = i et cnt”,
n=0
stad otrzymujemy:
D(t) = i Cpat" + 14+ +c,t",

n=0

ostatecznie funkcje tworzacg zapisujemy jako:

D(t)=1+ i (ot + cn)t™

n=0

Woéwezas liczba \Ek] jest rowna sumie liczb Cy_1 1 Cy, gdzie C}, to k-ta liczba Catalana.
O
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Rozdziat 5
Przypadek m =5, n =2

W tym rozdziale przeanalizujemy przypadek gdy m = 51 n = —2, woéwczas rozpa-
trujemy stowa dtugosci 7k, gdzie k € N, napisane za pomoca dwuliterowego alfabetu
U = {a,b} z waluacja h(a) =51 h(b) = —2.

Zbiory D, L; oraz Ej przyjmuja postac:

5: 6+E1.§1 +Eg§2, (51)
El = Zgél + Zgég, (52&)
Ly = L3Ry + LyRy, (5.2b)
zg = Z~34]§1 + l~}5]§2, (52C)
E4 - Z~}5R1, (52(:1)
E5 - {CL}, (528)
Rl = zléz, (53&)
Ry = {b}. (5.3b)

Zwrdémy uwage, ze kazde stowo w € Ry mozemy zapisa¢ w postaci:
w = avbbb,
gdzie v = v1vy...0; jest stowem wolnym od faktoréw, spetniajacym warunki:
1. h(v) =0,
2. h(vyvy..vy) > —4, gdzie 0 < I < k.

~ Zbidr takich stéw oznaczmy symbolem V.Z drugiej strony, jezeli v € V, to stowa
aVbbb € Ry. Mamy zatem réwnos¢:

Ry = aVbbb, (5.4)

W dalszej czesci pracy bedziemy wykorzystywaé oznaczenia S(k, () oraz T'(k,1) wy-
prowadzone w definicji 3.1 oraz 3.2.

Wiasno$é 5.1. Zbiér V spelnia réwnanie:

V=c+T(40) +T(21). (5.5)
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Dowdd. Podstawiamy R; = aVbbb do réwnania Ry = L Ry, w ten sposob otrzymujemy:
aVbbb = Ly Ry.
Wykorzystujemy wzér (5.2a), stad mamy:
aVbbb = (LyRy + LsRy) Ry,

nastepnie stosujac réwnosé (5.2b), uzyskujemy:

Vbbb = ((Esfs + Lufo) R + Ffto) B,
po uproszczeniu dostajemy:

aVbbb = (LsRy Ry + LyRyRy + LsRy)Ro.
Podstawiamy odpowiednig postaé Ly, wtedy mamy:

Vbbb = ((Eafts + LsBo)RaBy + LBl + (i + Ly o)) B,
stad:
aVbbb = (LyRy Ry Ry + LsRoRy Ry + LyRoRy + LyRy Ry + Ls Ry Ro) Ry
Wykorzystujemy wzér (5.2d), w ten sposéb otrzymujemy:
nastepnie wiedzac,ze Ls = {a} i Ry = {b}, zapisujemy réwnanie:
aVbbb = (aR Ry R Ry + abRy Ry + aRbRy + aRyRib + abb)b,
ktore po uproszczeniu ma postac:
Vbb = Ri Ry Ry Ry + bRy Ry + RibR; + Ry Rib + bb

lub réwnowaznie: N B _
V=e+T(4,0)+T(2,1),

co konczy dowdd.

Wiasno$é 5.2. Zbiér D spetnia rownanie:
D =e+aS(5,0)+aS(3,1) +aS(1,2). (5.6)
Dowdd. Powyzsza whasno$¢ udowodnimy przez przeksztatcanie réwnania (5.1) postaci:

D=c¢ + zlél + zzég.

Po podstawieniu wzoru na L; mamy:

D =c¢ + (Egél + E3§2)R1 + E2R2,
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nastepnie korzystamy z réwnosci (5.2b), w ten sposéb otrzymujemy:
D = e+ (LsRy + LyRy) Ry Ry + LyRo Ry + (L3R + LyRy) Ry,

stad:

D = e+ LsRyR\Ry + LyRyR Ry + LsRoRy + LsRy Ry + LyRoRy.
Wykorzystujemy wzoér (5.2¢), wtedy réwnanie przyjmuje postac:

D=¢c+ LiR R R Ry + LsRoR R Ry + LyRoR Ry + LyRyRoRy + LsRoRo Ry
+LysR1R1Ry + LyRoR Ry + L4RzR2,

nastepnie wzor (5.2d), stad mamy:

+LsRi Ry R\ Ry + LsRyRy Ry + Ls Ry Ry R
Stosujemy wlasnosci Ly = {a} oraz Ry = {b}, wowczas dostajemy rownanie:

D =€+ CLRlRlRlRlRl + CLleRlRl + aRlelRl + aRlRlel + abbR1
+&R1R1R1b + &leb + &Rlbb,

ktére rownowaznie mozemy zapisa¢ w postaci:
D = e+aS(5,0) +aS(3,1) + aS(1,2),
co nalezato udowodnic. O
Wtasnosé 5.3. Funkcje tworzqce V (t) oraz E(t) spetniajg warunki:
V(t) =1+ 2Vt) + 3tV3(t) (5.7)
D(t) = 1+ t3V°(t) 4+ 462V3(t) + 3tV (1) (5.8)

Dowod. Dowod przeprowadzamy w podobny sposob jak w przypadku wlasnosci 4.3
wykorzystujac wzory (5.5) oraz (5.6). O
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Rozdzial 6
Przypadek m =7, n =2

W tym rozdziale zbadamy przypadek, gdy dla dwuliterowego alfabetu U mamy
waluacje h(a) = 7 oraz h(b) = —2.
Na podstawie wzoréw (3.1), (3.2) oraz (3.3) wyznaczamy réwnania:

D =¢+ LRy + LyRy, (6.1)
Ly = LyRy + L3Ry, (6.2a)
Ly = LsRy + LyRy, (6.2b)
Ly = LyR, + L5Ry, (6.2¢)
Ly = LsRy + LgRs, (6.2d)
Ls = L¢Ry + L7Rs, (6.2¢)
L¢ = LRy, (6.2f)
Lr = {a}, (6.2g)
Ry = Ly R, (6.3a)
Ry = {b}. (6.3b)

Warto zwréci¢ uwage, ze wzory opisujace zbiory 5, LiorazRy, oraz R, sa identyczne
dla wszystkich rozwazanych wyzej przypadkow waluacji liter a 1 b.
Zauwazmy, ze kazde stowo w € R; mozemy zapisa¢ w postaci:

w = avbbbb,
gdzie v = vyvs...v% jest stowem wolnym od faktoréw, spetniajacym warunki:
1. h(v) =0,
2. h(vyvy..v;) > —6, gdzie 1 <1 < k.

Zbior takich stow oznaczmy symbolem V. Z drugiej strony, jezeli v € ‘7, to stowa
aVbbbb € R;. Mamy zatem réwnosc:

R, = aVbbbb, (6.4)
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Wtasnoséé 6.1. Zbiér V spelnia réwnanie:
V=e+T(6,0)+T(4,1)+T(2,2). (6.5)
Dowdd. Powyzsza whasnos¢ udowodnimy przez przeksztatcenie réwnania:
aVbbbb = Ly Ry.
Podstawiajac odpowiednie wzory na Ly, Ly oraz Ls, uzyskujemy:
aVbbbb = (LyRy Ry Ry 4+ LsRyR\ Ry + LyRyRy + LyRy Ry + Ls Ry Ry) Ry,
nastepnie stosujemy postac E4, wowczas dostajemy:
Vbbb = ((Esfy + Lolto) B Fu P + EsFo BBy + (EsFoy + Lo) By
+ (LsRy + LoRo) Ry Ry + LsRo Ry ) Ry,
PO uproszczeniu mamy:

aVbbbb = (LsR1R1R1 Ry + L¢RoR1 R Ry + LsRyR Ry + Ly Ry RyRy + LeRy Ry Ry
+LsR R Ry + LgRyR1 Ry + Ly RyRy) Ry,

Nastepnie wykorzystujac wzor (6.2e), otrzymujemy:

aVbbbb = ((L6R1 + L7R2)R1R1R131 + L¢RoRM R Ry + (L6R1 + L7R2)R2R1R1
(L6R1 + L7R2)R1R2R1 + LgRoRyRy + (L6R1 + L7R2)R1R1R2
+LeRyR Ry + (LgRy + L7 Ry) Ry Ry) Ry,

st@d:

+L;RoRi R Ry + L6R2R1R2 + LGRlRQRQ + L7R2R2R2)R2

Po podstawieniu réwnania, opisujacego zbiér Lg, mamy:

+L:RoRi1 R\ Ry + L7 R Ro Ry Ry + L7 R1 Ry Ro Ry + L?RQRQRQ)RQ

Wiedzac, ze Ly = {a} oraz Ry = {b}, zapisujemy:

(ZVbbbb = (CLRlRlRlRlRlRl + GleRlRlRl + aRlelRlRl + aRlRlelRl
—|—abbR1R1 + CLRlRlRlel + alele + (lRlble + CLRlRl R1 Rlb
+ab§1 Elég + aélbélb + aél Elbb + beb)b,

po przeksztatceniu dostajemy:

aVbbb = RiR R R\ R Ry + bR R R Ry + RibR,R R, + R\ RbR, R,
+bbR Ry + Ry Ry R\bR; + bR bR, + R1bbR, + Ry Ry R, R;b
+bRy Ry Ry + RibR1b + Ry Rybb + bbb,
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co mozna zapisa¢ w postaci:
V=e+T(6,0)+T(4,1)+T(2,2),
co nalezato udowodnic. O

Wiasno$é 6.2. Zbiér D spetnia rownanie:
D =e+aS(7,0) +aS(5,1) + aS(3,2) + aS(1, 3). (6.6)

Dowdd. Dowdd przeprowadzamy analogicznie jak w przypadku wtasnosci 5.2 poprzez
przeksztalcenie rownania (6.1), postaci:

D=c¢ + f/lél + EQRQ.

O

Wtasnosé 6.3. Funkcje tworzgce V(t) oraz E(t) spetniajqg warunki:
V(t) =1+ 3VO(t) + 562V4(t) + 6tV2(1), (6.7)
D(t) = 1+ t'V7(t) + 6£3V5(t) 4+ 1062V3(t) + 4tV (¢). (6.8)

Dowdd. Dowdd przeprowadzamy w podobny sposéb jak w przypadku wlasnosci 4.3
wykorzystujac wzory (6.5) oraz (6.6). ]
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Rozdzial 7

Przypadek ogélny

Rozwazmy przypadek ogélny, to znaczy zbior stéw wolnych od faktoréw, utworzo-
nych za pomoca alfabetu U = {a,b} z waluacja h(a) = 2p + 1, gdzie p € N oraz
h(b) = —2. Wéwczas rozpatrujemy stowa diugosci k(2p + 3), przy czym k € N. Przy-
pomnijmy, ze zbiory D, L; oraz Ej spetniaja nastepujace zaleznosci:

5 =€+ zlﬁil + Egég, (71)

zi+1é1 —+ zi+2,é2 dla 1 < 1 < 2p - 1,

Li = Loy Ry dla i = 2p, (7.2)
{a} dlai=2p+1,
él - Elég, RQ = {b} (73)

Podobnie jak w poprzednich rozdziatach zauwazmy, ze zbiér R, mozemy opisac
rowniez rownaniem:

Ry = aVbPtt, (7.4)
gdzie V jest zbiorem stéw v = v1vs...v;, wolnych od faktoréw, spetiajacym warunki:
1. h(v) =0,
2. h(vyva...v;) > —2p, gdzie 1 <[ < k.
Twierdzenie 7.1. Jesli 0 < k < 2p to zbior ZQP+1_]€ spetnia rownanie:
) 5
Lopi1- k= a;) S(k — 2i,14). (7.5)

Dowdd. Przeprowadzimy dowdd indukeyjny.
1°. Dla k = 0 otrzymujemy: B B
L2p+1 = (IS(O, O) =a,

natomiast dla k = 1 otrzymujemy:
Loy = aS(1,0) = aRy,
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co jest zgodne ze wzorem (7.2).
2°. Zalézmy, ze réwnanie (7.5) jest prawdziwe dla 0 < k < ko. Na podstawie wzoru
(7.2) mamy: N B o N

Lopii—ky = Lopy1—ko+10121 + Lopp1—py4+2122,
stad: B B B B B

Lopi1—koy = Lopti—(ko—1) 21 + Lopy1—(ko—2) Ra.

Z zalozenia indukcyjnego wzor (7.5) jest prawdziwy dla kg — 1 oraz ko — 2, wtedy
otrzymujemy:

L1c02—1J Lkoz_QJ

Loptike=a . Slko—1—2i,i))Ri+a Y S(ko—2— 2i,i)b. (7.6)

=0 =0

Rozpatrzymy teraz dwa przypadki:
1. Niech kg = 2s, dla s € N, wtedy réwnanie (7.6) zapisujemy jako:

s—1 s—1
Lopyi—os =ay S(2s—1—2i,i)Ri+a»_ S(2s —2— 2i,1)b.
=0 1=0

7 drugiej strony z lematu 3.3, wiemy, ze:

aY 5(2s —2i,i) =a) S(2s —2i —1,i)R, +a_ S(2s — 2i,i — 1)b,

i=0 =0 i=1
stad:
s s—1 s
ad S(2s—2ii)=a) S(2s—2i—1,i))Ri +a)_ S(2s—2i,i—1)b.
i=0 =0 i=1

Zauwazmy, ze:

[y

3T S(2s —2—26,i) = S(25—2,0)+5(25—4,1)+...+5(0,s—1) = > S(2s — 2i,i — 1),

=0 =1

.

wWoOWCzas: .
EQP_H_QS =a Z 5(28 - 22, Z),
i=0
zatem pokazali$my, ze dla ko parzystego prawdziwe jest réwnanie (7.5).
2. Niech kg = 2s + 1, dla s € N, wtedy réwnanie (7.6) zapisujemy w postaci:

Lopt1i-siny =ad . S2s+1—-1-2i,))R +ad_ S(2s+1-2—2i,i)b,  (7.7)

1=0 =0
stad:
S s—1
L2p+1_(23+1) = GZ 5(28 — 2@, Z)Rl +a Z S(28 — 21— 1, Z)b
=0 =0

7 lematu 3.3 wiemy, ze:

aY S(2s+1-2ii)=a> S2s+1—2i—1,i))Ri +ad_ S(2s+1—2i,i—1)b,

=0 =0 i=1
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co zapisujemy jako:

aY S(2s+1—2ii) =a> S(2s—2i,i)R +a)_ S(2s —2i+1,i — 1)b,

Zwrbéémy uwage, ze:

—_

S— S

3" S(25 — 20— 1,i) = S(25—1,0)+5(25—3, 1)+..-5(1,s—1) = > S(2s — 2i + 1,i — 1),

i=0 i=1
zatem: .
L2p+1 (25+1) Z S 2s 4+ 1 — 24,1),
=0

pokazalismy, ze dla ko nieparzystego prawdziwe jest rownanie (7.5).
3°. Na mocy indukcji matematycznej udowodniliSmy réwnosé (7.5). O

Twierdzenie 7.2. Zbior V spelnia rownanie:

V=c+ pff(zp — 2i,1). (7.8)

1=0

Dowdéd. Wykorzystujemy wzory (7.3) oraz (7.4), opisujace zbiér Ry, w ten sposob otrzy-
mujemy réownanie:

a‘N/b”H = zlég (79)

Z twierdzenia 7.1 wiemy, ze:

p ~
Li=a)_ S(2p—2i,i).

1=0

Podstawiamy powyzsza postaé L, do wzoru (7.9), stad mamy:

hS]

aViptt = Z (2p — 21,1 Rg,

po uproszczeniu dostajemy:

a nastepnie:

bS]

V=>3"S(2p—2i,i)b".
i=0

Korzystajac z definicji 3.2, zapisujemy:

V=ec+> T(2p—2i,1i),
=0

co nalezalo udowodnié. O
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Twierdzenie 7.3. Zbior D spelnia rownanie:

p

D=c+ad S2p+1—2i), (7.10)

=0
Dowdd. Zbiér D zgodnie ze wzorem (7.1) ma postac:
5: 6+E1.§1 +Eg§2. (711)

Na podstawie twierdzenia 7.1 zapisujemy:

~ p ~
Li=a)_ S(2p-—2ii),
=0

oraz:
p—1

Ly=aY S(2p—2i—1,i).
i=0
Po podstawieniu powyzszych wzoréw, opisujacych zbior L, oraz Lo, do réwnania (7.11)
dostajemy:

D=e+ad S2p—2i,i)Ri+ad_ S2p—2i—1,i)Rs.
=0 =0
Z drugiej strony z lematu 3.3 wiemy, ze:
p P _ P
S S@p+1-2ii)=> S2p+1—-2i—1,i)R + > S@2p+1—2i,i—1)b,
=0 =0 i=1
stad:
p P _ p
S@2p+1—2i,i)=>_S2p—2i,9)Ri + > S(2p—2i+1,i— 1)b.
=0 =0 i=1

Zauwazmy, ze:

—_

p—L - P
> S(2p—2i—1,9)Ry=>_ S(2p—2i+1,i—1)b,

=0 =1

.

co zostato pokazane w dowodzie twierdzenia 7.5. Zatem mamy:

P P - p—1
S@p+1-2i,i)=> S2p—2i,i)Ri+ > S(2p— 2i — 1,4),
i=0 i=0 i=0
stad:
P P _ p—1
etad S@p+1—-2ii)=c+ad S©2p—2i,0)R +ad S(2p—2i—1,i),
=0 i=0 i=0
wowcezas otrzymujemy:
—~— p ~
D=e+ad S2p+1-—2i,1i),
=0
co konczy dowdd. O]
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Twierdzenie 7.4. Funkcje tworzqce V(t) oraz D(t) spelniajq réwnania:

¥ (20— o 2p—2i

V(it)=1+> . PV (#)*P (7.12)
=0

— P /9 1—3 ~ .

Dt)y=1+> ( P+ Z) Py ()22 (7.13)
i=0 t

Dowdd. Zbiér V zgodnie z twierdzeniem 7.2 ma postaé:
V=c+> T(2p—2i,i).

1=0

Przypomnijmy, ze wedle definicji 3.2 mamy:

T(2p—2i,1) = S(2p — 2i,0)b7".

Wyrazenie T(2p — 2i,1) zawiera (2p 1.21‘“) sktadnikéw, a kazdy sktadnik jest iloczynem,

takim, ze:
oV wystepuje 2p — 2¢ razy,
e a wystepuje 2p — 2i = 2(p — 1) razy,
e b wystepuje (p+1)(2p —2i) +i—p= (2p+ 1)(p — ¢) razy.

Zatem funkcja tworzgca dla zbioru T'(2p — 24, 7) wynosi:

(2]9 +‘1 - Z) tp+1—i‘7(t)2p+1—2i’
(3

a to dowodzi wzoru (7.12).
Z twierdzenia 7.3 wiemy, ze:

p

D=e+ad S2p+1-2i1i).
i=0
Wyrazenie aS(2p + 1 — 2i,4) zgodnie z definicjg 3.1 zawiera <2p+1;2i+i) sktadnikéw,
a kazdy sktadnik jest iloczynem takim, ze:
oV wystepuje 2p + 1 — 21 razy,
e a wystepuje 2p+1—2i+1=2(p+ 1 — 1) razy,
e b wystepuje (p+1)(2p+1—2i)+i= (2p+ 1)(p+ 1 —9) razy.
Funkcja tworzaca dla zbioru aS(2p 4+ 1 — 2i, ) wynosi:
(217 + ‘1 - 2) tp+1—if/(t)zpﬂ—m7
i
a to dowodzi wzoru (7.13), co konczy dowdd calego twierdzenia. O
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