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Streszczenie

Celem pracy jest matematyczna oraz numeryczna analiza kilku modeli z teorii
obwodéw elektrycznych wykazujacych oscylacje okresowe. Waznym aspektem rozwazan
jest podkreslenie istoty wzajemnego powigzania matematyki z fizyka oraz biologia. Do
opracowania modeli zastosowano teorie réwnan rézniczkowych zwyczajnych. W ce-
lu wykazania przewodniej tezy o cyklach granicznych w owej pracy wykorzystano
Twierdzenie Poincarégo-Bendixsona oraz rownania Liénarda. Kluczowym komponentem
przeprowadzenia rozumowania byt wtasciwy dobor parametrow modeli, ktére odpo-
wiadajg za pojawienie sie oscylacji okresowych. Wazng cze$é¢ projektu stanowi takze
numeryka oparta o schemat Eulera przeprowadzona w jezyku Python, ktéra umozliwita
wizualizacje uzyskanych wynikow.

Abstract

The aim of the thesis is a mathematical and numerical analysis of several models
from the theory of electrical circuits exhibiting periodic oscillations. An important aspect
of the considerations is to emphasize the essence of the interconnection of mathematics
with physics and biology. The theory of ordinary differential equations was applied to
develop the models. In order to prove the leading thesis about boundary cycles, the
Poincaré—Bendixson Theorem and the Liénard equations were used in this work. The
key component of the reasoning was the proper selection of model parameters that are
responsible for the appearance of periodic oscillations. An important part of the project
is also a numerical analysis based on the Euler scheme carried out in Python, which
enabled visualization of the obtained results.
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Wstep

Uktady elektryczne towarzysza nam w réznych dziedzinach zycia - od pradu zmien-
nego ptynacego w przewodach ukrytych za wtacznikiem Swiatta, przez silniki na prad
zmienny w samochodach, po impulsy elektryczne wystepujace w ludzkim ciele. Tak
z pozoru proste pojecie nie odnosi sie jedynie do fizyki, a swoje zastosowanie znajduje
rowniez w biologii i medycynie. Wszystkie te z pozoru rézne systemy taczy jakze wazna,
charakterystyczna dla obwodéw elektrycznych cecha wspolna - oscylacje. To dzieki nim
obserwujemy tak istotne zjawiska jak cykle aktywno$ci bioelektrycznej mézgu zwane
falami mézgowymi, czy bicie serca wywotane bodzcami elektrochemicznymi. Niniejsza
praca ma na celu przedstawienie kilku modeli wykazujacych zachowanie periodyczne,
odnoszacych sie do kluczowych aspektéw ludzkiego zycia.

Praca sktada sie z szesciu rozdzialow. W rozdziale pierwszym przedstawiono zagad-
nienia z zakresu liniowych rownan obwodéw elektrycznych. Omoéwiono rézne przypadki
drgan. W rozdziale drugim oméwiony zostal model oscylatora van der Pola, ktory swoje
zastosowanie znajduje w teorii przewodow elektrycznych a takze stanowi baze innych
uktadow, opisujacych miedzy innymi zjawiska medyczne. Wystepowanie cyklu graniczne-
go zostato w tym przypadku wykazane w oparciu o twierdzenie Poincarégo-Bendixsona,
uzywajac twierdzenia Liénarda, zostaly przeprowadzone takze symulacje numeryczne
potwierdzajace teze. Rozdziat trzeci poswiccony zostat analizie modelu Zeemana pracy
serca, ktorego filarem jest uktad van der Pola. Dzigki réwnaniom Liénarda zostato
udowodnione, ze uktad ma rozwigzanie periodyczne, co takze zostato zaobserwowane
na symulacjach numerycznych. Rozwazania dotyczace tego modelu ukazaty, jak glebo-
kie powigzanie istnieje pomiedzy dwiema - mozna pomysle¢ - odrebnymi dziedzinami
zycia - matematyka i medycyna. W rozdziale czwartym skoncentrowano sie na modelu
FitzHugh-Nagumo, opisujacym dynamike impulsow elektrycznych w neuronach. W celu
pokazania wystepowania rozwigzan okresowych przeprowadzono symulacje kompute-
rowe. W rozdziale piatym, bedacym dodatkiem matematycznym zawarto kluczowe
twierdzenia, definicje oraz fakty, niezbedne do przeprowadzenia rozumowania w owej
pracy. Rozdzial szésty zawiera wybrane kody w jezyku Python, ktére zostaty uzyte do
przeprowadzenia symulacji.



Rozdziat 1

Liniowe rownania obwodow
elektrycznych

Rozdzial napisany w oparciu o [1].

Inspiracja wielu réwnan rézniczkowych jest teoria obwodéw elektrycznych. W pro-
stym obwodzie elektrycznym definiujemy oporno$é¢ R, indukeyjno$é L oraz pojemnos¢ C.
Przeptyw pradu w takim obwodzie determinowany jest przez prawa Kirchoffa, istotne
sa roOwniez rownania wiazace przeptyw pradu z opornoscia, indukcyjnos$¢ z pojemnoscia
oraz pojemnos¢ z odpowiednimi réznicami potencjaléw. Sa to miedzy innymi prawo
Faradaya i prawo Ohma. Rownanie obwodu elektrycznego dane jest wzorem

1

I

Przyjmujac % =2ki % = w? otrzymujemy réwnanie oscylatora harmonicznego
b + 2k + wiv = 0, (1.2)

ktore dzigki podstawieniu x1 = v i x9 = ¥ mozna zapisa¢ w postaci uktadu dwdéch

{j"l - R (1.3)

i’g = —w(2)1'1—2k’$2.

rownan pierwszego rzedu

Gdy w uktadzie pojawi sie zewnetrzna sita elektromotoryczna E(t), réwnanie obwodu
bedzie zapisane jako
D 4 2k0 + wiv = Wi E(t), (1.4)

co mozemy przeformutowaé¢ do uktadu

{3:51 - (1.5)

By = —wir) — 2kze + WEE(L).



ROZDZIAL 1. Liniowe réwnania obwodéw elektrycznych 1.1. Drgania swobodne

1.1 Drgania swobodne

Mozliwa jest sytuacja braku opornosci, czyli R = 0. Wowczas otrzymujemy rownanie
oscylatora harmonicznego bez ttumienia, ktérego rozwiazanie ogdlne jest postaci

v(t) = ¢1 cos wot + ¢2 sin wot = A cos (wet — 6),

co opisuje swobodne drgania elektryczne o amplitudzie A z czestotliwosciq wg @ przesu-

nieciem fazowym 9.

przebieg rozwiazan, k=0, wo=0.31 zaleznos¢ xi i x; od czasu, k=0, wp=0.31

—_ xy(t)
— x2(t)

Rysunek 1.1: Portret fazowy ukladu (1.3) i zaleznosé x; i x5 od czasu. W przypadku
drgan swobodnych portret fazowy przedstawia centrum skoncentrowane wokét (0, 0),
a amplituda drgan jest stata.

1.2 Drgania ttumione

Wartosé opornosci znaczaco wpltywa na wtasnos$ci obwodu. W celu zobrazowania
tego rozwazmy wielomian charakterystyczny

A4 2kN 4w =0,

)\1,2 =—k =+ \/kQ — wg.
2

uwazmy, z —w i w zaleznosci znaku czeSci rzeczywistej wartosci
Zauwazmy, ze k* o < |k alezno$ci od znaku czeSci rzec stej wartosc

ktérego pierwiastki to

wlasnych mozliwe sa trzy sytuacje, czyli trzy rézne zachowania obwodu.

L k2—w?>0 = Mo €R— = v(t) = c1eM! + cpe?? 2.
2.k —wi=0 = M=0eR = v(t) = (c1 +cat)e ™.
Liczac pochodng otrzymujemy, ze rozwiazanie osigga ekstremum w punkcie

t= %, a pézniej monotonicznie dazy do 0.

3. K2 —wi <0 = Ma2€C = v(t) = e M(c; cos Jwd — k2t + ¢y sin JwE — k2t)
= v(t) = Ae M cos (y/wd — k2t — ). Owe rozwigzanie przedstawia drgania
z przesunieciem fazowym ¢ i czestotliwoscia \/wd — k2.



ROZDZIAL 1. Liniowe réwnania obwodéw elektrycznych 1.3. Drgania wymuszone z tlumieniem

przebieg rozwigzan, k=5, wo=1 k=3, wo=3

przebieg rozwiazan, przebieg rozwigzan, k=1, wo=6

Rysunek 1.2: Portrety fazowe uktadu (1.3) dla 1, 2, 3 przypadku kolejno. W przypadku
silnego tlumienia obserwujemy wezet stabilny, w przypadku ttumienia granicznego
wystepuje wezet zdegenerowany stabilny, natomiast dla matego ttumienia pojawia sie
ognisko stabilne.

zalezno$¢ x; i X, od czasu, k=5, wo=1

— x()
— Xl

zaleznosc x; i x, od czasu, k=3, wo=3

— x(®
— x(

zaleznosc x; i x; od czasu, k=1, wo=6

— x)
— Xl

-0.05

P
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t t t

-0.10

Rysunek 1.3: Zaleznon$¢ zmiennych od czasu ukladu (1.3). Rysunki odpowiadajace

kolejno sytuacjom 1, 2, 3. W zaleznosci od wartosci k? — w? obserwujemy rézny prze-
bieg zmian napiecia. Na podstawie powyzszych rozwazan wnioskujemy, ze ttumienie
w obwodzie jest implikowane przez wystepowanie opornosci. W zaleznosci od wielko-
Sci thumienia, napiecie w obwodzie maleje do 0 ,,prawie monotonicznie” badz zanika

w charakterze drgan o amplitudzie malejacej wyktadniczo.

1.3 Drgania wymuszone z tltumieniem

Wprowadzajac do obwodu z ttumieniem opisanego réwnaniem (1.4) wymuszenie

okresowe postaci
E(t) = Ey cos wt

mamy na celu zaobserwowanie drgan, ktore nie zanikaja. Wystarczy wiec znalezé
rozwigzanie szczegdlne rownania (1.4), ktére po obliczeniach przyjmuje forme

o(t) = wiEy - cos (wt —0)

\/4k2w2 + (w2 — w})?

a wiec rozwiazanie réwnania (1.4) to

v(t) = vo(t) + o(1),



ROZDZIAL 1. Liniowe réwnania obwodéw elektrycznych 1.4. Drgania wymuszone bez ttumienia

przy czym postaé vy(t) jest determinowana przez zwiazek miedzy k i wy. Co wazne,
niezaleznie od relacji k i w, vg(t) szybko zbiega do 0, co za tym idzie, dla duzych t, v(t)
jest niemalze réwne ¢(t), a to odpowiada drganiom z czestotliwoscia wymuszajaca w.

przebieg rozwiazan, k=0.01, w=0.06, wp=0.31, E¢=2.3 zaleznosé x1 i x2 od czasu, k=0.01, r w=0.06, wo=0.31, Eo=2.3

x1(6)
x2(6)

—4 4

-4 -2 o 2 3 o 100 200 300 400 500 600 700 800

Rysunek 1.4: Portret fazowy uktadu (1.5) i zalezno$é¢ zmiennych od czasu. Wyraznie
wida¢ oddziatywanie ttumienia, drgania wtasne zanikajg i wraz z uplywem czasu
w uktadzie pozostaje widoczna tylko wymuszajaca sita okresowa. Warto podkresli¢, ze
przy k — 0 amplituda drgan dazy do nieskonczonosci. Trajektoria rozwiazania kreuje
elipsy roznej wielkosci i w réznym potozeniu, jednak wraz z uptywem czasu zakresla
elipse, ktorej juz nie opuszcza.

1.4 Drgania wymuszone bez tlumienia

Rozwazmy przypadek gdy k = 0, czyli nie wystepuje ttumienie oraz w = wy, czyli
czestotliwosé wymuszenia jest tozsama z czestotliwoscig drgan wiasnych uktadu bez
ttumienia. Rozwiazanie szczegdlne jest postaci

1
o(t) = §w0E0t sin wot,
zatem rozwigzanie ogdlne zapisujemy jako
v(t) = A cos (wot — &) + ¢(t).

Pierwszy sktadnik ma statg amplitude drgan A zas amplituda drugiego sktadnika rosnie
liniowo do nieskonczonosci wraz ze wzrostem t. Taka sytuacja okreslana jest mianem

rezonansu.

przebieg rozwiazan, k=0, w = wy=0.31, Ep=2.3

zalezno§¢ x1 i x od czasu, k=0, w =wp=0.31, Eg=2.3

—100

—150

x1(t)
x2(t)

o 50 100 150 200 250 300 350 400

Rysunek 1.5: Portret fazowy uktadu (1.5) i zaleznosé zmiennych od czasu. Obserwujemy
rezonans, czyli nieograniczony wzrost amplitudy drgan wymuszonych sita okresowa
o czestosci réwnej czestosci drgan wlasnych uktadu. Trajektoria rozwiazania rozbiega
do nieskonczonosci.



ROZDZIAL 1. Liniowe réwnania obwodéw elektrycznych 1.4. Drgania wymuszone bez ttumienia

W sytuacji gdy w # wy zachowanie uktadu wykazuje istotnie inne cechy.

przebieg rozwiazan, k=0, w=0.06, wp=0.31, F=2.3 zaleznosé xy i x2 od czasu, k=0, w=0.06, wo=0.31, Eo=2.3

— xi(t)
61 — %l
15~ T v r r T r v r v
-6 -4 -2 0 2 a4 6 o 50 100 150 200 250 300 350 400
x1 t

Rysunek 1.6: Portret fazowy uktadu (1.5) i zaleznosé zmiennych od czasu. Trajektoria
rozwigzania tworzy przesuwajace sic w rozne strony okregi, nie stabilizuje si¢ na zadnym
z nich. Wyraznie wida¢ zastosowanie sity wymuszajacej okresowej zawierajacej funkcje

cosinus.



Rozdziat 2

Oscylator van der Pola

Rozdzial napisany w oparciu o [1].

2.1 Wprowadzenie do modelu

Oscylator van der Pola wywodzi sie z tematyki obwodéw elektrycznych. Zostat
opisany przez holenderskiego elektrotechnika i fizyka Balthasara van der Pola jako
model prostego generatora drgan z lampa elektronowa. Przez ostatnie lata uzywa-
ny byl w modelowaniu pracy serca. Przedstawia sie nastepujacym uktadem réwnan
rozniczkowych:

{e:p = —(*—x+b) (2.1)
b = =

2.2 Analiza matematyczna modelu

Twierdzenie 2.1 (Twierdzenie o punktach stacjonarnych)
Jedynym punktem stacjonarnym dla ukiadu van der Pola jest punkt (0,0).

DowOD. Szukajac punktéw stacjonarnych nalezy szukaé¢ punktéw spelniajacych

i=0
b=0.

Skoro tak, to musi zachodzi¢ x = 0 aby spetnione byto réwnanie drugie. Gdy do

warunki

pierwszego réwnania wstawimy wczesniej wyznaczone x zobaczymy, ze w takim razie
rowniez b = 0. Zatem jedynym punktem stacjonarnym uktadu jest punkt o obu
wspétrzednych zerowych, czyli (0,0). O

Twierdzenie 2.2 (Twierdzenie o niestabilno$ci)
Jedyny punkt stacjonarny uktadu van der Pola jest poloZeniem réownowagi niestabilnym.

DowOD. Rozwazmy linearyzacje w poblizu punktu (0, 0) i zastosujmy Twierdzenie
5.1 przypomniane w rozdziale Dodatek matematyczny. Chcac wyznaczyé wielomian



ROZDZIAL 2. Oscylator van der Pola 2.2. Analiza matematyczna modelu

charakterystyczny otrzymujemy

xa(\) = A2 = A+ 1.

Poniewaz A = —3 < 0, to dla powyzszego wielomianu charakterystycznego otrzymujemy
dwie wartosci wtasne: /3
1 3
Ao ==+ —1,
’ 2 2

ktore sa urojone sprzezone, z dodatnia czescia rzeczywista, wiec otrzymujemy ognisko
niestabilne, a zatem punkt (0,0) jest potozeniem réwnowagi niestabilnym. O

Pokazemy teraz, ze uktad (2.1) ma rozwiazania okresowe wykorzystujac Twierdzenie
5.3 z Dodatku matematycznego. Rézniczkujac pierwsze rownanie i nastepnie wstawiajac
do niego drugie otrzymujemy

€t — &(—32> + 1)+ =0,
co po przeksztalceniach i oznaczeniu k = % daje
i — ki(1 — 32%) + kx = 0.
Zatem oznaczajac x(t) = J(t) uktad rownan (2.1) mozemy zapisa¢ w postaci jednego

rownania

J—k(1=3J)J+kJ =0, (2.2)
dla ktorego sformutowane jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2.3
Rownanie van der Pola

J—k(1=3J)J+kJ=0 (2.3)
ma doktadnie jedno rozwigzanie okresowe, ktore jest cyklem granicznym.

DowOD. Réwnanie (2.3) jest szczegblnym przypadkiem réwnania (5.6), dla
FI)=J°—J

By dowiesé, ze rownanie (2.3) ma doktadnie jedno asymptotycznie stabilne rozwiazanie
okresowe, nalezy wykazaé, ze f(J) = J* — J spelnia warunki Twierdzenia 5.3 i a = 3.
Po pierwsze, f(J) = J? — J jest oczywidcie funkcja nieparzysta. Po drugie

lim J°—J=o00
|J]—o0

oraz dla statej
f=1

f(J) jest dodatnia i ro$nie monotonicznie dla J > 1. Po trzecie

JP—J<0 dla Je(0,1).

11



ROZDZIAL 2. Oscylator van der Pola 2.2. Analiza matematyczna modelu

Ponadto zachodzi
a=p=1,

co dowodzi prawdziwosci postawionej tezy. 0

Zatem uktad (2.1) ma rozwiazanie okresowe bedace cyklem granicznym, czyli takim,
w okolicy ktérego nie ma innych rozwigzan okresowych. Ponizsze wykresy obrazuja taki
cykl dla réznych doboréw wartosci poczatkowych oraz réznych wartosci parametru e.

przebieg rozwigzan, =8 zaleznoé¢ x i b od czasu, £=8

34 — x(t)
— b(t)

1
T

-2 -1 o 1 2 a0 60 80 100
x t

°
N
~

przebieg rozwigzan, £=0.5 zaleznos¢ x i b od czasu, £=0.5
T

— x(t)

1.0 1o — b

~1.04

o
wd

—-1.5 -1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 15 10 15 20 25 30
x t

zaleznos¢ x i b od czasu, £=0.05

0.75 - 1.01

0.50 1

0.51

0.25  &--....}

0.0

o 0.00 q

—0.25 -

—0.50 -

—0.75 1

—1.00 T T .
- 10 12 14

°
~
N
@
@

Rysunek 2.1: Portrety fazowe uktadu (2.1) oraz zaleznosé¢ zmiennych od czasu. Nie-
zaleznie od wyboru punktéw poczatkowych trajektorie rozwigzan zbiegaja do cyklu
granicznego. W kazdym przypadku zaleznosé¢ = i b od czasu ma charakter oscylacji. Wraz
ze zmiang wartosci parametru € obserwujemy zmiane ksztattu trajektorii. Dla duzych
wartosci parametru e cykl dazy do ksztaltu przypominajacego elipse, natomiast dla
maltej wartosci € pojawia sie cykl graniczny, ktérego charakter zbiega do figury bliskiej
prostokatowi. Manipulujgc tym parametrem jesteSmy w stanie tworzyé¢ generatory
drgan elektrycznych o réznych ksztattach - od drgan sinusoidalnych, réwnoznacznych
z cyklem granicznym o ksztatcie okregu, do drgan relaksacyjnych, zwigzanych z cyklem
przypominajacym ksztaltem prostokat.

12



Rozdziat 3

Model Zeemana pracy serca

Rozdzial napisany w oparciu o [1] oraz [5].

3.1 Wprowadzenie do modelu

Matematyczny model pracy serca zostal skonstruowany przez brytyjskiego mate-
matyka E. C. Zeemana, ktéry zauwazyl, ze dla modelowania dynamiki centralnego
narzadu uktadu krwionosnego potrzebnych jest kilka postulatéw:

1. Powinno istnie¢ stabilne potozenie rownowagi, do ktorego uktad okresowo powraca,

2. Powinien istnie¢ prog dziatania bodzca, ktorego przekroczenie powoduje wysta-
pienie szybkiej zmiany w uktadzie,

3. Powinien nastepowaé¢ powrét do stanu réwnowagi po zakonczeniu dziatania
bodzca.

Zeeman opart swoje rozwazania na modelu van der Pola, jednakze do spelienia zatozen
potrzebna byta modyfikacja pozwalajaca na osiggniecie stabilnego potozenia rownowagi.
Uktad

{ex = —(2° —ax +1D) (3.1)

b = z—=z,
znany jest jako model Zeemana pracy serca, przy czym zmienna x odpowiada za
mierzenie dlugosci witokien miesnia sercowego, zmienna b - za pomiar sity bodzca
elektrochemicznego, ktory stymuluje prace miesnia, parametr a odpowiada za odwzoro-
wywanie dziatania ci$nienia krwi, natomiast x, > 0 modeluje $rednia dtugos¢ miesnia
zalezng od cisnienia krwi.

3.2 Analiza matematyczna modelu

Twierdzenie 3.1 (Twierdzenie o polozeniu réwnowagi modelu Zeemana)
Punkt (24, —x3 4 ax,) jest polozeniem réwnowagi ukladu (3.1).

13



ROZDZIAL 3. Model Zeemana pracy serca 3.2. Analiza matematyczna modelu

DowOD. Szukajac punktéw stacjonarnych szukamy punktéw speniajgcych warunek
o zerowaniu sie pierwszych pochodnych. Taki warunek jest rownowazny z zapisem

T = T,
b= —123+ ax,.

To oznacza, ze szukanym punktem jest (z,, —23 + az,). d

Twierdzenie 3.2 (Twierdzenie o stabilno$ci)
Punkt stacjonarny (z., —x3 + ax,) ukladu (3.1) jest stabilny dla z, > \/g i niestabilny

dla x, < \/g

DoOwOD. Zastosujemy tutaj Twierdzenie 5.1 z Dodatku matematycznego. Badajac
stabilno$¢ potozenia (z,, —x3 + ax,) rozwazamy linearyzacj¢ w poblizu tego punktu.
Macierz linearyzacji, oznaczana dalej jako A, przedstawia sie nastepujaco:

—3-22+a -1
1 0 '

Postuzymy sie wnioskami ze wzorow Viete’a, mianowicie

detA = )\1 . )\2
trA = )\1 +/\2

Po podstawieniu wyznaczonych wartosci dostajemy
detAzl )\1~>\2:1
trA=—-322+a A+ A = =322 +a.

Skoro iloczyn wartosci wtasnych jest dodatni to znaczy, ze wartosci sa tego samego
znaku. Zadajac stabilnoéci wymagamy, by obie wartosci byly ujemne. Skoro tak, to
oczekujemy takze

AL+ A < 0,
czyli
—322 +a < 0.
Dalej mamy a
2
2> -
“7 3

stad

> a V < a
To >[5 Ty < —4/=.
3 3

Poniewaz x, nie moze przyjmowac¢ wartosci ujemnych, koncowo otrzymujemy stabilnos¢

dla z, > \/g

Wymagajac niestabilno$ci mozemy zapisac

AL+ Ay > 0,
co po przeksztalceniach daje
a
e
zatem dla takiego zakresu parametru x, potozenie rownowagi jest niestabilne. 0

14



ROZDZIAL 3. Model Zeemana pracy serca 3.2. Analiza matematyczna modelu

Twierdzenie 3.3
Dla x, < \/g model Zeemana ma dokiadnie jedno rozwigzanie okresowe, ktore jest
cyklem granicznym.

Dowo6D. Model Zeemana (3.1) mozemy zapisa¢ jednym nastepujacym réwnaniem
rozniczkowym:
€ + (32 — a)i + (z — x,) = 0.
Dla

U =T — Tq,

g(u) = 1(3(33& +u)*—a) oraz h(u) = -

powyzsze rownanie jest szczegélnym przypadkiem réwnania Liénarda. Poniewaz

jest funkcja nieparzysta, h(u) > 0 dla u > 0 oraz

u(—a + 322 + 3z,u + u?)
€

G(u) = /ug(s)ds = /“1(3(% +5)? — a)ds =

spelia warunki 1-3 Twierdzenia 5.3 i @ = 3, otrzymujemy rozwigzanie okresowe. [

Ponizsze wykresy prezentuja przebieg rozwiazan uktadu (3.1) oraz zalezno$é zmien-
nych od czasu dla réznych wartosci parametrow.

przebieg rozwigzan, £—0.5, a—1, xa—0.8 zaleznosc x 1 b od czasu, £=0.5, a=1, Xo=0.8
1.0 1.5 4

x(0)
— b(t)
1.0 4

0.5

20 —-1.5 —1.0 —-0.5 00O o.5 1.0 15 2.0 s} 5 10 15 20 25 30
x

prrebieg rorwiaran, £=0.5, a=3. x.=2 zaleznos¢ x i b od czasu, £=0.5, a=3, xa—2

Rysunek 3.1: Portrety fazowe uktadu (3.1) - stabilne potozenie réwnowagi oraz zaleznosé
zmiennych od czasu. Na obu wykresach niezaleznie od wyboru punktéw poczatkowych
obserwujemy stabilizacje w pewnym punkcie. Zmienne wraz z upltywem czasu osiggaja
staty poziom. Wszystkie trajektorie zbiegaja do ustalonego punktu i tam koncza swdj
bieg. W kontekscie medycznym oba obrazki relacjonujg nieprawidtows prace serca. Na
lewym wykresie wystepuje jedynie rozkurczanie miesnia, nie nastepuje powrot do fazy
skurczu, co skutkuje zatrzymaniem akcji serca, a na prawym wykresie widaé¢ rozkurcz
i powolny skurcz, ktory jest jednak zbyt staby by zapewnié¢ prawidtowa dynamike - nie
obserwujemy bicia, tylko zatrzymanie narzadu.
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ROZDZIAL 3. Model Zeemana pracy serca 3.2. Analiza matematyczna modelu

przebieg rozwiazan, £=0.5, a=1, xa=0.5 zaleznos¢ x i b od czasu, £=0.5, a=1, Xa=0.5
T

1.0 4

0.5

0.0

— x(t)

—2.0 -1.5 —-1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 s} 5 10 15 20 25 30 35 40

przebieg rozwiazan, £=0.5, a=7, xa=0.1 zalezno$¢ x i b od czasu, £=0.5, a=7, Xx5=0.1

7.5 o

5.0

2.5 4

—2.5 o

—5.0 o

— x(t)
—8 4 — b(D)

—7.5 4

—10.0

Rysunek 3.2: Portrety fazowe uktadu (3.1)
zaleznos¢ zmiennych od czasu. Na obu powyzszych obrazkach przedstawione sg cykle

niestabilne potozenie réwnowagi, oraz

graniczne obrazujace prace serca. Na rysunku na gérze widoczna jest dynamika serca
z pewnego rodzaju arytmia - wida¢ wyraznie faze rozkurczu oraz skurczu, ktére zapetlaja
sie obrazujac sensowna, cho¢ nieregularng prace serca. Na rysunku na dole wystepuje
,,podrecznikowy” obraz pracy serca — powolny poczatkowo rozkurcz, przechodzacy
w szybki i gwaltowny, a nastepnie powolny preliminarnie skurcz, ktérego charakter
zmienia si¢ w raptowny. Dzieje si¢ tak dzigki dziataniu mechanizmu progowego. Proces
powtarza sie, co biologicznie nazywamy biciem serca. Na obu wykresach zmienne
wykazuja charakter oscylacyjny.

Uwaga 3.1

2
Przypadek a > (%bl)l/ 3 gdzie by to prég dziatania bodzca, jest przyktadem wyste-
powania katastrof w sensie Thoma opisanych w [5], konkretniej katastrofy z ostrzem.
To znaczy, ze w wyniku zmiany b w sposéb ciggly nastepuje skokowa - nieciggta -
zmiana = z jednego potozenia do drugiego. Przekroczenie punktu b; jest rOwnowazne
przesuni¢ciu progu dziatania bodzca elektrochemicznego poza punkt krytyczny, czyli

maz(—x* + ar) > by.

Oznaczajac
f(z) = —2° + ax,

nastepnie obliczajac pochodna
f'(x) = =32° +a,
i przyrownujac do zera otrzymujemy ekstremum
x = :I:\/E .
3
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ROZDZIAL 3. Model Zeemana pracy serca 3.2. Analiza matematyczna modelu

Chcac znalezé maksimum liczymy druga pochodna:

f”(.T) = —6.23,

wstawiajac do otrzymanego wzoru wyznaczone xr = :l:\/g zyskujemy, ze dla z = /%
druga pochodna jest ujemna, a zatem w punkcie tym zlokalizowane jest maksimum.

Warunek ten mozemy przeformutowaé do postaci

(/5 +a\/§ > by,

ktora po przeksztatceniu zwroci

27h?

1/3
4) '

a > (
W konsekwencji dla wyznaczonej wartosci bodziec nie wyzwala skurczu gdyz jest zbyt
staby, w efekcie czego obserwujemy zaprzestanie bicia narzadu, czyli niewystepowanie
rozwigzan okresowych. Jednakze wywotujac silne impulsy jesteSmy w stanie spowodowac
powrdt do wartosci mniejszej od by, a w konsekwencji do oscylacji i cyklu granicznego.
Przektadajac powyzsze na ujecie medyczne, z taka sytuacja mozemy sie spotkaé gdy
osoba dostaje zawatu serca wskutek potaczenia wysokiego ci$nienia z nagtym szokiem.
[stnieje szansa na uratowanie tej osoby dzieki podaniu lekéw rozkurczowych badz
zastosowaniu defibrylacji, w zaleznosci od sytuacji.
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Rozdziat 4

Model FitzHugh-Nagumo

Rozdzial napisany w oparciu o [3] oraz [4].

4.1 Wprowadzenie do modelu

Model FitzHugh-Nagumo jest najpopularniejszym uproszczeniem modelu Hodgkina-
Huxely’a opisujacego sposéb, w jaki potencjaty czynnosciowe, czyli impulsy elektryczne
w neuronach sg inicjowane i propagowane. Model FitzHugh-Nagumo po raz pierwszy zo-
stat uzyty do opisania przewodzenia impulsow elektrycznych wzdhuz widkna nerwowego.
Mozna go zapisa¢ uktadem dwdch rownan rézniczkowych:

{f;t’ = flv)—w+1, (4.1)

dw
o bv — yw,

przy czym f(v) = v(a—v)(v—1) jest funkcja klasycznego szedciennego ksztaltu, bedaca
wielomianem trzeciego stopnia, natomiast a, b,y sa statymi takimi, ze 0 <a <1, b>
0, v > 0.1, jest dodatnia stala, opisujaca prad przytozony z zewnatrz. Zmienna v w tym
modelu odpowiada potencjalowi membrany, czyli réznicy tadunkow elektrycznych
w btonie komoérkowej, natomiast zmienna w reprezentuje wptyw réznych potencjatow
chemicznych generowanych przez jony. Konkretniej, odgrywa ona rol¢ kombinacji trzech
prawdopodobienstw z zakresu od 0 do 1, zwigzanych z aktywacja podjednostek kanatu
potasowego, aktywacja podjednostek kanatu sodowego oraz inaktywacja podjednostki
kanalu sodowego. Dlaczego akurat potas i s6d? Dlatego, ze prad plynacy z zewnetrza
do wnetrza komérki jest przenoszony niemal wytacznie przez jony sodu, a prad ptynacy
z wnetrza na zewnatrz komorki jest w przewazajacym stopniu przenoszony przez jony
potasu.

4.2 Analiza matematyczna modelu

Podstawowym aspektem analizy matematycznej modelu jest zbadanie rozwigzan
uktadu - najpierw istnienie a nastepnie stabilnosé. W celu znalezienia rozwiazan nalezy



ROZDZIAL 4. Model FitzHugh-Nagumo 4.2. Analiza matematyczna modelu

prawe strony réwnan uktadu (4.1) przyréwnaé do 0.

{f(v)—w—i—]a = 0 (4.2)

bv —yw = 0.

7, drugiego rownania odczytujemy, ze rozwigzaniem jest prosta

Po wstawieniu do pierwszego réwnania dostajemy

b
v(a—v)(v—l)—;v—i—[azo,

przy czym a, b,y sg ustalonymi statymi.

Twierdzenie 4.1 (Wartosé¢ krytyczna 1)
Dla rownania

v(a—v)(v—l)—év+la20
Y

zawsze istnieje jedno rozwigzanie rzeczywiste. Ponadto istniejg state A < B takie, Ze
dla dla kazdego 1, € [A, B] réwnanie ma trzy rozwigzania rzeczywiste.

DowoOD.

W(w)=vla—v)(v—1)— 31} + 1,

jest wielomianem trzeciego stopnia, w konsekwencji ma zawsze jedno rozwigzanie
rzeczywiste, co wynika z faktu, ze
lim W(v) =400
v—+o00
oraz z wlasnosci Darboux.

W celu pokazania trzech rozwigzan réwnania dla pewnego zakresu parametrow A < B
rozwazmy funkcje

b
gv)=v(@—-v)(v—-1)——v
Y
wraz z jej pochodna
b
g () =—-3v*+2v(a+1)— (a+ ;)
Dla a, b,y spetiajacych warunek A > 0, czyli

b
4(a—|—1)2—4-3-(a+;)>0

¢'(v) ma dwa miejsca zerowe

—2(a+1)+ \/4(a +1)2—12(a + %)
-6 ’

V12 =
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ROZDZIAL 4. Model FitzHugh-Nagumo 4.2. Analiza matematyczna modelu

w ktérych funkcja g(v) osiaga lokalne minimum i lokalne maksimum. Wielkoéci A oraz
B sa warto$ciami funkcji w wyznaczonych miejscach zerowych, czyli sg warto$ciami
lokalnego minimum i lokalnego maksimum. W zwiazku z powyzszym, wykres funkcji
g(v) ma ksztalt zgodny z rysunkiem (4.1), a zatem dla kazdego I, € [A, B] rozwazane
rOwnanie ma trzy rozwigzania rzeczywiste.

Rysunek 4.1: Wykres g(v) i przedziat [A, B], dla ktérego istnieja 3 rozwiazania.

O

Przy ustalonych a, b, v zmiana wartosci parametru I, odpowiada zmianie wysokosci
krzywej na osi pionowej - im wieksze [, tym wyzej znajdzie sie krzywa. Tym samym,
mozemy zilustrowaé¢ dwie sytuacje rozniace si¢ liczba standéw stacjonarnych.

0.150

0.150

0.1251 0.1251

0.100 0.100
0.075 0.075
0.050 0.050
0.025 9 0.025 1
0.000 4 0.000 1

—0.025 4 —0.025 4

Rysunek 4.2: Wykresy krzywych opisanych uktadem (4.2) dla réznych I, > 0. Rysunki
przedstawiaja izokliny modelu (4.1). Na pierwszym obrazku I, znajduje sie poza prze-
dziatem [A, B]| co skutkuje jednym stanem stacjonarnym. Warto zauwazy¢, ze mozliwe
sa dwie sytuacje: I, > B lub I, < A, czyli zbyt duza badzZ zbyt mata wartos¢ pradu
pochodzacego z zewnatrz, réznigce sie potozeniem stanu stacjonarnego. Na obrazku
drugim [, nalezy do wspomnianego przedziatu, dlatego tez obserwujemy trzy stany
stacjonarne.

Twierdzenie 4.2 (Stabilno$é¢ stanéw stacjonarnych)
W ukladzie (4.1) rozwigzania stacjonarne Sy oraz Ss sq stabilne, natomiast rozwigzanie
stacjonarne So jest niestabilne.
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ROZDZIAL 4. Model FitzHugh-Nagumo 4.3. Rozwigzania okresowe ukladu FitzHugh-Nagumo

DowOD. Rozwazmy linearyzacje w poblizu punktu (v*, w*). Macierz linearyzacji w
tym punkcie mozna zapisac¢ jako

Zauwazmy, ze

oraz ;

det(A) = =7 f'(v") + b=~(=f(v") + ;)-
By pokazaé stabilnos¢ stanu stacjonarnego Si, nalezy pokazac, ze $lad i wyznacznik
macierzy linearyzacji w punkcie S sa odpowiednio ujemny i dodatni. Zauwazmy, ze
pochodna w okolicy punktu S; maleje, czyli f'(v*) < 0, a co za tym idzie tr(A) < 0. By
wyznacznik byt dodatni, chcemy by

b
—f/<v*) + - > O7
Y

czyli

o)

v
Nierownoscé jest spetniona, poniewaz lewa strona jest dodatnia, a prawa ujemna. Na tej
podstawie wnioskujemy, ze S jest rozwigzaniem stabilnym.

W celu udowodnienia niestabilnosci rozwigzania S, pokazemy, ze wyznacznik macierzy
linearyzacji w punkcie Sy jest ujemny. Aby tak byto, musi zachodzié

3 < f'(v*).

Nieréwno$¢ ta jest spelniona, co widaé¢ na wykresie (4.1).

Stabilnosé¢ stanu S5 pokazujemy analogicznie do stabilnoéci stanu S;. Slad macierzy
linearyzacji w punkcie S3 jest ujemny z uwagi na fakt, ze pochodna w punkcie S3 maleje.
Skoro f'(v*) < 0, a ponadto % > 0, to zachodzi det(A) > 0, co implikuje stabilnosé
rozwigzania Sj. O

4.3 Rozwigzania okresowe uktadu FitzHugh-Nagumo

W celu pokazania rozwiazan okresowych wykonane zostaly symulacje numeryczne.
Ponizej obrazki ilustrujace przebieg rozwiazan uktadu (4.1) w przypadku jednego
punktu stacjonarnego znajdujacego sie na prawej czesci krzywej v(1 —v)(v —a) + I,
i w przypadku trzech punktéw stacjonarnych.
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ROZDZIAL 4. Model FitzHugh-Nagumo

4.3. Rozwigzania okresowe uktadu FitzHugh-Nagumo

przebieg rozwias
0.150 -

0.125 4

0.100 4

0.075

0.050

0.025

0.000 +

— w=v(l-v)lv-a)+/;

— w={b/yVv

zan, a=0.25,b=7.3:10"3, y = 9.10"2, [,=0.04

przebieg rozwiazan, =025, b= 7.3-1073,y = 9-10-2, [,=0.01
0.150

0.125 4

0.100 4

0.075

0.050 A

0.025 4

0.000 1

—0.025 A

T
1
|
1
1
1
1
1
1
1
L

T

S
|
¥
1
i
1
1
1
1
1
r
1
|

o — w=v(l-v)iv—a)+I,
— w=(b/ylv

1.2

1.0

0.6 0.8

Rysunek 4.3: Przebieg rozwiazan uktadu (4.1) dla réznych punktéw poczatkowych. Na
wykresie pierwszym wszystkie rozwigzania zbiegaja do jedynego punktu stacjonarnego,
co pokazuje jego stabilno$¢. Na wykresie drugim tylko dwa z trzech punktéw stacjo-
narnych sg stabilne, gdyz niezaleznie od wyboru punktu poczatkowego, trajektorie nie
zbiegaja do punktu Ss, a sg przyciggane przez S7 i Ss.

Zauwazmy, ze mozliwe jest rOwniez pojawienie sie stanu stacjonarnego na lewej

czesei krzywej v(1 — v)(v — a) + I,. Potozenie réwnowagi jest wtedy stabilne.

0.150

przebieg rozwiazan, a=0.25, b =y = 2-107%, [,=0.01

zaleznoéé viw od czasu, a=0.25, b =y = 2-1073, [;=0.01

0.125 1

0.100 4

0.075 4

0.050 1

0.025 1

0.000 +

—0.025 4

1

— w=(b/yIlv

w(l—vilv—a)+ia

1.0 1

0.8 1

0.6 1

0.4 1

0.2 1

0.01

-0.2 4

— v(t)
— wit)

0.6 0.8

10

1.2

100

200 300 400 500

Rysunek 4.4: Trajektorie rozwiazan i zalezno$¢ zmiennych od czasu dla przypadku,
gdy punkt stacjonarny znajduje sie na lewej czesdci krzywej. Rozwiazania zbiegaja do
punktu stacjonarnego, ale pokonujac najpierw okrezng droge. Wraz z uptywem czasu
obie zmienne stabilizujg si¢ na stalym poziomie, ale najpierw wykazujac pokonanie
pewnej okreznej drogi.

Mozliwa jest jeszcze jedna sytuacja, mianowicie gdy stan stacjonarny pojawi sie

w $rodkowej czesci krzywej v(1—v)(v—a)+1,. Wéwczas stan stacjonarny jest niestabilny
i wystapia rozwigzania okresowe.
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ROZDZIAL 4. Model FitzHugh-Nagumo 4.3. Rozwigzania okresowe uktadu FitzHugh-Nagumo

050 przebieg rozwiazan, a=025, b=y = 2-1077, [,=0.3 zaleznodé viw od czasu, a=0.25, b=y =2-1072, [;=0.3

E T T
— w=v(l-vilv—a)+/; 1] — wvit)
— w=(byv ’ — wit)

0.45 1

0.40 1

= 0.35 4

0.30

0.25 4

T T T T T T T T T
1] 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
v t

Rysunek 4.5: Trajektorie rozwigzan dla réznych punktéw poczatkowych oraz zaleznosé
zmiennych od czasu. Niezaleznie od wyboru punktu poczatkowego obserwujemy cykl
graniczny. Doskonale wida¢ to takze na wykresie po prawej stronie, gdzie zadna ze
zmiennych nie stabilizuje sie, a wykazuje zachowanie powtarzajace sie, oscylujace.
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Rozdziat 5

Dodatek matematyczny

Rozdzial napisany w oparciu o [1] oraz [2].

5.1 Teoria linearyzacji
Rozwazmy réwnanie
&= Az + g(x), (5.1)
gdzie
A e Man7
oraz,
91(x)
92()
gle) =1 ",
gn(2)

przyjmuje bardzo mate wartosci w poréwnaniu z x i zeruje sie dla = 0. Naszym celem
jest okreslenie stabilnosci rozwigzania tegoz rownania, co moze wydawac si¢ to trudne,
gdyz nie potrafimy jawnie rozwiaza¢ tego uktadu. Jednakze gdy x jest bardzo maty,
to g(z) jest bardzo maly w poréwnaniu z warto$ciami Az. Dlatego prawdopodobnym
wydaje sie stwierdzenie, ze stabilnos$¢ stanu stacjonarnego x(t) = 0 rozwazanego uktadu
powinna by¢ determinowana przez stabilnos¢ ,,przyblizonego” uktadu

T = Ax.

Podejscie to formalizuje ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 5.1 ([2], str. 384)
Zatozmy, Ze funkcja wektorowa

9(@)/|lz]] = g(x)/maz{|z:], .., |zal}
jest funkcjq ciggle zmiennych xy, ..., x,, ktora zeruje sie dla x = 0. Wowczas:

1. Rozwigzanie x(t) = 0 ukladu (5.1) jest asymptotycznie stabilne jesli wszystkie
warto$ci wlasne macierzy A majg ujemnq cze$é rzeczywistq.
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ROZDZIAL 5. Dodatek matematyczny 5.2. Lemat - kryterium na stabilnosé

2. Rozwigzanie stacjonarne x(t) = 0 réwnania (5.1) jest niestabilne jesli chociaz
jedna z wartosci wtasnych macierzy A ma dodatniq czesé rzeczywistq.

Uwaga 5.1

Stabilno$é rozwiazania stacjonarnego z(t) = 0 réwnania (5.1) nie moze by¢ determino-
wana na podstawie stabilnosci rozwiazania stacjonarnego x(t) = 0 réwnania & = Ax
jesli wszystkie warto$ci wtasne macierzy A maja cze$¢ rzeczywistg < 0 ale przynajmniej
jedna wartos¢ wtasna macierzy A ma zerowa cze$é¢ rzeczywista.

5.2 Lemat - kryterium na stabilnosé

Lemat 5.1 (Kryterium na stabilno$é rozwigzan)

_[a b 9
A_<C d)eR

i jej wartosci wltasne A\ 2 = o £ if3.

Rozwazimy macierz

Jezeli tr(A) < 0 oraz det(A) > 0, to obie wartosci wlasne \1 o majqg ujemnq czesé
rzeczywistq, co skutkuje stabilnoscig rozwigzania.

Jezeli tr(A) > 0 lub jezeli det(A) < 0, to przynajmniej jedna wartosé wlasna ma
dodatniqg cze$¢ rzeczywistq, co pocigga za sobg niestabilno$é rozwigzania.

DowOD. Wielomian charakterystyczny macierzy A to

OV = det (“;A d:) C N Mad)+ (ad — be) = A2 — MrA + detA,

a wartosci wlasne maja podstac

1,2 =

(a+d) £ /(a+d)? —4ad —be) trA+ \[(trA)2 - ddetA
2 N 2 ‘

Jak wiadomo, stabilno$¢ rozwiazan rozstrzygamy na podstawie znakéw wartosci wla-
snych, przy czym wartosci wlasne w zaleznosci od delty bedg rzeczywiste lub zespolone.
Do badania stabilnosci analizujemy jedynie czes¢ rzeczywista pierwiastkow. Dlaczego?
Poniewaz wspélczynnik o odpowiadajacy czesci rzeczywistej kontroluje oddalanie badz
zblizanie do o$rodka uktadu, natomiast wspdtczynnik [ zwigzany z czescig urojong
odpowiada za kierunek obrotu, dlatego przy badaniu stabilnosci nie musi by¢ brany
pod uwage.

1. Przypadek trA < 01 detA > 0:

« A <O
trA+vA
)\172:# —

7 uwagi na to, ze VA € C, fragment ten nie wplywa na czesé rzeczywista.

Re()\lvg) < 0.

Czes¢ rzeczywista zalezy w tym przypadku tylko od trA, ktory jak wiemy jest
ujemny. Co za tym idzie, obie wartosci wlasne maja ujemnag czesé rzeczywista,
co skutkuje stabilnoscig rozwigzania.
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e« A>0:

trA + VA \ trA — A
= 4 2 =

A
! 9 9

— RG()\Q) < 0.

Z uwagi na nieujemnos¢ delty czeS¢ zespolona Ap 5 jest zerowa, wige VA
istotnie wplywa na cze$¢ rzeczywista rozwiazania. W przypadku A, od
ujemnej wartosci odejmujemy nieujemna, zatem wynik jest ujemny. Jezeli
chodzi o A; na tym etapie nie mamy pewnosci co do jej znaku. By pokazac,
ze wartos¢ faktycznie jest ujemna, musimy pokazad, ze

trA+vVA <0.

Przeksztatcajac otrzymujemy

VA < —trA,

\/(trA)2 — 4detA < —trA,
(trA)2 — 4detA < (trA)Q,
4detA > 0

co jest prawda, bo zalozylismy, ze detA > 0. Zatem faktycznie obie wartosci
wlasne majg ujemna czesé rzeczywista, co za tym idzie, rozwigzanie jest
stabilne.

2. Przypadek trA > 0:

e A<O:

Poniewaz A < 0 to VA nie wplywa na czeéé rzeczywista, a z powodu
dodatniosci §ladu macierzy A jest ona dodatnia w obu pierwiastkach, zatem
rozwigzanie jest niestabilne.

e« A>0:

trA++vA
=

_trA—\/Z

A 5

Re()\l) > 0, )\2

Znak X\, nie ma znaczenia, poniewaz wystarczy, ze jedna wartos¢ wlasna
ma dodatnig czes¢ rzeczywista, a wtedy juz rozwigzanie bedzie niestabilne.
Poniewaz Re(\;) > 0, juz mamy zapewniona niestabilno$¢ rozwiazania bez
koniecznosci rozstrzygania znaku Re(\2).

3. Przypadek detA < 0:

e A<O:
Przypadek ten nie jest mozliwy z uwagi na zalozenie, ze detA < 0, czyli
(trA)? — 4detA > 0, czyli A > 0 co daje sprzecznosc.

26



ROZDZIAL 5. Dodatek matematyczny 5.3. Trajektorie i portret fazowy

e« A>0:
trA+vA trA —vA
= — g = ——.
2 2
Na czesé rzeczywista wplynie zarowno wartosé sladu jak i wartosé pierwiastka

A1

z delty, dlatego rozwazymy dwa przypadki:

— trA > 0:
R@()\l) > 0,

co zapewnia niestabilno$¢ rozwigzania, bo chociaz jedna wartosé¢ wtasna
ma dodatnig cze$¢ rzeczywista.

— trA <O0:
W tym przypadku A\ ma ujemna czesé¢ rzeczywista, zatem jedyna szansa
na dodatnio$¢ czesci rzeczywistej jest w A;. Sprawdzmy, ze faktycznie
Re(Ay) > 0:
trA+vVA > 0,

\/(trA)2 — 4detA > —trA,
(trA)* — ddetA > (trA)?,
—4detA >0

co jest prawda, poniewaz z zatozenia detA < 0. Pokazuje to, ze rzeczywi-
Scie chociaz jedna wartos¢ wtasna ma dodatnia czes¢ rzeczywista, czyli
rozwigzanie nie jest stabilne.

O

5.3 Trajektorie i portret fazowy

Trajektorie i portret fazowy sg czescig ,,geometrycznej” teorii rownan rézniczkowych.
Dla uproszczenia rozpatrzymy sytuacje w R?. Rozwazmy uklad

{L%th i f(xvy) (52)

gdzie f, g funkcjami klasy C*.

Definicja 5.1
Niech (x(t),y(t)), t € (a, B) bedzie rozwiazaniem ukladu (5.2). Trajektorig lub orbita
uktadu nazywamy krzywa {(x(t),y(t)) € R? : t € (o, B))}.

Definicja 5.2
Portret fazowy to zbior wszystkich trajektorii.
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5.4 Twierdzenie Poincarégo-Bendixsona i rO6wnanie
Liénarda

Pomimo tego, ze rozwigzanie jest niestabilne, istnieja specjalne trajektorie zwane
cyklami granicznymi, ktore charakteryzuja si¢ tym, ze inne trajektorie zbiegaja do nich.
Formalizuje to ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 5.2 (Poincaré-Bendixson [2], str. 431)
Przypusémy, ze rozwigzanie x = x(t),y = y(t) ukladu réwnan réziniczkowych

dx dy

T :f($ay)7 dt

= — g(a.y) (53)

pozostaje w ograniczonym obszarze plaszczyzny, ktory nie zawiera punktow stacjonarnych
uktadu (5.3). Wowczas trajektoria rozwigzania wyznaczana jest przez ruch spiralny
tworzqcey krzywg zamknietq, ktora jest orbitq rozwigzania okresowego uktadu (5.3).

Dowéd Twierdzenia 5.2 znajduje sie w ksiazce [1], rozdzial 10.2.

Uwaga 5.2
Twierdzenie 5.2 wykorzystuje si¢ do dowodu twierdzenia Liénarda. By sformutowac
owe twierdzenie, spbjrzmy ponownie na réwnanie prostego obwodu elektrycznego

R 1
U+ fv + —v =0, 5.4
LC (54)
gdzie R - oporno$¢, L - indukcyjnosé, C' - pojemnosé. W przypadku gdy zwykly rezystor
substytujemy elementem o nieliniowej charakterystyce pradowo-napigciowej, réwnanie
(5.4) przybiera postaé

J J —J = 0. 5.5

+TIt 75 (5.5)

Przyjmujac oznaczenia 7= = wj, 1 = k, réwnanie (5.5) formutujemy jako
J+kf'J+wi]=0. (5.6)

Roéwnanie (5.6) jest szczegdlnym przypadkiem réwnania Liénarda

i+ g(u)i + h(u) = 0. (5.7)

Twierdzenie 5.3
Niech f(J) bedzie funkciq klasy C*, spetniajgcq warunki:

f(J) jest nieparzysta,

)
f(J) = 400 dla |J| — +o0 i istnieje stala > 0, taka zZe dla J > 5, funkcja
f(J) jest dodatnia i rosnie monotonicznie,

f(J)

f(J)y<0dla0<J<a.

Wtedy réownanie (5.6) ma rozwigzanie okresowe. Jesli dodatkowo ov = 3, to istnieje
tylko jedno rozwigzanie okresowe.
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Uwaga 5.3
Twierdzenie 5.3 jest rowniez prawdziwe dla réwnania (5.7), czyli ogélnego réwnania

Liénarda, pod warunkiem, ze funkcja G(u) = [g(s)ds spelia zatozenia 1-3 tego
0

twierdzenia, natomiast h(u) jest funkcja nieparzysta oraz h(u) > 0 dla u > 0.
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Rozdzial 6

Dodatek numeryczny

6.1 Wybrane kody do symulacji w jezyku Python
Kod do symulacji portretu fazowego z rysunku 1.4.

1 import numpy as np
2 import math
3 import matplotlib.pyplot as plt

5 T = 2000
6 h = 0.01
7 k=0.01

g omega = 0.02*math.pi

9 omegal = 0.31

10 EO = 2.3

11 x10 = np.array([0.1])

12 x20 = np.array([0.5])

13 x1 = np.zeros((len(x10),int(T/h)))

14 x2 = np.zeros((len(x20),int(T/h)))

15 x1[:,0] = x10

16 x2[:,0] = x20

17

13 for i in range(0,int(T/h)-1):

19 x1[:,i+1]=x1[:,i]+h*x2[:,1i]

20 x2[:,i+1]=x2[:,i] +h* (-omegalO**2xx1[:,i] - 2*k*x2[:,i] +
— omegaO*+*2*EO*math.cos (omega*i*h))

21

22 plt.plot(np.transpose(xl), np.transpose(x2), linestyle='dotted',
— color="darkgreen")

23 plt.scatter(x10, x20, s=12, marker="o", color="black")

24 plt.xlabel('$x_1$"')

25 plt.ylabel('$x_2%")

26 plt.title("przebieg rozwigzan, $k$=0.01, $\omega$=0.06,
~ $\omega_0$=0.31, $E_0$=2.3", fontsize=10)
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27 plt.show()
Kod do symulacji przebiegu zaleznosci zmiennych od czasu z rysunku 1.6.
1 import numpy as np

2 import math
3 import matplotlib.pyplot as plt

5 T = 405
6 h =0.01
7 t = np.arange(0,T,h)

s x1 = np.zeros(int(T/h))

9 x2 = np.zeros(int(T/h))

10 x1[0]=1

11 x2[0]=1

12 k=0

13 omega = 0.02*math.pi

14 omegal = 0.31

15 EO = 2.3

16

17 for i in range(0,int(T/h)-1):

18 x1[i+1]=x1[i]+h*x2[i]

19 x2[i+1]=x2[i]+h* (-omegaO**2*x1[i] - 2xk*x2[i] +

— omegaO**2*E0*math.cos (omega*i*h))

20

21 plt.plot(t, x1, label="$x_1(t)$", color="red")

22 plt.plot(t, x2, label="$x_2(t)$", color="maroon")

23 plt.xlabel('t')

24 plt.title("zaleznosé¢ $x_1$ i $x_2$ od czasu, $k$=0, $\omega$=0.06,
< $\omega_0$=0.31, $E_0$=2.3", fontsize=10)

25 plt.legend()

Kod do symulacji portretu fazowego z rysunku 3.2.

1 import numpy as np
2 import matplotlib.pyplot as plt

4 T = 1000

5 h =0.01

6 a =7

7 x_,a=0.1

s x0 = np.array([0,-2,2,-1,0,1,4,3,-4,-4.2, -1,-1,0,1,-1.5,3])

9 b0 = np.array([5,7.5,-5,-2.5,-4,2.5,-3,9,8,-8.5,-5,0,0,0.5,-2.5,11)

10 y = np.arange(-T,T,2+*h)
np.zeros((len(v0),int(T/h)))
12 b = np.zeros((len(w0),int(T/h)))

11 X
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6.1. Wybrane kody do symulacji w jezyku Python

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

x[:,
bl:,

for i in range(0,int(T/h)-1):

0]
0]

x0
b0

x[:,i+1]=x[:,i]+h*((-x[:,i])**3+a*x[:,i]-b[:,i]) /epsilon

bl:,i+1]1=b[:,i]l+h*(x[:,i]l-x_a)

plt
plt
plt
plt

plt.
plt.
plt.
plt.
plt.

—

x1im([-5,5])
ylim([-10,10])
xlabel('x")
ylabel('b')

.plot(y, np.zeros(len(y)), color

.plot (np.transpose(x), np.transpose(b), linestyle='dotted')

"gray", linestyle='dashed')

.plot (np.zeros(len(y)), y, color = "gray", linestyle='dashed')
.scatter(x0,b0,s=12,marker="0", color="black")

title("przebieg rozwigzan, $\epsilon$=0.5, $a$=7, $x_a$=0.1",

fontsize=10)
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