Rozdzial IV

Szeregi liczbowe.

§1. Podstawowe wlasnosci szeregow.

o © ©

1. Szereg nieskonczony i jego suma. Z7Z aksjomatéw okreslajacych zbiér IR
(rozdz. 1 §1) wynika, ze dla dowolnych dwdéch liczb rzeczywistych aq,as okreslona jest
ich suma aq + ay. Przypu$émy teraz, ze mamy doda¢ do siebie ng liczb rzeczywistych
ai,az,...,0n,. Mozemy to zrobi¢ przy pomocy skonczonej liczby krokéw tworzac naste-
pujace sumy:

2
krok (1): Sy=a1+ax= Zan,

n=1

3
krok (2): 53252+a3:(al+a2)+a3:al+a2+a3zzan

n=1

(zgodnie z aksjomatem lacznosci (2a) wynik dodawania nie zalezy od sposobu w jaki
pogrupowali$my skladniki, mozemy wiec opuscié nawiasy),

4
krok (3) S4ZSS+G4201+02+G3+G4:Zan,

n=1

krok (ng —1):  Spy = Spg—1 + Gy =

Ostateczny, szukany przez nas wynik dodawania przedstawia ostatnia suma Sy, .

Powstaje pytanie, czy mozna opisane postepowanie przenies¢ na przypadek, gdy chcemy
dodaé nieskoriczenie wiele liczb tworzacych ciag {a,} to znaczy utworzyé sume

(1) a1 tag+-tan o= an.
n=1
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Sumy

k
(2) Sk:a1+---+ak:Zan (k=2,3,...)
n=1

tworza, teraz ciag nieskonczony. Oczywiscie nie ma w tym ciggu wyrazu ostatniego, mozemy
jednak bada¢, czy ma on skonczong granice. W przypadku zbieznosci przyjmujac

(3) lim Sy =S €eR

k— o0

umoéwimy sie, ze liczba S stanowi wynik naszego nieskonczonego dodawania czyli, ze

(1) S an=S.

Wyrazenie (1) nazywamy szeregiem nieskoriczonym o wyrazie ogdlnym a,,, suma Sy okres-
lona wzorem (2) jest k-tq sumq cze$ciowq szeregu (1) - dla wygody przyjmiemy dodatkowo

(2’) Sl =ai.

Jezeli istnieje granica (3), to méwimy, ze szereg (1) jest zbiezny. Wzér (3) okresla sume
szeregqu zbieznego. Jezeli granica (3) nie istnieje - co oznacza, ze ciag {Sk} nie ma granicy
lub ma granice niewlasciwg, to méwimy, ze szereg jest rozbiezny. Jezeli w szczegdlnosci

lim Sj = oo (lub —o0),
k—o0

to méwimy ze szereg (1) jest rozbiezny do oo (lub do —o0).

Uwaga. Czasami wygodnie jest okresli¢ wyraz ag i rozwazaé cigg sum czedciowych w

postaci
So = ay,

Sl = ag—i-al,

S, =ap+ay+--+ag.

Zakladajac, ze istnieje granica (3) przyjmujemy wéwczas

i a, = S.
n=0

Przyklad 1. Niech
an = q" (ne NU{0})

wowczas
Sk=1+q+---+q"
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Szereg

(e.e)
n=0

nazywamy szeregiem geometrycznym o ilorazie q. Zbadamy jego zbieznosc.
Dla ¢ # 1 mamy

1_qk—|—1
5 Sp=-—1
Q =t

- stusznosé wzoru (5) sprawdzamy tatwo mnozac obie strony przez mianownik 1 — q.
(i) Jezeli |¢| < 1, to (por. Przyklad 4 rozdz.II §1)

(6) lim ¢ =0

k—o0

zatem z (5) wynika
1
lim S =—.
ki)rgo P q

Szereg geometryczny jest w tym przypadku zbiezny i zachodzi réwnosé

1
(7) D d"=r— (d <)
n=0 q
(ii) Jezeli ¢ > 1, to
1
O<p=-<1,
q
zatem zgodnie z (6)
lim p* =
i 1 =0
a stad
lim ¢* =
ot = o
i wobec (5)

k—oo

W tym przypadku szereg geometryczny jest rozbiezny.
(iii) Jezeli ¢ < —1, to rozumujac podobnie jak w punkcie (ii) stwierdzamy, ze

lim ¢?* = o0, lim ¢?¢*+1 =

—00
k—o0 k—o0
i wobec tego
lim Sy = oo, lim Sygy1 = —o0.
k— o0 k— o0

Ciag {Sk} nie ma granicy (nawet niewlasciwej), gdyz zawiera dwa podciagi zbiezne do
réznych granic. Zatem szereg geometryczny jest i w tym przypadku rozbiezny.
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(iv) Jezeli ¢ = 1, to
Sk=l+1+--+1=Fk+1

(k+1) razy

a wiec

lim Sk, = Q.
k—o0

Gdy q = —1, to jak latwo sprawdzié
S = 1, Soky1 =0

zatem granica (3) nie istnieje, bo ciag {Sk} ma dwa podciagi zbiezne do réznych granic.
W obu przypadkach szereg geometryczny jest rozbiezny.

Przyklad 2. Zbadamy zbieznos¢ szeregu

ad 1
® >
~ n(n+1)
Poniewaz
1 1 1

wiec

1 1 1 1 1
=(1== o) 4. -
Se=0-5)+G -3+ Gt
skad po redukcji
S =1 !
i k+1
Wobec tego
Hmsk:l,
k—oo

zatem szereg (8) jest zbiezny i
o0
1
> o =
n=1 n(n + )

2. Niektoére dzialania na szeregach. Przypu$émy, ze mamy dane dwa szeregi
oo oo
(@ > an, (B) bitbat - +by+ Y an
n=1 n=1

Oznaczajac k-ta, sume szeregu (o), (8) odpowiednio przez Sk, T mamy
Sk =B+ Ty, (B=0b1+ba+---+bp).

Z twierdzenia o granicy sumy ciagéw wynika, ze ciag {Sk} jest zbiezny wtedy i tylko wtedy
gdy, zbiezny jest ciag {Tx}. Zachodzi zatem
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Twierdzenie 1. Dopisanie do szerequ lub skreslenie w szerequ skorniczonej ilosci wyrazow
nie wplywa na jego zbieinosé.

Réwnie latwo mozna udowodnié

Twierdzenie 2. Jezeli szereqgi

(a) Zanv (8) an

n=1

sq zbiezne, to zbiezny jest szereg

() ) (an +bn).

Jezeli oznaczymy przez A, B,C sumy szeregow (), (B), (7) odpowiednio, to zachodzi réw-
nosé
A+B=C

co mozna zapisac inaczej

[e.0] o0 o0
St Yo b= D o+ ).
n=1 n=1 n=1
Twierdzenie 3. JezZeli szereg
oo
@ S
n=1
jest zbiezny, to zbiezny jest szereq

(6) Z Can,

dla dowolnego ¢ € R. Jezeli sumy szeregéw (), (0) oznaczyé odpowiednio przez A, D to
zachodzi rownosé
D =cA,

czyli w innym zapisie

[e’s) o0
E canp = C E Qg -
n=1 n=1

Dowody obu twierdzen pozostawiamy Czytelnikowi.

Zalézmy, ze szereg
o0
(@) > an
n=1

jest zbiezny. Z twierdzenia 1 wynika, ze zbiezny jest rOwniez szereg nieskoniczony

[e’e)
T = E Qp
n==k

przy dowolnie ustalonym k € IN. Szereg ten nazywamy k-tq resztq szeregu ().
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Twierdzenie 4. Jezeli szereg («) jest zbiezny, to

(9) lim 7j, = 0.

k—o0

DOWOD. Oznaczajac przez A sume szeregu («) i przez Sy jego k-ta, sume czegdciows,
mamy dla kazdego k
A= Sk_1+ 7k

Poniewaz na mocy definicji sumy szeregu

lim Sy =A
k—o0
7z twierdzenia o granicy réznicy ciagéw dostajemy (9). O

Zakladajac, ze szereg
oo
(@) Zan:a1+a2+---+an+---
n=1

jest zbiezny, utwérzmy nowy szereg
(@) (a1 +a2)+ (as+as) + -+ (a2n—1 + a2n) + - -

i niech Sy bedzie k-ta, suma, czesciowa, szeregu (). Ciag sum czesciowych szeregu (&) ma
postaé
S2,84,..., 8%, ...

jest wiec podciagiem ciagu {Sk} i jako taki jest jest zbiezny do tej samej granicy, bedacej
suma, szeregu («). Podobne rozumowanie mozna przeprowadzié laczac w nawiasy wyrazy
szeregu () w dowolny inny sposéb. Dochodzimy w ten sposéb do twierdzenia

Twierdzenie 5. W szeregu zbieznym mozna tqczyé wyrazy nawiasami nie zmieniajac
jego sumy.

O
Przyklad 3. Szereg o wyrazie ogdlnym

an = (=1)"*" (n € IN)
mozna zapisa¢ w postaci
B) 1-141-14+1-1+4---
Oznaczajac przez Sy jego k-ta sume czeSciowa mamy

S2k—1 =1, S2k =0 (k € ]N),
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skad widaé, ze ciag {Sk} nie moze byé¢ zbiezny gdyz zawiera dwa podciagi zbiezne do
réznych granic. Wobec tego szereg (/) jest rozbiezny. Natomiast taczac w nawias po dwa
kolejne jego wyrazy dostajemy szereg zbiezny

Q=1 +(1-1)+1=1)+-=0+0+0+--

Twierdzenie 5 uogélnia zasade lacznosci dodawania (aksjomat (2a) rozdz. I §1) na
przypadek dodawania nieskonczonego. Jak wida¢ z przykladu 3 zasada ta jest stuszna
jedynie w odniesieniu do szeregdéw zbieznych.

3. Warunek Cauchy’ego. Z twierdzenia 6 rozdz. II §2 zastosowanego do ciggu sum
czesciowych {Si} wynika natychmiast

Twierdzenie 6. Szereg
oo

(a) Z Qn

n=1

jest zbiezny wtedy 1 tylko wtedy, gdy do dowolnego € > 0 mozna dobraé liczbe N tak, ze dla
n > N i dla dowolnego p € IN zachodzi nierownosé

(10) |@pt1 4+ apyp| <e.

Wyrazenie
An+41 +---+ Gn4p

nazywamy odcinkiem szeregu (o). Warunek podany w twierdzeniu 6 nosi nazwe warunku
Cauchy’ego dla szeregow. W sposéb mniej precyzyjny mozna twierdzenie 6 sformutowaé
nastepujaco:

Twierdzenie 6°. Szereg jest zbieiny wtedy @ tylko wtedy gdy jego dostatecznie dalekie
odcinki sq bezwzglednie mniejsze od dowolnie obranej liczby dodatniej .

Przyklad 4. Szereg harmoniczny
>t
n=1 n
jest rozbiezny, mamy bowiem dla dowolnego n € IN

1 1 1 1
_|_+ > _
n+1 n+n 2n

=

zatem warunek Cauchy’ego podany w twierdzeniu 6 nie jest speliony przy € =

Przyklad 5. Szereg

R

>

n=1

Si-



323

jest réwniez rozbiezny, gdyz

1
Sk:1+— s

S
Sl=

a wiec
lim Sk = Q.

k—o0
7 twierdzenia 6 latwo wyprowadzic¢

Twierdzenie 7 (kryterium poréwnawcze zbiezno$ci). Jezeli dla n > ng (gdzie
ng € IN) zachodzi nieréwno$é

(11) lan| < by
1 szereq
o
B D bn
n=1

jest zbiezny, to rowniez szereq
oo
(@) E :an
n=1

jest zbiezny.

DOWOD. Z twierdzenia 6 wynika, ze szereg (3) spelia warunek Cauchy’ego, co oznacza,
ze do dowolnego ¢ > 0 mozna dobraé¢ N tak, ze dla n > N i dowolnego p € IN zachodzi
nier6wnosé

(12) bpt1+ -+ bugp <e.
Poniewaz na mocy (11) dla n > ng
lang1 + -+ Gngp| <langr] + -+ [angp| <bpgr + -+ bngp

z nier6wnosci (12) wynika, ze réwniez szereg («) spelnia warunek Cauchy’ego, co zgodnie
z twierdzeniem 6 zapewnia jego zbieznosc. ]

Przyklad 6. Okazaliémy (Przyktad 2), ze szereg

— 1 — 1
;n(n—l—l) _Zn(n—l)

n=2

jest zbiezny. Poniewaz dla n > 2
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szereg

=1
>
n=1

jest réwniez zbiezny na mocy twierdzenia 7.
Przykitad 7. Przy dowolnie obranym z szereg

co .
S nT
> o

n=1

jest zbiezny na mocy twierdzenia 7, gdyz

sin nx 1
1 < 5
2 2

dla dowolnego n € IN a szereg
o0
1
> o
n=1
jest zbiezny jako szereg geometryczny o ilorazie ¢ = % < 1 (por. Przyktad 1).

Przyklad 8. Zbadamy zbieznos¢ szeregu

(13) > 2%.

371,

n=1

Poniewaz (por. Przyklad 13 rozdz.II §1)
lim ¥/3=1,

n—00

istnieje liczba naturalna ng taka, ze dla n > ng

/3 < 2,

wobec tego
23 4
(14) an < 30
dla n > ngy. Poniewaz szereg
(e.e)
1
n=1 3"

jest zbiezny jako szereg geometryczny o ilorazie g = % (Przyklad 1), na mocy twierdzenia
3 zbiezny jest réwniez szereg

8

4
73"

3
I

a stad w oparciu o nier6wnos¢ (14) i twierdzenie 7 wynika zbieznos¢ szeregu (13).

Opierajac sie na twierdzeniu 6 dostajemy warunek konieczny zbieznosci szeregu.
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Twierdzenie 8. JeZeli szereqg
oo
D> an
n=1

jest zbiezny, to

(15) lim a, = 0.
n—oo
DOWOD. Wystarczy przyjac p = 1 w nieréwnosci (10). O

Z Przykladu 4 widaé, ze warunek (15) jest jedynie warunkiem koniecznym ale nie
dostatecznym zbieznosci szeregu. Mamy bowiem
1

lim — =0,
n—oo M

ale szereg harmoniczny jest rozbiezny.

4. Rozwiniecie dziesietne liczby rzeczywistej jako szereg. W praktycznych
rachunkach mamy zazwyczaj do czynienia z liczbami zapisanymi w postaci rozwinieé
dziesietnych, ktore mozemy inaczej przedstawi¢ jako sume poteg liczby 10 z odpowied-
nimi wspélczynnikami. Dla przykiadu

3 5 1 3 5 1
16 0,35l = — + ——+ —— = — 4 —— +
(16) ’ 10 " 700 T 1000 ~ 10 T 102 T 109
(17) 273=2-100+7-10+3=2-102+7-10+ 3 - 10°

OczywiScie nie wszystkie liczby rzeczywiste maja skoniczone rozwiniecia dziesietne. Na
przyklad zamieniajac % na ulamek dziesietny otrzymujemy rozwiniecie nieskoiczone w
ktérym wszystkie cyfry sa réwne 3, czyli

1
(18) 5 =0.333...

Nasuwa sie mysl, by przez analogie ze wzorem (16) traktowaé prawa, strone (18) jako sume
szeregu nieskonczonego postaci

8

3

1 _
( 9) ‘ 10n’

S
I

powstajg jednak pytania

a.) czy szereg (19) jest zbiezny (tylko wtedy nieskoriczone dodawanie ma sens liczbowy),
oraz

b.) czy jego suma jest réwna %?
Zauwazmy, ze szereg

(20) > %

n=1
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1

jest szeregiem geometrycznym o ilorazie ¢ = 15,

przy tym

1) STl L, L

jest zatem zbiezny (por. Przyklad 1) i

Zgodnie z twierdzeniem szereg (19) jest réwniez zbiezny i przy tym
o0

0o

3 1 1
23wy
n=1 0 n=1 0 3

OdpowiedZ na oba pytania jest wiec pozytywna. Ogdlnie, oznaczajac n-tg cyfre ulamka
dziesietnego przez c, przyjmiemy, ze

(22) 0,6162...Cn---=ZC—n

(w przypadku utamka dziesietnego skoriczonego mamy ¢, = 0 poczawszy od pewnego
n = ng). Poniewaz 0 < ¢, <9, dla og6lnego wyrazu szeregu po prawej stronie (22) mamy
oszacowanie

Cn 9
2 — | < —.
(23) |10" - 10"

Jak zauwazyliSmy przed chwila, szereg (20) jest zbiezny, wobec tego zgodnie z twierdzeniem
3 szereg

réwniez jest zbiezny. Na podstawie kryterium poréwnawczego (twierdzenie 6) z nier6wnosci
(23) wynika zbieznos¢ szeregu po prawej stronie (22).

Zapis (22) mozna uogdlnié na przypadek dowolnej liczby rzeczywistej z > 0. Zakladajac,
ze [x] ma rozwinigcie dziesigtne postaci

l
(24) [z] = qar_1...a9 = Y a;107
j=0
(por. (17)) mamy

l oo
T = Zajl()j + Z 1%—””
7=0 n=1

Przykiad 9. Wiemy, ze
1=1,000....
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Okazemy, ze réwniez
(25) 1=20,999...

Zadanie mozna rozwiagza¢ dwoma sposobami.
(i) Oznaczajac przez x prawa, strone (25) mamy zgodnie z przyjeta umows,

9
T = —
> 1o
n=1
a wiec w oparciu o twierdzenie 3 i réwnosé (21)

r=9--—=1.

1
9

(ii) Zgodnie z wprowadzonym oznaczeniem mamy

z=0,999...
a stad
10z =9,999...
czyli
10z =9+=x
co po redukcji daje z = 1. O

Przyktad 9 wskazuje, ze pewne liczby moga mie¢ dwa rézne rozwiniecia dziesietne.

VRV

5%. Rozwiniecie liczby naturalnej przy dowolnej podstawie. Niech m bedzie
ustalona, liczba naturalna. Oprécz rozwiniecia dziesietnego liczby m postaci (24) mozemy
rozwazaé rozwiniecie tej liczby przy dowolnej podstawie p  (p € IN,p > 2) postaci

k
(26) m:Zajpj (aj €0,1,...,p—1;a; #0).
§=0

Rozwiniecie to zapisujemy symbolicznie

m = axag_1---ag (p)

opuszczajac indeks p w przypadku rozwiniecia dziesietnego. Liczby ag, a1, ..., ar nazy-
wamy cyframi rozwiniecia (26).
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Twierdzenie 9. Cyfry rozwiniecia (26) sq okreslone jednoznacznie przez liczby m, p.

DOWOD. Niech .
tT:_+_+W+E (r € IN).

Stosujac znany wzdr (por. (17) rozdz.II §2)

1— qr+1
l+g+-4q¢ =—"— (¢#1)
I—gq
mamy podstawiajac ¢ = %
1 1

27 t,< ———-1= ——.
(27) P <1 g =
Dzielac obie strony (26) przez p* dostajemy

m
28 — = ak + Sk,
(29) k.
gdzie

k—1

0<sp=> ap? < (p— 1)t

§=0

Na mocy (27)
0< s <1,
a zatem z (28) wynika
m

29 ar = [~ 15
29 4

co oznacza, ze pierwsza cyfra rozwiniecia ay jest okre§lona jednoznacznie wzorem (29).
Przyjmujac

(30) my, =m — agp”

dostajemy z (26)

mg
o1 = Ok—1 1 Sk—1,

(31) ’

gdzie
k—2

0< sp_1= Z U'jpj_(k_l) < (p—1)tg—1
§=0
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a stad wobec (27)

0<s_1<1
a wiec zgodnie z (31)
mg
(32) ak—1 = [pk_l]

przy czym liczba my jest okreslona wzorem (30). Zatem druga cyfra rozwiniecia ag_1
jest réwniez okreslona jednoznacznie wzorem (32). Kontynuujac opisane rozumowanie
dostajemy

m.

(33) aj—1 = [p_y—Jl] (J :k+]—akaala m:mk-l-l)

gdzie

(34) m; =m — (akpk +ap_1p" 4+ ajpj)a

przy czym cyfry rozwiniecia ay, ag—1, . . ., aj zostaly juz poprzednio okreslone jednoznacznie
przez liczby m, p. U

Aby znalezé rozwiniecie (26) danej liczby m zauwazmy, Ze

M n
lim p" = oo,
n—oo

istnieje wobec tego liczba N € IN taka, ze dla n > N szachodzi nieréwnosé

Y

m < p".

Oznaczajac przez ng najmniejsza, liczbe N o tej wlasnodci i przyjmujac ng = k + 1 mamy

(35) pF <m < pFtt
a stad m
1< - <P
p
Przyjmujac
m
Ok = [ﬁ]

otrzymujemy pierwsza cyfre rozwiniecia (26), przy czym liczba k jest wyzmaczona jednoz-
nacznie przez oszacowanie (35). Dalsze cyfry obliczamy stosujac kolejno wzory (33), (34).
Proponujemy Czytelnikowi sprawdzenie, ze przy tak okredlonych liczbach ag, a1, ..., ax
réwnosé (26) jest speliona.

Przykitad 10. Niech
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Kolejne potegi liczby p wynosza,

2, 22=4, 22=8, 2t=16, 2°=32.

7

Poniewaz
16 < 23 < 32

mamy k = 4, zatem w rozwinieciu dwéjkowym liczby 23 wystepuje 5 cyfr. Stosujac opisane
poprzednio postepowanie dostajemy

23 7

krok 1) = =14+ —, 23=1-2¢
(krok 1) 16 +16’ 3 +7,
7 7
(krok 2) g=0+g T=0+7 23=1-2240-2347,
7 3
(krok 3) 1= 7=1-2243 23=1-2*40-224+1-22+3,
3 1
(krok4) —=1+-, 3=1-2+41,
2 2
(35) 23=1-2"40-224+1-22+1-2+1.

Réwnosé (35) daje szukane rozwiniecie liczby 23 przy podstawie p = 2, ktére mozemy
zapisaé inaczej
23 = 10111 (2)

Przyklad 11. Niech
p=295 m=7T2.
Kolejne potegi liczby p wynosza,
5 5°=25 5°=125.

Poniewaz
25 < 72 < 125,

mamy k = 2, zatem w rozwinieciu wystepuja 3 cyfry. Dostajemy kolejno

72 22

krok 1) — =2+ — 2=2.524+22

(krok 1) 95 +25, 7 5% + 22,
22 2

(36) 72=2-5°+4-5+2.

Réwnosé (36) daje szukane rozwinigcie liczby 72 przy podstawie p = 5, w innym zapisie

72 = 242 (5).
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6*. Rozwiniecie liczby rzeczywistej dodatniej przy dowolnej podstawie. Niech
a > 0 bedzie ustalong liczbg rzeczywista. Przez rozwiniecie liczby o przy podstawie p
(p € IN, p > 2) rozumiemy przedstawienie jej w postaci sumy

o0
c
(37) a’:C—kpk-i-"'-l-C_lp-i-co-l—Zp—Z
n=1
gdzie ¢, (n € —k,...,—1,0UIN) s liczbami catkowitymi spehiajacymi warunek
(38) 0<en<p—1.

Réwnosé (37) zapisujemy symbolicznie
O = C_fCft1---C—1C0,C1C2 .. .Cp ... (D)

opuszczajac indeks p w przypadku p = 10. Rozwiniecie (37) nazywamy
wlasciwym, jezeli
cn<p—1

dla nieskonczenie wielu n,
niewtasciwym, jezeli zachodzi sytuacja przeciwna tzn. jezeli istnieje takie ng, ze

cn=p—1
dla n > ng.

Twierdzenie 10. Dowolna liczba rzeczywista o > 0 ma jednoznacznie okreslone rozwi-
niecie wtasciwe (37), przy czym

(39) cn = [p"a] —p[p""ta] (n€{—k,...,—1,0} UN).

DOWOD. Dowdd zaczniemy od przypadku, gdy « € (0,1). W rozwinieciu (37) mogg,
wowczas wystepowacé jedynie ujemne potegi podstawy p, inaczej méwiac musi by¢

C—g =C_pg1=-"-=cCc_1=co=0.
Gdyby bowiem bylo c_; # 0 dla pewnego j € {0,1,...,k}, to z (37) wynikaloby
o> c_jpj >1

wbrew zalozeniu. Wobec tego szukane rozwiniecie liczby a ma postac

c
n=1 pn
Zauwazmy, ze zgodnie ze wzorem (7) dla ¢ = 1—17
0 D 1
(10) I R

a stad wynika natychmiast
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Lemat 1. Dla dowolnych 0 < d,, < p — 1 zachodzi nieréwnosé

(41) Z

przy czym rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy

| S

(42) d,=p—1 dla neIN.

DOWOD LEMATU. Zalézmy, ze warunek (42) nie jest spelniony, istnieje zatem takie
k € N, ze

di, <p-—1.
W oparciu o (40) dostajemy wéwczas
o o0 o
dy, 1 d
n n
I
n=1 n=1,n#k n=1,n#k
[e.0] 1 B
D2 o=
co oznacza, ze w (41) mamy nieréwnosé ostra, <. O

Udowodnimy jeszcze

Lemat 2. Zalézmy, ze d,, (n € IN) sq liczbami catkowitymi spelniajgcymi warunek
0 S dn S b— 17

przy czym nierownosé ostra
do, <p—1

spetniona jest dla nieskornczenie wielu n. Wowczas oznaczajac

(43) Z

mamy

| S

(44) dn = [p"z] — p[p" 'z] (n € IN).

DOWOD LEMATU. Zbieznoéé szeregu po prawej stronie (43) zostala wykazana w dowodzie
lematu 1. Dla dowolnie ustalonego n € IN mamy

=d
pnm:pn—1d1+pn—2d2+,_.+dn+z ;L);}-’r
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W szeregu po prawej stronie nieréwnosc
dn+r <p-— 1

zachodzi dla nieskonczenie wielu r, zatem zgodnie z lematem 1 jego suma lezy w przedziale
[0,1). Wobec tego

(45) [p"a] = p" di +p" 2da + -+ - + di,
co po zamianie n na n — 1 daje
n—1 _ . n—2 n—3 ..
[p 37] =p dy +p do + +dy_1

a z ostatnich dwéch réwnosci wynika (44) dla n > 2. Dla n = 1 mamy z (45)

zas
[.T] =0,

gdyz na mocy lematu 1 mamy 0 < z < 1. Zatem wzér (44) jest prawdziwy réwniez dla
n = 1. U

Z lematu 2 wynika, ze jezeli istnieje rozwiniecia wlasciwe (37’) liczby «, to jego wsp6l-
czynniki ¢, sa okreslone jednoznacznie wzorami (39). Pozostaje do wykazania, ze takie

rozwiniecie istnieje. Zauwazmy, ze jezeli liczby ¢, s okreslone wzorami (39), to k-ta suma
czedciowa szeregu po prawej stronie (37’) ma postaé

&:@M+<WM_@M>+W+<WM_@“MD’

P p? P pF pk-t

czyli po redukcji
Sk =

Poniewaz dla dowolnego x € IR mamy
0<z—-[z]<1,

wiec
r—1<[z] <z

Przyjmujac z = p*o dostajemy stad
1

(46) Of——k<SkSa,
b

przy czym
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Z nieréwnosci (46) wynika na mocy twierdzenia o trzech ciagach

lim Sk = Q.
k—oo

OkazaliSmy wiec, ze réwnos$é (37°) jest prawdziwa, jezeli liczby ¢, sa okreslone wzorem
(39). Ponadto z tozsamosci

@] —m=[z—m] (z€R,m catkowite)
wynika, 7e
(47) Cn = [p"a = p[p" ] = [pf]
gdzie
(48) 0<B=p"la—[p" o] <1,

Z (47), (48) wynika, ze liczby ¢, sa calkowite i speliaja warunek (38). Zatem (37’) jest
rozwinieciem liczby « przy podstawie p.

Pozostaje do wykazania, ze jest to rozwiniecie wlasciwe. Przypusémy, ze tak nie jest.
Istnieje zatem liczba k € IN taka, ze

(49) ck<p—1, ¢, =p—1 dla n>k

a zatem rozwiniecie (37’) ma postaé

C1 C2 Ck
50 a=24+ 24 r g
(50) p P pF
gdzie
1
Se=@-1) ) o
n=k+1
Z réwnosci (40) dostajemy
g _p-1 1 1
k= =
P p-1 pk
réwnoéé (50) moze byé wiec zapisana w postaci
1 | C2 Ck—1  Ck
51 =4 =t >
(51) p | pk ph—1 Tk

gdzie wobec (49)
0<Gr=cp+1<p—1.

Rozwiniecie (51) liczby « spekia zalozenia lematu 2, zatem musi by¢

&k = [p"e] — p[p* o,
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a to oznacza, ze
ck =cp+1=cg,

co daje sprzecznosc.

Dow6d twierdzenia jest zakoriczony w przypadku « € (0,1). Jezeli a > 1, to podobnie
jak w punkcie 5 okazujemy, ze istnieje k € IN U {0} dla ktérego speliona jest nieréwnosé

(52) p* <a<phth
Przyjmujac

«
(53) B = F

wnioskujemy z nieréwnosci (52), ze 8 € (0,1), ma zatem rozwiniecie wlasciwe

gdzie
(55) b = [p"B] —plp" " 'B] (n€NN).

Z (53), (54) wynika

oo b,
(56) a:blpk—}—b2pk_1 ++bkp+bk+1 _l_z%

r=1
Zgodnie z (53), (55)

n—k—1 n—k—2

b, = [p al —plp al =c¢ (re{-k,...,—1,0} UN)

gdzie liczby ¢, sa, okreslone wzorami (39). Réwnosé (56) zapisana w postaci

(o0
C.
a:c_kpk+---+c_1p+co+zp—:

r=1
daje szukane rozwiniecie wlasciwe liczby a. Dowdd twierdzenia jest zakonczony. .

Uwaga. W punkcie 5 podaliS$my regute rachunkowga pozwalajaca, obliczy¢ wspdlczynniki
a; w przedstawieniu (26) liczby naturalnej m. Zauwazmy, ze obliczajac wspélczynniki ¢y,
ze wzoru (39) dla a = m i korzystajac z przedstawienia (26) dostajemy

j =

akpk+...+ajpj _ akpk+...+aj+1pj+1
pj p pj+1
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co po uproszczeniu drugiego utamka i redukcji daje
C_j; = ay (j:(],l,...,k).

Ponadto
cn = p"m —p(P" " tm) =0 (n € IN).

Zatem otrzymane w punkcie 5 rozwiniecie liczby m przy podstawie p jest jej rozwinigciem
wlasciwym, o ktérym mowa w twierdzeniu 10. Jak wida¢ rozwiniecie to jest skornczone i
nie zawiera poteg ujemnych podstawy p.

Przechodzac do rozwinie¢ niewlasciwych udowodnimy

Twierdzenie 11. Liczba rzeczywista o > 0 ma rozwiniecie niewtasSciwe wtedy i tylko
wtedy, gdy jej rozwiniecie wtasciwe jest skonczone.

DOWOD. Jak juz zauwazyliémy w dowodzie twierdzenia 10, do dowolnie ustalonej liczby
a > 1 mozna dobraé liczbe 8 € (0,1) okreslona, wzorem (53) (gdzie k jest wyznaczone
przez nieréwnosé¢ (52)), przy czym rozwiniecie wlasciwe (wzglednie niewlasciwe) liczby g
daje po pomnozeniu przez p**! rozwiniecie liczby o o tej samej wlasnosci. Wobec tego
dowdd twierdzenia mozemy ograniczyé do przypadku a € (0,1).

Zatézmy, ze (37’) jest rozwinieciem niewlasciwym i niech r bedzie najwiekszg liczba,
naturalng, taka, ze

cr<p-—1

(liczba taka istnieje, gdyz w przeciwnym razie z (37°), (40) wynikaloby, ze & = 1). Mamy
wowczas

P pop —p
a wiec zgodnie z (40)
_ 1
57) R =R
b b b

Poniewaz ¢, +1 < p, r6wnosé (57) daje skoriczone rozwiniecie wlasciwe liczby «. Naodwrét,
opierajac si¢ na wzorze (40) mozemy skoriczone rozwiniecie wlasciwe

c Cs
a=—1+---+p— (cs #0)

zapisa¢ w postaci

c cs — 1 -1
(58) a=Fqop 2oy S P
p p n=s+1 p
Poniewaz cs — 1 > 0, przedstawienie (58) daje rozwiniecie niewlasciwe liczby a. O

Powstaje pytanie, jakie liczby dodatnie maja skoriczone rozwiniecie wiasciwe. Prosta,
odpowiedz daje
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Twierdzenie 12. Liczba rzeczywista o > 0 ma skonczone rozwiniecie wlasciwe przy
podstawie p wtedy 1 tylko wtedy, gdy

(59) a=— (leN, reNuU{o}.

DOWOD. Jezeli o ma skoriczone rozwiniecie wlasciwe w ktérym wystepuja ujemne
potegi p, to po sprowadzeniu utamkéw do wspdlnego mienownika stwierdzamy, ze « jest
postaci (59) gdzie r € IN. Jezeli w rozwinieciu wlasciwym liczby o nie ma wyrazéw z
ujemnymi potegami p, to jest ona liczba naturalna, a wiec réwnosé (50) zachodzi przy
r=0.

Na odwrét, z (59) wynika, ze p"«a € IN dla n > r, zatem wzér (39) daje dlan > r

=p"a—p(" ta) =0.

Przykiad 12. Niech
125

1000

Zgodnie z twierdzeniem 12 liczba o ma przy podstawie p = 10 skonczone rozwiniecie
wlasdciwe

a =

(60) —1+2+5 =0,125
T 710102 " 108 e

Zgodnie ze wzorem (40)

- 9
103 N ZZ: Z;; 10°

zatem z (60) otrzymujemy rozwiniecie niewlasciwe liczby o

1
— =0,124999 . . ..
=107 102 102 103 * Z 100

Przyklad 13. Zgodnie z twierdzeniem 12 liczba
5

o= -

8
ma przy podstawie p = 2 skoriczone rozwiniecie wlasciwe. Ze wzoréw (39) dostajemy
ci=1, =0, c3=1, ¢,=0 dla n >4,
zatem rozwiniecie wlasciwe ma postac

1l 01012
2 " 23
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Zgodnie ze wzorem (40)

1 o1 21
———3227:22_8
n=1 s=4

a wiec rozwiniecie niewlasciwe ma postac

1 1
= — — =0,100111... (2).
[0 2+;23 9 ()

Przyklad 14. Zgodnie z twierdzeniem 12 liczba

ma skoriczone rozwiniecie wlasciwe przy podstawie p = 5. Ze wzoréw (39) mamy
ci=1, =2, ¢,=0 dla n>3,

zatem
1+ ! 0,12 (5)
o= — —_— = s
5 52

jest rozwinieciem wlasciwym. Zgodnie z (40)
Il o= 4 <=4
T E ol
n=1 s=3

zatem rozwiniecie niewlasciwe ma postac

—+—+Z =0,1144... (5)

7*. Rozwiniegcia liczb wymiernych. Zaczniemy od nastepujacego prostego lematu.
Lemat 3 (algorytm dzielenia). Niech p > 2 bedzie ustalong liczbg naturalng. Dla
dowolnych l,m € IN istniejq liczby a,r € INU {0} takie, Ze

(61) — =24 T

a
- , 0<r<m.
m p  pm

DOWOD. Wystarczy przyjacé
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wowczas

— =a+ q,
gdzie

0<q= pl —am 1
m

Oznaczajac

r=pl—am
dostajemy (61). O

Uwaga. Jezeli | < m, to z (62) wynika, ze
0<a<p-—1.

Liczbe r nazywamy resztq z dzielenia [ : m przy podstawie p.

Przy pomocy algorytmu dzielenia mozemy otrzymac rozwiniecie przy podstawie p dowol-
nej liczby wymiernej z przedziatu (0,1). Niech
w=— (l<m; I,meNN).
m
Oznaczajac a = a1, 7r = ry dostajemy zgodnie z lematem 3
a r

b pm

gdzie a; € {0,1,...,p— 1}, 0 < r; < m. Stosujac lemat 3 z zastapieniem [ przez ry
dostajemy przyjmujac r = 7o

no_9g T2
m p  pm
a stad 4 a ry
w=—4 =+ -,
p p* p’m
gdzie réwniez as € {0,1,...,p — 1}, 0 < ry < m. Opisane postepowanie mozemy konty-

nuowaé przyjmujac kolejno (zgodnie z lematem 3) dlan =1,2,...

(63) n _ OGnt1 + r"_‘H’
m p pm
gdzie
Pra
64 n =15
(64) i = (22

przy czym zachodza, nieréwnosci

(65) 0<apy1 <p-—-1, 0< rp, rpy1 <m.
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Jezeli r, = 0 dla pewnego k£ € IN, to stosujac kolejno wzory (63), (64) dostajemy a,, =
rn, = 0 dla n > k. Otrzymujemy woéwczas przedstawienie liczby w postaci

a a a
W=+ 4t
b p b
Jest to oczywiscie rozwiniecie wlasciwe liczby w przy podstawie p, z twierdzenia 10 wynika
wiec, ze a; = ¢; (j = 1,2,...,k), gdzie liczby c; sa okreslone wzorem (39). Jezeli

przeciwnie, wszystkie reszty r; sa dodatnie, to dla dowolnie ustalonego k£ € IN mamy
rozktad

a1 a9 Qg Tk
66 w = — —_— P -
(66) p+ﬁ+ +M+Mm
Poniewaz )
r
0< kk k
p*m p

po przejsciu do granicy w (66) przy k — oo dostajemy rozwiniecie

ooan
67 w— ’
(67) s

n=1

gdzie wspélczynniki a,, sa okreslone wzorami rekurencyjnymi (63), (64). Latwo okazaé, ze
(67) jest rozwinieciem wilasciwym. Przypu$émy bowiem, ze istnieje ¢ € IN takie, ze dla
n > g mamy a, = p — 1. Wéwczas (67) mozna zapisa¢ w postaci

(68) w=Y 45,

n=1 p”
gdzie
- 1
Sq - (p - 1) Z T’
n=q+1 p
a wiec wobec (40)
1

Poréwnujac (68), (69) z (66) dla k = ¢ dochodzimy do wniosku, ze

rq _ 1

pim  p?’
€O 0ZNnacza, ze

Tg=m

wbrew drugiemu z warunkéw (65). Poniewaz rozwiniecie (67) jest rozwinieciem wlasciwym,
z twierdzenia 10 wynika
ap = Cp, (n € IN).

DoszliSmy w ten sposéb do twierdzenia
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Twierdzenie 13. Jezeli
l
w=— (l<m; I,melN)

to wspdtczynniki c,, rozwiniecia wlasciwego (37°) moga byé wyznaczone ze wzordw rekuren-
cyjnych

ro =1, oGt Tl
m D pm
Prn
(70) Cny1 =[]
(n € IN)

przy czym ry, € {0,1,...,m — 1} dla kazdego n.
]

Moéwimy, ze rozwiniecie wlasciwe (37) liczby rzeczywistej a > 0 jest okresowe, jezeli
istnieja, liczby s € {—k,...,—1,0} UIN oraz ¢t € IN takie, ze ¢, = cpyt dla n > s.
Rozwiniecie to bedziemy zapisywaé¢ w postaci

O = C_fCfq1+--C1C0yC1-..C5_1[CsCs41 -+ -Cstt—1] (D)

opuszczajac wskaznik p, gdy p = 10.

Twierdzenie 14. Niech p > 2 bedzie dowolnie ustalona liczbg naturalng. Liczba rzeczy-
wista o > 0 jest wymierna wtedy 1 tylko wtedy, gdy ma okresowe rozwiniecie wlasciwe przy
podstawie p.

DOWOD. Jezeli a € IN to, jak wynika z dowodu twierdzenia 12, o ma skoriczone
rozwiniecie wlasciwe w ktérym ¢, = 0 dla n € IN. Takie rozwiniecie jest oczywiscie
okresowe.

Dowolna, liczbe @ > 0 nie bedacg liczba naturalna mozna przedstawi¢ w postaci

a=a]+p (0<p<1

przy czym
1° « jest liczba, wymierna wtedy i tylko wtedy, gdy 3 jest liczba wymierna,
29 rozwiniecie wlasciwe liczby a jest okresowe wtedy i tylko wtedy, gdy rozwiniecie
wlasciwe liczby [ ma te wlasnos¢.
Wobec tego mozemy przeprowadzi¢ dowdd twierdzenia zakladajac, ze a € (0,1) oraz ze
rozwiniecie wlasciwe liczby « jest nieskonczone.
Zalézmy, ze jest to rozwiniecie okresowe. Zgodnie z twierdzeniem 5 mozemy w szeregu
polaczy¢ wyrazy nawiasami otrzymujac

Cs+1 Cs4t—1 Cg Cs+1 Cstt—1
s+1 et S t—l) ( +-
et pst

pott | pstetl ' ps+2t—1) +---

(71) (,L’:CV1+(]%+
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gdzie
s—1
Cn
] = —.
Y3
n=1 p
Oznaczajac
- Cs Cs+1 Cs+t—1
;= : , T .
ps—l-yt ps+gt+1 ps—l—gt—l-t 1
mozemy (71) zapisa¢ krécej w postaci
o0
(72) a:a1+25j.
=0
Zauwazmy, ze
d Cs+1 Cstt—1
§j = —— d:CS+ s+ +. +S+

ps—I—jt’

i wobec tego z (72) dostajemy
d o= 1
a=ot =
e

czyli w oparciu o wzér (7) dla ¢ = %

P
¢
— a b
a=aq1+ 1= pt’
a to oznacza, ze a jest liczba, wymierna,
Zalézmy teraz, ze
l
(73) a=— (l<m; I,meN).

W celu otrzymania rozwiniecia mozemy zastosowaé algorytm dzielenia, co doprowadza
do wzoréw rekurencyjnych (70) wiazacych cyfry rozwiniecia c, i reszty z dzielenia r,.
Poniewaz reszty te sg liczbami calkowitymi przyjmujacymi wartosci {0,1,...,m — 1}, w
ciagu {ro,71,..., "y} musza wystepowaé¢ co najmniej dwie liczby réwne. Istnieja zatem
liczby s,t € IN takie, ze

(74) Ts = Tsit (0<s<s+t<m).

Oznaczajac
— e [ PT
f(z) =pz—m]| m]

dostajemy ze wzoréw (70)
Tnt1 = f(rn) (n € IN).
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Teraz juz tatwo udowodni¢ metoda indukcji, ze
(75) Tnit =7Tn dla n>s.

Istotnie, dla n = s réwnos¢ (75) jest prawdziwa na mocy (74). Zakladajac, ze warunek
(75) jest spemiony dla pewnego n otrzymujemy po zastapieniu n przez n + 1

Tn4t+1 = f(Tn+t) = f(Tn) = Tn41

co konczy dow6d indukcyjny. Warunek (75) zastosowany do ostatniego ze wzoréw (70)
daje

_ [prn+t] [im"n]

= Cp+1
m +

Cn+1+t

a to oznacza, ze
Cn+t =Cn dla n>s+1.

Zatem liczba o postaci (73) ma okresowe rozwiniecie wlasciwe przy podstawie p, co koniczy
dowdd. d

Uwaga. Wzory (70) pozwalajace wyznaczy¢ rozwiniecie przy podstawie p liczby wy-
miernej

w:i (l<m; I,meNN)
m

mozna zapisa¢ w innej (réwnowaznej) postaci dogodnej rachunkowo:

7"0=la

: _ P
(70) Cn+1 [ m ]a

T'n_|_1 =pro — an_|_1.

(n € IN)

Przyklad 15. Znajdziemy rozwiniecie dziesietne liczby

Zgodnie 7 twierdzeniem 14 liczba w ma rozwiniecie okresowe. Ze wzoréw (70’) dostajemy
kolejno

ro=95 ri=1, =3, r3=2, r4,=6, r5=4, rg=5=r19g

oraz
C1=7, 6221, C3=4, C4=2, 6528, 66:5, C7:7=C1

zatem 5
? =0, [714285].
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7 dowodu twierdzenia 14 wynika, ze okres rozwiniecia moze skladac si¢ conajwyzej zm =7
cyfr. W rzeczywistosci otrzymaliSémy rozwiniecie o okresie zawierajacym 6 cyfr, czyli o
jedna, mniej niz mozna bylo przewidywac.

Przyklad 16. Znajdziemy rozwiniecie przy podstawie p = 2 liczby

Zgodnie z twierdzeniem 14 rozwiniecie to jest okresowe o okresie zawierajacym co najwyzej
m = 3 cyfr. Ze wzoréw (70’) otrzymujemy kolejno

7"0:1, '1”1:2, 7'2:1:7‘0

oraz

Zatem

okres sklada sie z 2 cyfr.
Przyklad 17. Znajdziemy rozwiniecie przy podstawie p = 3 liczby

17

Ze wzor6éw (70’) dostajemy kolejno
T'0=17, 7"1=15, 7"229, rg =9=r9

oraz
c1=2, c2=2, c3=1=cy,

zatem rozwiniecie ma postac

17
15 = 0:2201 (3).

Na podstawie twierdzenia 14 mozna byto przewidywac, ze okres bedzie zawieral conajwyzej
m = 18 cyfr. Okazalo sie, ze okres ma tylko 1 cyfre.

Przyklad 18.Przedstawimy przy pomocy utamka liczbe o, ktdrej rozwiniecie dziesietne
(p = 10) ma postaé
o =0,1[123].

Uzywajac oznaczen wprowadzonych w dowodzie twierdzenia 14 mamy

o0
o= + E Sj,
§=0
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gdzie
1
RERRRTIX
1 2 3 _d
55 = 102+35 + 102+35+1 + 102+375+2 — 1(2+35°
2 3 123
d=1+—+—=—.
T10 102 T 100
Zatem

1+di1 1+123103
a=—+ — — ==t
10 102 = 103 10  10% 999
co daje ostatecznie

1122

oa=—
9990

Przykiad 19. Przedstawimy przy pomocy ulamka liczbe «, ktérej rozwiniecie przy
podstawie p = 2 ma postaé
a = 0,110[01] (2).
W oznaczeniach uzytych w dowodzie twierdzenia 14 mamy

1 1 0 3 0 1 1 1

M=FLTRT e T gamy Tom Ty
zatem
> 3 &1 3 1 4
a=etd =G 5= T E g
7=0 7=0
czyli
19
o= —.
24
Zadania.

1. Udowodni¢, ze
(e.e)
d o2m=1.
n=1

Poda¢ interpretacje geometryczng na osi liczbowej.

2. Znalez¢ sumy szeregOw

oo o
a.) Z e V2, b.) e+e’+e+ Z e 2
n=0

n=>5
o0
c.) E 573",
n=1
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3. Dla jakich x zbiezny jest szereg

a.) Zem b.) Zx"(l—x").

W przypadku zbieznosci znalezé jego sume.
Wskazéwka. W punkcie b.) rozwazy¢ przypadki 1° |z| <1, 20z =41, 3%|z| > 1.

4. 7Znalez¢ wzor na k-ta sume czesciowa i obliczy¢ sume szeregu o wyrazie ogélnym

1 1

R e AR T ey VS s

n(n+2)’

¢) a,=log(l— %) (n>2).

5. Poda¢ wzor okreslajacy ogdlny wyraz kazdego z podanych szeregéw:

3 5 7 9
a.) 12_22+22,32+32_42+42_52+"'
by Bi7Lt 0 )
S 13T E T T
- 24 8T L 4-10 513
. e — (9] P
©) 0BT T8, 1y T %% 3 3 T % g

Ktoére z tych szeregow sa, zbiezne? W przypadku zbieznosci znalezé sume szeregu, badajac
ciag sum czesciowych.
6. Udowodni¢ nastepujace
Kryterium poréwnawcze rozbieznos$ci. Jezeli dla n > ngy (gdzie ng € IN) zachodzi
nieréwnosé

an > b, >0

1 szereq

jest rozbiezny, to rowniez szereq

jest rozbiezny.

Wskazowka. Oprzeé sie na twierdzeniu 6.
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7. Zbadac zbiezno$¢ szeregéw o nastepujacym wyrazie ogélnym

cos(ni) 1
a.) Ap = T, b) Ap = 7’],—577"
Yn 1,
- n — ) d. n — 2;
c.) a n ) a n\/i
n 1
e.) ap= _ﬁ, f) an,=

3

=
S
S

-

V1
g) an=—5, h.) apn, = .
n vn+3

Wskazéwka. Wykorzystaé twierdzenie 7 i zadanie 6.

8. Udowodni¢, ze ze zbieznosci szeregu o wyrazie ogélnym a,, > 0 wynika zbieznosé¢ szeregu

o wyrazie ogélnym a?. Czy twierdzenie odwrotne jest prawdziwe?
9. Udowodnié, ze szereg utworzony z odwrotnosci wyrazéw ciagu arytmetycznego jest
rozbiezny.

Wskazéwka. Oprzeé sie na zadaniu 6.

10. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu o wyrazie ogélnym a,,, jezeli

) 1 (n+1\" b) 1
a.) ap, = — ) Gy = —,
" p2 n ’ {Ynn + 27
Yn 1+ n?
) a, =log Y IN: k.n > 2 ) a, =1 ,
c.) a og%_l (k€ N;k,n > 2), d) a i
1 1
) a, = Cn>2 £) a, =log(l+ -).
e.) a logn n > ) a og( +n)

Wskazéwka. Zastosowaé twierdzenie 7 i zadanie 6. W punktach c.) - f.) oprze¢ sie na
nieréwnosci (63) rozdz. III §4.

11. Udowodni¢ zbiezno$¢ szeregu o wyrazie ogdlnym

B 1
" Glognyesn (=2

Wskazoéwka. Najpierw udowodni¢ réwnosé
lo loglo
(logn)®8™ = n'°8 798",
nastepnie skorzysta¢ z twierdzenia 7.

12. Udowodni¢, ze ze zbieznodci szeregu o wyrazie ogélnym a,, > 0 wynika zbieznos¢
szeregow

oo oo

vV an
E VOen Qp41, E n
n=1 n=1
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Wskazéwka. Najpierw udowodni¢ nieréwnosé

b
\/%s“; (a, b>0),

nastepnie zastosowac¢ twierdzenie 7.

13. Udowodni¢, ze ze zbieznosci szeregu o wyrazie ogélnym a,, > 0 wynika zbieznos¢
szeregu

Z On (a € R).

1+ay

14. Udowodni¢ rozbieznosé szeregu

oo

an . 1 gdy n#2F,
Z;, gdzie a, =

_ 9ok
= -1 gdy n=2%
Wskazowka. Oznaczajac

Y S 1 1
k= 2k—1 1 1 2k—1 4 9 k=1 4 9k—1 _ 1 L
oszacowaé z dolu wyrazenie Ay a nastepnie sume czesciowa, Sox.

15. W przedziale (0, 1] rozwazmy funkcje przedziatami liniowa,

1
— by, — la — <zp<-— N
f(x) =b, —nz dla n+1<x_n (n € IN)

przy czym ciag {b,} okredlony jest wzorem rekurencyjnym

1
bn—‘rl = bn+ —

1 by = 1.
Udowodnié, ze funkcja f

a.) jest ciagla w przedziale (0, 1],

b.) nie jest jednostajnie ciagla w tym przedziale.
Zbada¢ jej rézniczkowalno$é i naszkicowaé wykres.
Wskazéwka. W punkcie b.) zauwazyé, ze

1 1 1
D Gy =

n+p+1

i wobec tego réznica miedzy najwieksza i najmniejsza wartoscia funkcji f w przedziale
[n+;+1’ =] wynosi

1 1
A0+A1++Ap:

1
ntl nr2 T

n+p+1
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Nastepnie ustali¢ liczbe n i dobra¢ odpowiednio liczbe p korzystajac z rozbieznosci szeregu
harmonicznego.

16*. Znalezé rozwiniecie przy podstawie p liczby naturalnej m gdy

a.) p=2; m=235 m=49, m =57,
b.) p=3; m=21, m=39, m=72.

7
a.) p=2, a:3—2;

39
b) p:4, o = @,

275
C.) P = ].0, o = m

18%*. Znalezé rozwiniecie przy podstawie p liczby wymiernej w gdy

5

. =10, = -
a.) p w G
4

b :23 o
) P W=z
153

=5 =

c.) p=25, =00

19*. Liczba « ma przy podstawie p rozwiniecie

10, a=1,27323232. ..
10, a = 0,135010305001003005 . ..
2 a =10,101001000100001... (2)
=2, a =10,1110101010... (2)
)
)

o o

)

)
)
)
)
£)

o o

a = 0,123401020304001002003004 . . . (5)
o = 4,1234343434 ... (5)

@

Ktére z podanych liczb o sa wymierne? Przedstawic te liczby przy pomocy utamka.

20. Przedstawi¢ w postaci utamka liczbe w majaca rozwiniecie dziesietne

a.) w=0,272727..., b.) w=1,351351351...,
mnozac obie strony réwnosci przez odpowiednia, potege 10 i rozumujac podobnie, jak w
Przykladzie 9 (ii).
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21. Liczba w ma rozwiniecie okresowe
a.) w=0,cicacica¢1C9 - - . (p),
b.) w=0,ci1c2...cic1C2 ... ciC1C - - -Ct - - . (D).
Przedstawic¢ liczbe w w postaci ulamka, stosujac metode podang w zadaniu 20
(i) dla p = 10,
(ii) dla dowolnego p € IN, p > 2.

22. Zal6ézmy, ze szeregi

o o0
E a”fl) E bn
n=1 n=1

sq, zbiezne 1 ze zachodza nieréwnosci
(i) a, < b, dlan € N,
(ii) ap, < by, dla pewnego ng € IN.
Udowodni¢, ze wéwczas
oo
2 on

||M8



