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§2. Aksjomat kresu i jego konsekwencje.

1. Zbiory ograniczone. Kres gérny i dolny zbioru. Méwimy, ze zbiér A C IR
jest ograniczony z dotu, jezeli istnieje taka liczba rzeczywista p, ze dla wszystkich a € A
zachodzi nieré6wnosé

(1) p<a.

Liczbe p nazywamy ograniczeniem dolnym zbioru A. Sens geometryczny podanej definicji
jest jasny - zbidr A interpretowany na osi liczbowej zawiera sie w potprostej, ktérej lewym
koricem jest punkt p (proponujemy Czytelnikowi zrobienie rysunku).

Analogicznie méwimy, ze zbiér A C IR jest ograniczony z gory, jezeli istnieje taka liczba
rzeczywista P, ze

(2) a<P

dla wszystkich a € A. Liczbe P nazywamy ograniczeniem gdérnym zbioru A. Zbiér A
interpretowany na osi liczbowej jest wowczas zawarty w polprostej, ktorej prawym koncem
jest punkt P.

Zbiér A C R jest ograniczony jezeli jest ograniczony z dotu i z goéry, to znaczy jezeli
istniejg takie liczby rzeczywiste p, P, ze

(3) p<a<P

dla wszystkich a € A. Geometrycznie oznacza to, ze zbiér A interpretowany na osi
liczbowej zawiera sie w odcinku o koncach p, P.

Nie zmniejszajac ogdlnosci mozemy zalozyé, ze przedzial [p, P] zostal zastapiony prze-
dzialem wiekszym, symetrycznym wzgledem poczatku ukladu wspétrzednych. Dlatego
definicja zbioru ograniczonego moze by¢ rowniez sformutowana nastepujaco:

7Zbior A nazywamy ograniczonym, jezeli istnieje taka liczba dodatnia @), ze

(4) o] <@

dla wszystkich a € A.

Oczywiscie kazdy zbiér ograniczony z gory ma nieskonczenie wiele ograniczen gérnych -
nier6wnos¢ (2) pozostanie stuszna jezeli liczbe P zastapimy przez P+r gdzie r jest dowolna
liczba, dodatnia. Podobnie zbidr ograniczony z dolu ma nieskoriczenie wiele ograniczen
dolnych, gdyz nieréwnosé¢ (1) pozostaje prawdziwa po zastapieniu p przez p — r.

Niech A C IR bedzie zbiorem ograniczonym z géry. Najmniejsze z jego ograniczen
gérnych nazywamy kresem gornym zbioru A i oznaczamy sup A. Liczba

M = sup A
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(czytamy: supremum A) ma wiec nastepujace wlasnosci:
(i) dla dowolnego a € A zachodzi nieréwnosé

a< M

(liczba M jest wiec ograniczeniem gérnym zbioru A),
(ii) dla dowolnej liczby M’ < M mozna znalezé¢ taka liczbe a’ € A, 7e

M < d
(zatem kazda liczba mniejsza od M nie jest juz ograniczeniem gérnym zbioru A).

Podana definicje kresu gornego mozna sformutowaé w sposéb réwnowazny nastepujaco:

Liczba M jest kresem gdrnym zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy spelmione sa, warunki
(supl) dla dowolnego a € A zachodzi nieréwnosé

(5) a<M,
(sup2) dla dowolnego € > 0 istnieje a. € A takie, ze

(6) M —¢ < a..

Jezeli A C IR jest zbiorem ograniczonym z dotu, to zupelhie podobnie mozemy zdefinio-
waé jego kres dolny - nalezy tylko w podanych definicjach zmieni¢ kierunek nieréwnosci.
A wiec kresem dolnym zbioru A (oznaczamy inf A, czytamy: infimum A) nazywamy
najwieksze z jego ograniczen dolnych. Zatem liczba

m = inf A

ma nastepujace wlasnosci:
(i) dla dowolnego a € A zachodzi nieréwnosé

m<a

(liczba m jest ograniczeniem dolnym zbioru A),
(ii) dla dowolnej liczby m’ > m mozna znalezé taka liczbe a’ € A, 7e

a < m

(zadna liczba wieksza od m nie jest ograniczeniem dolnym zbioru A). A oto réwnowazne
sformulowanie podanej definicji:
Liczba m jest kresem dolnym zbioru A wtedy i tylko wtedy gdy spehione sa warunki
(infl) dla dowolnego a € A zachodzi nier6wnosé

(7) m < a,
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(inf2) do dowolnego € > 0 istnieje taka liczba a. € A, ze

(8) as < m+e.

2. Aksjomat kresu. Zdefiniowaliémy kres gérny ograniczonego z géry zbioru A C IR
jako liczbe najmniejsza, w zbiorze wszystkich jego ograniczen gérnych. Nie jest jednak
rzecza, oczywista, ze taka liczba istnieje, gdyz bardzo latwo podaé¢ przykilady zbioréw nie
majacych liczby najmniejsze;.

Przyklad. W przedziale otwartym IP = (0, 1) nie ma ani liczby najmniejszej ani liczby
najwiekszej. Jezeli bowiem c € IP, to

c+1

c
0< B <c< < 1,
a wiec do kazdej liczby z przedziatu IP istnieja, liczby wieksza i mniejsza, rowniez nalezace
do tego przedzialu.

Istnienie kresu gérnego dowolnego zbioru liczb rzeczywistych ograniczonego z goéry
gwarantuje aksjomat kresu zapowiedziany w §1. Sformulujemy go nastepujaco:

(14a) Kazdy niepusty zbiér A C IR ograniczony z géry ma w zbiorze liczb rzeczywistych
kres gérny.

Jak juz zauwazyliémy, w aksjomatach (la) - (13a) sformutowane sa wlasnosci liczb
rzeczywistych dobrze znane ze szkolnej praktyki rachunkowej. Wszystkie te wlasnosci
maja, w szczegllnosci liczby wymierne. Inaczej przedstawia sie sprawa w przypadku
sformulowanego przed chwilg aksjomatu (14a). Zastepujac w nim zbiér liczb rzeczywistych
IR przez zbior wszystkich liczb wymiernych W otrzymalibyémy twierdzenie falszywe, jak
wskazuje nastepujacy prosty przykiad:

Niech A bedzie zbiorem przyblizen dziesietnych z niedomiarem liczby /2
(w §1 punkt 9 udowodnili$my, ze jest to liczba niewymierna). Zbiér A C W jest ogranic-
zony z géry (ograniczeniem gérnym jest /2) natomiast nie zawiera on liczby najwigkszej,
gdyz do kazdego przyblizenia dziesietnego z niedomiarem mozna znalez¢ przyblizenie z
niedomiarem zawierajace o jedng liczbe po przecinku wiecej, a wiec wieksze od poprzed-
niego.

W aksjomacie kresu sformulowana jest wiec pewna nowa wilasnosé zbioru liczb rzeczy-
wistych IR ktéra odréznia go w istotny sposéb od zbioru wszystkich liczb
wymiernych W.

3. Wiasnosci kresu goérnego i dolnego zbioru. Dla dowolnego zbioru A C R
przyjmiemy oznaczenie
—A={zxeR:z=—a, ac A}

Latwo sprawdzic¢ ze
(s1) zbiér A jest ograniczony z goéry (z dotu) wtedy i tylko wtedy gdy zbiér —A jest
ograniczony z dotu (z géry),
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(s2) jezeli A jest ograniczony z géry i sup A = M, to inf(—A) = —M,

(s3) jezeli A jest ograniczony z dotu i inf A = m, to sup(—A4) = —m.
Dla przykladu udowodnimy stwierdzenie (s2). Z warunku (supl) otrzymujemy dla dowol-
negoa € A

-M < —a
zatem —M jest ograniczeniem dolnym zbioru —A. Z warunku (sup2) wynika ze do dowol-
nego € > 0 istnieje a. € A takie, ze

—a. < —M + €.

Zatem liczba -M spelnia oba warunki (infl), (inf2) z zastapieniem A przez —A, jest wiec
kresem dolnym zbioru —A. Dowody stwierdzen (s1), (s3) pozostawiamy Czytelnikowi jako
¢wiczenie.

Z aksjomatu kresu (14a) i ze stwierdzen (s1) (s2) wynika natychmiast

Twierdzenie 1. Kazdy niepusty zbior A C IR ograniczony z dotu ma w zbiorze liczb
rzeczywistych kres dolny.

DOWOD. Wobec (s1) zbiér —A jest ograniczony z géry, zatem na mocy aksjomatu kresu
ma w zbiorze IR kres gérny M. Ze stwierdzenia (s2) wynika, ze liczba —M jest kresem
dolnym zbioru —(—A) = A. O

7 przyjetych definicji wynika, ze zbiér A C IR nie jest ograniczony z gory, jezeli zadna
liczba rzeczywista nie jest jego ograniczeniem gérnym. Oznacza to, ze do dowolnej liczby
rzeczywistej P mozna dobrac liczbe ap € A taka, ze

ap > P.

Przyjmiemy w takim przypadku, ze
sup A = oo.

Podobnie, zbiér A C IR nie jest ograniczony z dotu, jezeli nie ma on zadnego ograniczenia
dolnego, co mozna sformulowaé inaczej nastepujaco: do dowolnej liczby rzeczywistej p
mozna dobraé liczbe a, € A taka, ze

ap < p.

W tym przypadku przyjmiemy, ze
inf A = —o0.

Udowodnimy teraz
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Twierdzenie 2 (zasada Archimedesa). ! Do dowolnej liczby rzeczywistej r mozina
dobraé liczbe naturalng wiekszq od niej.

DOWOD. Przeprowadzimy dowdd przez sprowadzenie do niedorzecznosci. Nalezy okazaé,
ze zbidr liczb naturalnych IN nie jest ograniczony z géry. Przypusémy, ze jest to nieprawda,
woéwczas na mocy aksjomatu kresu istnieje liczba M = supIN. Na mocy warunku (supl)
dla dowolnego n € IN zachodzi

n <M.

Zastepujac w tej nierdwnosci n przez n + 1 dostajemy
n<M-1

dla dowolnej liczby naturalnej n. Wynika stad ze liczba M — 1 jest ograniczeniem gérnym
zbioru IN, co przeczy definicji kresu gérnego. U

4. Zasada Dedekinda.? Niech A, B beda takimi niepustymi zbiorami liczb rzeczy-
wistych, ze

9) R =AUB

Rozklad zbioru IR okreslony wzorem (9) nazywamy przekrojem, jezeli ma nastepujace wlas-
nosci:

(1p) zbiory A, B nie maja elementéw wspdlnych,

(2p) dla dowolnych liczb a € A,b € B zachodzi nieréwnosé

a < b.

Zachodzi

Twierdzenie 3 (zasada Dedekinda). Jezeli rozktad (9) jest przekrojem, to zachodzi
doktadnie jedna z dwoch mozliwosci:

(i) w zbiorze A istnieje liczba najwigksza,

(ii) w zbiorze B istnieje liczba najmniejsza.

DOWOD. Okazemy najpierw, ze warunki (i), (ii) nie mogg by¢ spelnione jednoczesnie.
Gdyby bowiem tak byto, to istnialaby liczba M; najwieksza w zbiorze A oraz liczba M,

I Archimedes (287 - 212 p.n.e.), urodzony w Syrakuzach, jeden z najwybitniejszych uczonych starozyt-
nosci. Zajmowal sie obliczaniem powierzchni figur plaskich i objetosci bryl, podal oszacowanie liczby n, byt
twodrcy, statyki i hydrostatyki oraz wynalazca urzadzen mechanicznych. Rozwinat i udoskonalil stworzona,
przez Eudoksosa metode wyczerpywania.

2Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831 - 1916), urodzony w Brunszwiku, w 1852 r. obronil prace
doktorska, z rachunku catkowego (promotorem byt F. Gauss), byl profesorem na uniwersytecie w Getyndze
a potem na politechnice w Zurichu i w Brunszwiku. Z nazwiskiem Dedekinda zwiazane sa: podana
przez niego konstrukcja zbioru liczb rzeczywistych oraz pojecia wspélczesnej algebry (ciato, modutl, krata,
pierécienn Dedekinda).
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najmniejsza w zbiorze B. Z warunku (2p) wynikalaby wéwczas nieréwnosé M; < Ma,
wobec czego przyjmujac

1
My = §(M1 + M)

mielibysmy
M, < M() < M.

7 definicji liczb My, M5y wynikaloby zatem, ze liczba M| nie nalezy do zadnego ze zbioréw
A, B - co jest sprzeczne z warunkiem (9).

Udowodnimy teraz, ze jeden z warunkéw (i), (ii) jest zawsze spelniony.Wobec warunku
(2p) zbidr A jest ograniczony z goéry, zatem na mocy aksjomatu kresu istnieje liczba M =
sup A. Z warunku (supl) wynika

(10) a< M
dla dowolnego a € A. Podobnie dla dowolnego b € B mamy
(11) M <b.
Przypusémy bowiem, ze istnieje liczba b € B spelniajaca nier6wnosé przeciwna,
b< M,
wowczas zgodnie z (2p) mamy dla dowolnego a € A
a<b< M.

Zatem liczba b jest ograniczeniem gérnym zbioru A mniejszym od M, co przeczy definicji
kresu gérnego. Na mocy (1p) zachodzi dokladnie jedna z dwéch mozliwosci: albo M € A
albo M € B. W pierwszym przypadku z (10) wynika ze liczba M jest najwieksza w zbiorze
A, w drugim przypadku wobec (11) liczba M jest najmniejsza w zbiorze B. O

5. Funkcja cze$¢ catkowita (entier). Dla danej liczby rzeczywistej « symbolem [x]
(czytamy: cze$é catkowita x, bywa réwniez uzywany francuski termin entier x) oznaczamy
najwieksza liczbe catkowita m spelniajaca nier6wnosé

(12) m < .

-+ -+ [~

Z definicji liczby [z] = k wynika natychmiast nieréwnosé

Dla przykladu:

k<zxz<k+1.

Jezeli narysujemy o$ liczbowa, zaznaczajac na niej liczby caltkowite, to z rysunku widac¢ ze
zbiér IR daje sie przedstawié¢ jako suma rozlacznych przedzialéw postaci [m, m + 1) gdzie
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m € Z. Ustalona dowolnie liczba rzeczywista = lezy zatem w jednym z tych przedzialow,
przy czym jego lewy koniec ma wspélrzedna, [x].

Podana definicja liczby [z] moze nasuwaé watpliwosci. Zauwazmy, ze istnienie liczby
najwiekszej w danym zbiorze liczbowym (w naszym przypadku w zbiorze liczb catkowitych
k spemiajacych nieréwnos$é (12)) nie jest bynajmniej oczywiste. Latwo przeciez podaé
przyktad zbioru nie majacego tej wltasnosci, na przyklad w przedziale (0,1) nie istnieje
liczba najwieksza. Opierajac sie na aksjomacie kresu udowodnimy, ze przyjeta przez nas
definicja liczby [x] jest poprawna.

Twierdzenie 4. W zbiorze A liczb calkowitych m spelniajacych warunek (12) istnieje
liczba najwieksza.

DOWOD. Zbiér A nie jest pusty. Gdyby bowiem dla dowolnej liczby calkowitej m
zachodzita nier6wnos¢ m > =z, to przyjmujac m = —n, n € IN otrzymaliby$my jako
wniosek

n<—x

dla dowolnego n naturalnego, co byloby sprzeczne z zasada Archimedesa (twierdzenie 2).
Poniewaz z definicji zbiér A jest ograniczony z géry, na mocy aksjomatu (14a) istnieje liczba
rzeczywista k = sup A. Przypus$émy teraz, ze w zbiorze A nie istnieje liczba najwieksza.
Wobec tego k ¢ A a ponadto z definicji kresu gornego wynika istnienie takiej liczby mq € A,
7€

k—1<mq <k.

Poniewaz zalozyliSmy ze w A nie ma liczby najwiekszej, zatem istnieje z kolei liczba ms € A
spelniajaca nieréwnosé

(13) k—1<mig <mg<k.
Z (13) wynika ze liczba calkowita mg — m; spelnia nieréwnosé

0<mg—mp <1,

z ktorej wynika, ze mo — m jest liczba naturalng. Jest to jednak niemozliwe. Na mocy
definicji bowiem zbiér IN jest najmniejszym zbiorem induktywnym zawiarajacym liczbe 1,
nie moze wigc naleze¢ do niego zadna liczba z przedziatu (0, 1). O

6. Liniowa gestos¢ zbioru liczb wymiernych. Niech a,b beda liczbami rzeczy-
wistymi, a < b. Przy pomocy funkcji cze$é catkowita tatwo skonstruowaé liczbe wymierna
w speliajacg nieréwnosé
(14) a<w<b.

Ustalajac mianowicie liczbe naturalng n oznaczmy [na] = k, wéwczas

k<na<k+1
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a zatem

k k+1
(15) —<a< i

n n
skad wynika, ze

kE+1 1
(16) R < -—.

n n
Obierzmy teraz liczbe naturalna n > (b — a)~! (jest to mozliwe na mocy zasady Archi-
k+1
medesa). Woéwczas z (15), (16) wynika, ze liczba w = i spelia nieréwnosé¢ (14).
n

Udowodnilismy wiec

Twierdzenie 5 (o liniowej gestosci zbioru liczb wymiernych). W kazdym przedziale
otwartym (a,b) C IR, (a < b) lezy co najmniej jedna liczba wymierna.

0

7. Istnienie pierwiastka arytmetycznego z liczby dodatniej. Niech a bedzie
liczba, rzeczywista dodatnia i niech & € IN. Przypomnijmy (por. §1 punkt9), ze
pierwiastkiem arytmetycznym stopnia k z liczby a nazywamy liczbe dodatnig b taka, ze
b = a. W dalszym ciagu przez pierwiastek stopnia k bedziemy zawsza rozumieli pier-
wiastek arytmetyczny, uzywajac oznaczenia

b= {/a

Iub
b=1a

gdy k = 2.

W §1 punkt 9 udowodniliémy, ze liczba v/2 jest niewymierna. Pierwiastek arytmetyczny
moze zatem nie istnie¢ w zbiorze liczb wymiernych. Okazemy teraz, ze w zbiorze liczb
rzeczywistych kazda liczba dodatnia ma dokladnie jeden pierwiastek arytmetyczny.

Twierdzenie 6. Niech k bedzie ustalong liczba naturalng. Do dowolnej liczby rzeczywistej
a > 0 istnieje w zbiorze IR doktadnie jedna liczba b > 0 taka, zZe

(17) v = a.

DOWOD. Liczba b, jezeli istnieje, jest jedyna. Przypu$émy bowiem, ze istnieja, dwie
rézne liczby dodatnie b; < bs 0 zadanej wilasnosci. 7Z reguly mnozenia wynika wowczas
b¥ < %, co przeczy réwnosci (17).

W dowodzie istnienia liczby b bedziemy korzystali z zasady Dedekinda (twierdzenie 3),
ktére jak wiemy jest konsekwencja aksjomatu kresu (14a), oraz z zasady Archimedesa
(twierdzenie 2). Dla uproszczenia rachunkéw przyjmiemy k = 3 (dla innych wartosci k
rozumowanie jest podobne). Dow6d rozbijemy na kilka punktéw.
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i) Niech

A= (-00,0lU{z: z>0,2°<a},
B={z:2>0,2%>al.

Z definicji widac¢ ze zbiory A, B sa, rozlaczne oraz ze

(18) R=AUB.
ii) Zbiér A nie jest pusty na mocy definicji. Natomiast dla n € IN mamy

(a+n)®>a®+3a°n>a
jezeli obierzemy

S 0= a3
"= Tge2
wobec tego réwniez zbiér B nie jest pusty.

iii) Dla dowolnych z € A, y € B zachodzi nieréwnos¢é

z <y.

Jest to oczywiste gdy x < 0. Nieréwnos¢ ta zachodzi réwniez gdy obie liczby z, y sa
dodatnie, gdyz w przeciwnym wypadku mielibySmy z > y a wiec 22 > 33 > a wbrew
zalozeniu ze = € A.

iv) W zbiorze A istnieja liczby dodatnie, np. liczby postaci %, gdzie n € IN,n > %, dla
takich liczb zachodzi bowiem nieréwnosé¢

1
— <

< < a.
n3

S|

v) Z punktéw i) - iii) wynika, ze rozklad (18) jest przekrojem. Okazemy, ze do kazdej
liczby x € A mozna dobraé £ € A,z > z (czyli ze w zbiorze A nie istnieje liczba
najwieksza). Jezeli x < 0, to istnienie takiej liczby Z wynika z punktu iv). Zalézmy
wobec tego, ze x > 0. Mamy wéwczas

—~

1.4 5 32 3z 1
(.’L‘ + —) = + T + ﬁ + —3
<z + 'w(:v)’
n
gdzie
w(z) =3z> + 3z +1> 0.
Obierajac
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co jest mozliwe na mocy zasady Archimedesa (twierdzenie 2), otrzymujemy

Lis
—)" <a.
(a:+n) a

Za,tema_c:m+%EA.

vi) Z punktu v) wynika na mocy zasady Dedekinda (twierdzenie 3), ze w zbiorze B
istnieje liczba najmniejsza yg. Okazemy ze yo jest szukang liczbg b spelniajacag warunek
(17).

Przypusémy, ze tak nie jest, wobec tego musi by¢

yg’>a.

Okazemy, ze przy odpowiednim wyborze liczby n € IN zachodzi

1
(19) (%o~ ~)° > a.
n
Istotnie, mamy

1 3yt +1
(y0—5)3>y8’— K

a zatem nieréwnosé (19) jest spetniona dla

3y +1
Yo —a

wbrew zalozeniu, ze yo jest najmniejsza, liczba w zbiorze B. Musi byé zatem y3 = a, co
koniczy dowdd. O
o © ©

Zadania.

1. Znalez¢ kres gorny M < oo oraz kres dolny m > —oo nastepujacych zbiorow:
Ay ={n?:neN}
Ay={zcR:2z> + 2z -3 <0}
Az={reR:2* <z}
As={x €R:zsinz > 0} N [—4m, 27)
9 T 3
As={5—-n :nE]l\I}U[§,§7r)

AG:{:UE]R:x:sin(n?W),nEIN}.
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2. Udowodnié ze w zbiorze liczb wymiernych nalezacych do przedziatu (0,1) nie istnieje
liczba najwieksza ani liczba najmniejsza. Poréwnaé to stwierdzenie z aksjomatem kresu
(14a) i z twierdzeniem 1.

3. Naszkicowaé¢ wykres funkcji y = [z].

4. Udowodnié, ze \/n (n € IN) jest liczba, wymierna wtedy i tylko wtedy gdy n jest
kwadratem tzn. gdy n = p? gdzie p € IN.

Wskazowka. Oprzeé sie na twierdzeniu o jednoznacznym rozktadzie liczby naturalnej na
czynniki pierwsze (por. notka §1 punkt 9).

5. Udowodnié ze liczba vn? + 1 (n € IN) jest niewymierna.
Wskazéwka. Oprze¢ si¢ na zadaniu 4.

6.Udowodni¢ twierdzenie:
Do dowolnych liczb rzeczywistych a,b (a < b) istnieje liczba niewymierna c taka, Ze

a<c<hb.

Wskazéwka. Oprzeé si¢ na twierdzeniu o liniowej gestosci zbioru liczb wymiernych i wyko-
rzysta¢ zadanie 5.

7. Udowodni¢, ze jezeli dla kazdego ¢ > 0 spelniona jest nieréwnoéc¢
0<a<e

to a = 0.
Wskazowka. Zastosowaé twierdzenie 5.

8. Niech
A= (-00,0)U{l}, B=10,1)U(1,00).

Czy rozklad IR = AU B jest przekrojem?

9. Wykazaé, ze liczby wymierne a, b, ¢ spelniajace warunek
a+b/2+c¢V3=0

muszg, by¢ wszystkie réwne zeru.

10. Wykazaé, ze liczba av/2 + b</2, gdzie a,b s3 wymierne, jest wymierna jedynie dla
a=b=0.

11. Méwimy, ze liczba x daje sie wyrazi¢ wymiernie przez liczbe y, jezeli istnieja, wielomiany
w1y, we 0 wspolczynnikach wymiernych takie, ze
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Udowodni¢ ze
a.) V2 nie daje si¢ wyrazi¢ wymiernie przez /3,
b.) obie liczby v/2,v/3 daja, si¢ wyrazi¢ wymiernie przez v/2 + /3.

12. Udowodnié, ze dla dowolnie ustalonego a > 0 w zbiorze liczb rzeczywistych istnieja,
liczby /a oraz /a.
Wskazéwka. Przeprowadzi¢ rozumowanie podobne jak w dowodzie twierdzenia 6.

13. Znalez¢ wszystkie rozwiazania réwnania

| = [a].



