Geometria elementarna
Lista 2. Miara Jordana

1. Pokaz, ze jezeli X C Y sa mierzalne, to P(X) < P(Y).
2. Pokaz z definicji, ze nastepujace figury sa mierzalne i oblicz ich pola:

a) Odcinek

(a)

(b) Prostokat o bokach a oraz b

(¢) Tréjkat o podstawie a i wysokosci h
)

(d) Dywan Sierpinskiego.

Uwaga: skorzystaj z tego, ze pole jest addytywne oraz niezmiennicze na izometrie. Do przyblizen we-
wnetrznych mozna skorzystac ze zbioru pustego, ktérego pole wynosi 0.

3. Pokaz z definicji, ze nastepujace figury maja pole réwne 0.
(a) Zbiér wszystkich punktéw postaci (4, L) gdzie m,n € N
(b) UFl0, 1] x {7}

4. Czy suma przeliczalnie wielu zbioréw miary 0 jest miary 07

5. Uzasadnij, ze jezeli X jest mierzalny a X’ jest podobny do X w skali k, to X’ jest mierzalny oraz
P(X') = k*P(X).

6. Uzasadnij, ze suma i przekr6j dwéch zbiordéw mierzalnych jest mierzalna/y (mozesz skorzystaé z tego, ze
suma, przekrdj, réznica - z doktadnoscia do brzegu - dwéch figur wielokatnych jest figura wielokatna).

7. Pokaz, ze dla dowolnych dwéch zbioréw mierzalnych A,B zachodzi wzor:

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

8. Oblicz pole wycinka kola, tzn. (dowolnej) czedci kola ktéra powstaje z przeciecia wzdtuz cieciwy o diugo-
$ci d. We wzorze moga pojawi¢ sie funkcje odwrotne do trygonometrycznych.

9. Oblicz pole wycinka krzywej y = 2 metoda Archimedesa:
(a) Niech T bedzie tréjkatem o wierzchotkach A = (a,a®), B = (b,b3),C = (c,¢3), gdzie 0 < a < b < ¢
oraz b = 2£<. Oblicz pole T' w terminach ¢ — a oraz b.

(b) Oblicz pola dwéch tréjkatéw Ty oraz To powstatych w 2 kroku metody wypelniania (pierwsze wsp61-

rzedne wierzchotkéw T} to a, %2 oraz ¢, a Ty to b, %< oraz ¢). Wyraz P(Ty) + P(T») w terminach

2 2
pola T.

(¢) Znajdujac granice odpowiedniego szeregu geometrycznego, oszacuj od dotu pole wycinka krzywej
y = 23 (zaldz, ze wycinek ten zawiera sie w pierwszej éwiartce uktadu wspétrzednych).
(d) Analogicznie jak dla paraboli, pokaz, ze powyzsze oszacowanie dolne jest prawdziwym polem wycinka
3
y=x°.



