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Arytmetyka w Z[
√
±2]

Za lóżmy, że d ∈ Z jest bezkwadratowa (tzn. nie dzieli sie
‘

przez kwadrat żadnej liczby pierwszej). Interesować
nas be

‘
dzie równanie

(1) n = a2 − db2.

Chcemy wiedzieć, dla jakich ca lkowitych n równanie to ma ca lkowite rozwia
‘
zania. Niech Z[

√
d] = {a+ b

√
d |

a, b ∈ Z} (dla d < 0 przyjmijmy
√
d = i

√
−d). Dla z = a + b

√
d ∈ Z[

√
d] określamy z = a − b

√
d i

N(z) = zz = a2 − db2. Dla d < 0 operacja pokrywa sie
‘

ze zwyczajnym sprze
‘
żeniem zespolonym, a norma

N z kwadratem modu lu. Pytanie o rozwia
‘
zywalność równania (1) można wyrazić jako pytanie o istnienie

z ∈ Z[
√
d] takiego, że N(z) = n.

1. Wylicz, że N(zw) = N(z)N(w). Wywnioskuj sta
‘
d, że jeśli (1) ma rozwia

‘
zania dla n = n1 i n = n2, to

ma je także dla n = n1n2.

Naturalne jest wie
‘
c pytanie: dla jakich liczb pierwszych n równanie (1) ma rozwia

‘
zanie. Kwestia jedno-

znaczności rozwia
‘
zań wia

‘
że sie

‘
z poje

‘
ciem elementu odwracalnego. Element z ∈ Z[

√
d] nazywamy odwracal-

nym, jeżeli istnieje w ∈ Z[
√
d], takie że zw = 1.

2. Udowodnij, że z ∈ Z[
√
d] jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy N(z) = ±1. Wyjaśnij, jak –

maja
‘
c element z ∈ Z[

√
d], z 6= 1, spe lniaja

‘
cy N(z) = 1 – przerobić rozwia

‘
zanie równania (1) na inne

rozwia
‘
zanie równania (1).

d=-2

Elementy odwracalne.

3. Wyznacz elementy odwracalne w Z[
√
−2].

Algorytm Euklidesa.

Podzielność w Z[
√
d] definiujemy jak w Z: liczba w jest dzielnikiem z (piszemy: w|z), jeśli istnieje q ∈ Z[

√
d],

takie że z = qw.

4. Zauważ, że jeśli w|z w Z[
√
d], to N(w)|N(z) w Z.

5. Uzasadnij, że dla dowolnej liczby zespolonej c istnieje liczba z ∈ Z[
√
−2], taka że |z − c| ≤

√
3

2
.

Przybliżaja
‘
c w ten sposób dok ladny zespolony iloraz z

w
dwóch liczb z, w ∈ Z[

√
−2] dostajemy:

6. Dla dowolnego z ∈ Z[
√
−2] i dowolnego niezerowego w ∈ Z[

√
−2] istnieja

‘
q, r ∈ Z[

√
−2], takie że

z = qw + r i N(r) ≤ 3

4
N(w).

Liczby q i r nie sa
‘
wyznaczone jednoznacznie, wie

‘
c i “algorytm” Euklidesa w Z[

√
−2] zbudowany w oparciu

o zadanie 6 nie be
‘
dzie algorytmem w ścis lym sensie. Mimo to: dzielimy – jak w zadaniu 6 – z przez w,

potem w przez r i tak dalej. Normy kolejnych reszt ścísle maleja
‘
, a sa

‘
ca lkowite – w końcu musimy wie

‘
c

dostać reszte
‘

0.

7. Udowodnij, że ostatnia niezerowa reszta w powyższym algorytmie Euklidesa to najwie
‘
kszy wspólny

dzielnik liczb z i w, tzn. (1) jest ona ich dzielnikiem i (2) jest podzielna przez każdy ich wspólny
dzielnik.

W szczególności pokazalísmy, że każde dwie (niezerowe) liczby w Z[
√
−2] w ogóle maja

‘
najwie

‘
kszy wspólny

dzielnik. Jest on też jedyny:

8. W Z[
√
d] iloraz dwóch najwie

‘
kszych wspólnych dzielników (zdefiniowanych jak w poprzednim zadaniu)

jest zawsze elmentem odwracalnym. W Z[
√
−2] najwie

‘
kszy wspólny dzielnik jest wie

‘
c – z dok ladnościa

‘
do znaku – jednoznaczny.

Najwie
‘
kszy wspólny dzielnik liczb z, w (którykolwiek z dwóch) be

‘
dziemy oznaczać (z, w).

9. Uzasadnij, że (z, w) = uz + vw dla pewnych u, v ∈ Z[
√
−2].

Dla nieparzystej liczby pierwszej p i niepodzielnej przez nia
‘
liczby ca lkowitej a określamy symbol Legendre’a

(a
p
) jako +1, jeśli kongruencja x2 ≡ amod p ma rozwia

‘
zanie, a jako −1, jeśli nie ma ona rozwia

‘
zania.
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Rozk lad na czynniki pierwsze.

Nieodwracalny element z ∈ Z[
√
d] nazywamy nierozk ladalnym, jeśli w każdym jego rozk ladzie z = uw na

czynniki z Z[
√
d] jeden czynnik jest odwracalny. (W Z[

√
−2], podobnie jak w Z, znaczy to, że jeden czynnik

jest równy ±1.)
Nieodwracalny element z ∈ Z[

√
d] nazywamy pierwszym, jeśli dla dowolnych u,w ∈ Z[

√
d] zachodzi impli-

kacja: z|uw ⇒ z|u ∨ z|w.

10. Uzasadnij, że jeśli N(z) jest liczba
‘

pierwsza
‘

w Z, to z jest nierozk ladalny w Z[
√
d]. Podaj przyk lady

takich elementów z w Z[
√
−2]. Podaj przyk lady liczb pierwszych w Z, które sa

‘
rozk ladalne w Z[

√
−2].

11. Wywnioskuj z zadania 9, że w Z[
√
−2] każdy element nierozk ladalny jest pierwszy. Sprawdź też, że w

Z[
√
d] każdy element pierwszy jest nierozk ladalny.

12. Udowodnij, że każdy element Z[
√
d] daje sie

‘
roz lożyć w skończony iloczyn elementów nierozk ladalnych.

13. Używaja
‘
c zadania 11 wykaż, że w Z[

√
−2] rozk lad na czynniki pierwsze jest jednoznaczny – z dok lad-

nościa
‘
do znaku czynników i ich kolejności.

Równanie p = a2 + 2b2.(Zak ladamy, że p jest nieparzysta
‘
liczba

‘
pierwsza

‘
.)

14. Pokaż, że jeśli a2 + 2b2 = p ma rozwia
‘
zanie, to kongruencja u2 ≡ −2 mod p też ma rozwia

‘
zanie.

15. Pokażemy, że jeśli kongruencja u2 ≡ −2 mod p ma rozwia
‘
zanie, to p = a2 + 2b2.

a) Uzasadnij, że jeśli p|a + b
√
−2 w Z[

√
−2], to p|a i p|b (w Z).

b) Niech p|u2 + 2. Używaja
‘
c rozk ladu u2 + 2 = (u+

√
−2)(u−

√
−2) uzasadnij, że p nie jest pierwsza

w Z[
√
−2]. A zatem p jest rozk ladalna w Z[

√
−2].

c) Uzasadnij, że w Z[
√
−2] liczba p rozk lada sie

‘
na dwa czynniki, oba o normie p. Wywnioskuj sta

‘
d,

że p = a2 + 2b2.

16. Uzasadnij, że jeśli kongruencja u2 ≡ −2 mod p nie ma rozwia
‘
zania, to liczba p jest elementem pierwszym

w Z[
√
−2].

17. Udowodnij, że każdy nierozk ladalny element w Z[
√
−2] jest dzielnikiem pewnej liczby p pierwszej w Z.

Wywnioskuj sta
‘
d, że każdy element nierozk ladalny jest albo liczba

‘
pierwsza

‘
p spe lniaja

‘
ca

‘
(−2

p
) = −1,

albo jednym z dwóch czynników liczby pierwszej p spe lniaja
‘
cej (−2

p
) = 1. (Z dok ladnościa

‘
do znaku; no

i jest jeszcze element
√
−2 pochodza

‘
cy od parzystej liczby pierwszej 2.)

18. Niech w rozk ladzie liczby ca lkowitej n na czynniki pierwsze wyste
‘
puje w pote

‘
dze nieparzystej pewna

liczba pierwsza p spe lniaja
‘
ca (−2

p
) = −1. Pokażemy, że wtedy n 6= a2 + 2b2. Za lóżmy nie wprost, że

n = a2 + 2b2 = (a + b
√
−2)(a − b

√
−2). Uzasadnij, że liczba p (która jest pierwsza także w Z[

√
−2])

wyste
‘
puje z takim samym wyk ladnikiem w rozk ladzie a + b

√
−2 i w rozk ladzie a − b

√
−2. Zatem p

wyste
‘
puje z parzystym wyk ladnikiem w rozk ladzie n, sprzeczność.

19. Sformu luj warunek na przedstawialność liczby ca lkowitej w postaci a2 + 2b2.

Pozostaje stwierdzić, kiedy (−2

p
) = 1, a kiedy (−2

p
) = −1. To jest już jednak troche

‘
inna bajka.

d=2

Równanie a2 − 2b2 = 1 ma nieskończenie wiele rozwia
‘
zań: liczba ǫ = 3 − 2

√
2 i jej pote

‘
gi o ca lkowitych

wyk ladnikach (też ujemnych!) należa
‘
do Z[

√
2] i maja

‘
norme

‘
1. Pote

‘
gi te sa

‘
parami różne, gdyż |ǫ| < 1.

20. Niech N(z) = 1, z ∈ Z[
√

2], ǫ = 3 − 2
√

2.
a) Dla pewnego n ∈ Z element w = zǫn ∈ Z[

√
2] spe lnia N(w) = 1 i |ǫ| ≤ |w| < 1.

b) Można za lożyć, że w = a− b
√

2, gdzie a, b ≥ 0 (kosztem ewentualnej zmiany w na −w).
c) w = a + b

√
2, 1 < |a + b

√
2| ≤ 1

|ǫ| = 3 + 2
√

2.

d) 0 ≤ a < 6, 0 ≤ b < 5. Przepatrz te 20 możliwości.
e) Konkluzja: z = ±ǫn = ±(3 − 2

√
2)n dla pewnego n ∈ Z.

21. Wszystkie ca lkowite rozwia
‘
zania równania a2 − 2b2 = 1 to (n ∈ Z, znaki w obu wyrażeniach zgodne):

a = ±1

2
(ǫn + ǫ−n), b = ± 1

2
√

2
(ǫn − ǫ−n).

Poste
‘
puja

‘
c podobnie można pokazać, że wszystkie rozwia

‘
zania równania N(z) = ±1 sa

‘
postaci ±(1−

√
2)n,

co daje opis wszystkich odwracalnych elementów w Z[
√

2].
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