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1. Poka», »e dla a, b ∈ R zachodzi nierówno±¢ a2 + b2 ≥ 2ab.

2. Udowodnij, »e dla dowolnych a, b > 0 zachodzi nierówno±¢: a
b +

b
a ≥ 2.

3. Poka», »e 3a2 + 3b2 + 3c2 ≥ (a+ b+ c)2 dla a, b, c ∈ R.

4. Poka», »e dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c zachodzi nierówno±¢:

a2bc+ ab2c+ abc2 ≤ a2b2 + b2c2 + c2a2

.

5. Poka», »e je±li a, b, c > 0 to:
ab(a+ b) + bc(b+ c) + ca(c+ a) ≥ 6abc

6. Poka», »e je±li p > 0, q > 0, pq = 1, to (
1 +

1

p

)(
1 +

1

q

)
≥ 4

7. Poka», »e je±li a, b, c > 0 oraz a+ b+ c = 1, to 1
a + 1

b +
1
c ≥ 9.

8. Poka», »e dla dowolnych a, b, c > 0 zachodzi nierówno±¢: a
b+c +

b
c+a + c

a+b ≥
3
2 .
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2 . Poka», »e dla dowolnych a1, a2, . . . an > 0 zachodzi nierówno±¢:

n∑
i=1

ai
(
∑n
k=1 ak)− ai

≥ n

n− 1

9. Poka», »e dla dowolnych a, b > 0 zachodzi nierówno±¢: a
√

a
b + b

√
b
a ≥ a+ b.

10. Poka», »e dla dowolnych a, b > 0 zachodzi nierówno±¢ 1
a + 1

b ≥
4
a+b .
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2 . Udowodnij, »e je»eli a, b, c, d > 0, to:

1

a+ b+ c
+

1

a+ b+ d
+

1

a+ c+ d
+

1

b+ c+ d
≥ 16

3(a+ b+ c+ d)

11. Poka», »e dla a, b > 0 zachodz¡ nierówno±ci:

max{a, b} ≥ a4 + b4

a3 + b3
≥ a3 + b3

a2 + b2
≥ a2 + b2

a+ b
≥ a+ b

2
≥ min{a, b}

1



Ogólnie: Poka», »e dla dowolnych a, b ∈ R oraz n, k, i ∈ Z takich, »e n > k oraz 0 ≤ i ≤ k zachodzi nierówno±¢:

(an + bn)(ak−i + bk−i) ≥ (ak + bk)(an−i + bn−i)

Co jest równowa»ne nierówno±ci w ªatwiejszej do zapami¦tania postaci, o ile a i b nie s¡ zerami:

an + bn

ak + bk
≥ an−i + bn−i

ak−i + bk−i

* Czy mo»na to jeszcze bardziej uogólni¢?

12. Poka», »e je±li a, b ∈ R, to:
a+ b

2
· a

2 + b2

2
· a

3 + b3

2
≤ a6 + b6

2

13. Liczby dodatnie a, b, c speªniaj¡ warunek ab+ bc+ ca = abc. Poka», »e:

a4 + b4

ab(a3 + b3)
+

b4 + c4

bc(b3 + c3)
+

c4 + a4

ca(c3 + a3)
≥ 1

14. Poka», »e je»eli a+ b = 1, to a5 + b5 ≥ 1
16 .

15. Udowodnij, »e je»eli a1 + a2 + · · ·+ an = 1 oraz ai > 0 dla ka»dego i, to:

1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an
≥ n2

Kiedy zachodzi równo±¢?

Nierówno±¢ mi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡ i geometryczn¡

Def.: Niech x1, x2, . . . xn > 0. Oznaczamy:

A
(
x1, x2, . . . xn

)
=
x1 + x2 + · · ·+ xn

n

G
(
x1, x2, . . . xn

)
= n
√
x1x2 · · ·xn

16. Poka», »e je±li a, b > 0, to a+b
2 ≥

√
ab.

17. Poka», »e je±li n ∈ N i xi > 0 dla ka»dego i, to:

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

≥ n
√
x1x2 · · ·xn −→

x1 + x2 + · · ·+ x2n
2n

≥ 2n
√
x1x2 · · ·x2n

18. Poka», »e je±li xi > 0 dla i ∈ Z+, i ≤ n, to:

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

≥ n
√
x1x2 · · ·xn −→

x1 + x2 + · · ·+ xn−1
n− 1

≥ n−1
√
x1x2 · · ·xn−1

19. Udowodnij (indukcyjnie), »e je»eli a1, a2, . . . an ≥ 0 i a1 + a2 + · · ·+ an = n, to a1a2 . . . an ≤ 1

20. Wywnioskuj: (a) z zada« 16-18, (b) z zadania 19, »e:

A
(
x1, x2, . . . xn

)
≥ G

(
x1, x2, . . . xn

)
21. Poka», »e je»eli n ∈ N, to n

√
n ≤ n+2

√
n−2

n .

22. Poka», »e je»eli n > k oraz x ≥ 0, to
xn − 1

n
≥ xk − 1

k
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23. Udowodnij, »e 1 jest jedynym dodatnim miejscem zerowym wielomianu W (x) = xn − nx+ n− 1.

24. Poka», »e je»eli n ≥ 2 oraz x1, x2, . . . xn ≥ 0, to:
n∑
i=1

ixi ≤
(
n

2

)
+

n∑
i=1

xii

Nierówno±¢ Jensena

Def.: Funkcj¦ f : [a, b]→ R nazywamy wypukª¡ (na [a, b]), je»eli dla wszystkich x, y ∈ [a, b] i ka»dego t ∈ [0, 1] zachodzi
nierówno±¢:

f(tx+ (1− t)y) ≤ t · f(x) + (1− t) · f(y)
Gdy nierówno±¢ zachodzi w drug¡ stron¦ mówimy, »e funkcja f jest wkl¦sªa.

Tw.: (Nierówno±¢ Jensena) Niech f : [a, b]→ R b¦dzie funkcj¡ wypukª¡. Je»eli x1, x2, . . . xn ∈ [a, b] i α1, α2, . . . αn ∈ [0, 1]
oraz α1 + α2 + · · ·+ αn = 1, to

f(α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn) ≤ α1f(x1) + α2f(x2) + · · ·+ αnf(xn)

Je»eli f jest wkl¦sªa, nierówno±¢ zachodzi w drug¡ stron¦.

25. Udowodnij nierówno±¢ Jensena.

26. Poka», »e f(x) = xα jest wypukªa na [0,∞) je±li α > 1, i wkl¦sªa je±li 0 < α < 1.

27. Poka», »e je±li a, b, c > 0 i a+ b+ c = 1, to:

a3 + b3 + c3 ≥
(
a2 + b2 + c2

)2
28. Niech α, β, γ b¦d¡ k¡tami w trójk¡cie. Poka», »e:

sinα+ sinβ + sin γ ≤ 3
√
3

2

29. Niech α, β, γ b¦d¡ k¡tami w trójk¡cie ostrok¡tnym. Poka», »e:

tg2
α

2
+ tg2

β

2
+ tg2

γ

2
≥ 1

30. Poka», »e je»eli x, y, z ≥ 0 i x+ y + z = 1, to

3x+ 1

x+ 1
+

3y + 1

y + 1
+

3z + 1

z + 1
≤ 9

2

Nierówno±¢ mi¦dzy ±rednimi pot¦gowymi
Def.: Niech x1, x2, . . . xn > 0. Oznaczamy

µp(x1, x2, . . . xn) =
p

√
xp1 + xp2 + · · ·+ xpn

n
, p ∈ R\{0}

µ0(x1, x2, . . . xn) = n
√
x1x2 · · ·xn

µ−∞(x1, x2, . . . xn) =min(x1, x2, . . . xn)

µ+∞(x1, x2, . . . xn) =max(x1, x2, . . . xn)

31. Poka», »e lim
p→∞

µp = µ∞ i analogicznie lim
p→−∞

µp = µ−∞

32. Poka», »e je±li p > 0, to µ+∞(x1, x2, . . . xn) ≥ µp(x1, x2, . . . xn) ≥ µ0(x1, x2, . . . xn).

33. Poka», »e je±li p < 0, to µ−∞(x1, x2, . . . xn) ≤ µp(x1, x2, . . . xn) ≤ µ0(x1, x2, . . . xn).

34. Poka», »e je±li p > q, to µp(x1, x2, . . . xn) ≥ µq(x1, x2, . . . xn).

3


