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V UNIWERSYTECKI OBÓZ OLIMPIADY MATEMATYCZNEJ

Nierówno±ci - grupy B i C

Zadania rozgrzewkowe: nierówno±ci mi¦dzy ±rednimi (nierówno±¢ Cauchy'ego), in-

dukcja, ci¡gi jednomonotoniczne

1. Wykaza¢, »e dla dowolnego n ∈ N+ :
∑n

k=1
1
k2
< 2

2. Wyka», »e dla dowolnych liczb dodatnich a, b, c zachodzi: a
b+c

+ b
a+c

+ c
a+b

> 3
2

3. Wykaza¢, »e je±li liczby a, b, c s¡ wieksze od 1, to 2
(
logba
a+b

+ logcb
b+c

+ logac
c+a

)
> 9

a+b+c

4. Udowodni¢, »e dla ka»dej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nierówno±¢

1√
1
+

1√
2
+ . . .+

1√
n
>
√
n

5. Ci¡g an zde�niowany jest w nast¦puj¡cy sposób: a1 = 0, an+1 =
a1+a2+...+an

n
+1

Udowodnij nierówno±¢: a2016 >
1
2
+ a1000

Nierówno±¢ Bernoulliego: Dla dowolnego rzeczywistego x > −1 i α > 1 zachodzi

nierówno±¢ (1 + x)α > 1 + αx

1. Udowodnij nierówno±¢ Bernoulliego dla wymiernej liczby α > 1 i −1 < x 6= 0.

2. Poka», »e zachodzi (1 + x)β < 1 + βx, dla 0 < β < 1, x > −1

Def: Funkcj¦ f : [a, b] → R nazywamy wypukª¡ (na [a, b]), je±li dla wszystkich

x, y ∈ [a, b] i ka»dego t ∈ [0, 1] zachodzi nierówno±¢:

f(tx+ (1− t)y) 6 t · f(x) + (1− t) · f(y)

Gdy nierówno±¢ zachodzi w drug¡ stron¦ mówimy, »e funkcja f jest wkl¦sªa.

Nierówno±¢ JensenaNiech f : [a, b]→ R b¦dzie funkcj¡ wypukª¡. Je»eli x1, x2, . . . xn ∈
[a, b] i α1, α2, . . . , αn ∈ [0, 1] oraz α1 + α2 + . . .+ αn = 1, to

f(α1x1 + α2x2 + . . .+ αnxn) 6 α1f(x1) + α2f(x2) + . . .+ αnf(xn)

Je±li f jest wkl¦sªa, nierówno±¢ zachodzi w drug¡ stron¦.

1. Rozwa» funkcj¦ f(x) = xα na [0,∞). Zastanów si¦ jaka jest jej wypukªo±¢

w zale»no±ci od α (interesuje nas α > 0). Nast¦pnie udowodnij nierówno±¢

Jensena.

2. Niech α, β, γ b¦d¡ k¡tami w trójk¡cie. Poka», »e sinα + sinβ + sinγ 6 3
√
3

2

3. Poka», »e je±li a, b, c > 0 i a+ b+ c = 1, to: a3 + b3 + c3 > (a2 + b2 + c2)2

Zadania ró»ne

1. Udowodnij, »e je»eli suma dodatnich liczb x1, x2, . . . , xn równa jest jedno±ci, to
(1−x1)(1−x2)·...·(1−xn)

x1x2·...·xn > (n− 1)n
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2. Udowodnij, »e dla dowolnej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nierówno±¢:

2sinx + 2cosx > 2
2−2
√
2

2

3. Niech a > b > 0. Udowodnij, »e 2ab ln b
a
> b2 − a2

4. Udowodnij
(
1 + 1

q

)(
1 + 1

q2

)
...
(
1 + 1

qn

)
< q−1

q−2 dla n ∈ N, q > 2

5. Wyka», »e dla dowolnych x, y, z > 3
2
zachodzi nierówno±¢:

x24 + 5
√
y60 + z40 >

(
x4y3 +

1

3
y2z2 +

1

9
x3z3

)2

6. Wyka», »e dla nieujemnych a, b, c, takich »e a+ b+ c = 1 zachodzi

a3 + b3 + c3 + 6abc >
1

4

7. (II OM) Dowie±¢, »e je»eli a, b, c > 0, to zachodzi nierówno±¢

ab(a+ b) + bc(b+ c) + ca(c+ a) > 6abc

8. (V OM) Dowie±¢, »e je»eli x1, x2, . . . , xn s¡ k¡tami z przedziaªu (0, π), a n jest

dowoln¡ liczb¡ naturaln¡, wi¦ksz¡ od 1, to

sin(x1 + x2 + . . .+ xn) < sinx1 + sinx2 + . . .+ sinxn

9. (XX OM) Dowie±¢, »e dla dowolnych liczb dodatnich a, b i naturalnego n za-

chodzi
an + bn

2
>

(
a+ b

2

)n
10. (XX OM) Udowodni¢, »e dla dowolnych liczb naturalnych n,m zachodzi nierówno±¢:

1m + 2m + . . .+ nm > n ·
(
n+ 1

2

)m
11. (XXII OM) Dowie±¢, »e je»eli A,B,C s¡ k¡tami trójk¡ta, to

1 < cosA+ cosB + cosC 6
3

2

12. Udowodni¢, »e je»eli liczby dodatnie x, y, z speªniaj¡ nierówno±¢
x2+y2−z2

2xy
+ y2+z2−x2

2yz
+ z2+x2−y2

2xz
> 1, to s¡ one dª. boków pewnego trójk¡ta.

13. (XXXIX OM) Liczby x1, x2, . . . , xn nale»¡ce do przedziaªu [0, 1] speªniaj¡ warunek∑n
i=1 xi = m + r, gdzie m jest liczb¡ caªkowit¡, r ∈ [0, 1). Dowie±¢, »e∑n
i=1 x

2
i 6 m+ r2

14. (IMO 95) Dla a, b, c ∈ R+ speªniaj¡cych warunek abc = 1. Udowodnij, nierówno±¢
1

a3(b+c)
+ 1

b3(c+a)
+ 1

c3(a+b)
> 3

2


