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V UNIWERSYTECKI OBÓZ OLIMPIADY MATEMATYCZNEJ

Nierówno±ci � grupa A

1. Wyka», »e dla dowolnych liczb dodatnich a,b prawdziwe s¡ nierówno±ci:

a+ b

2
≥
√
ab

a2 + b2 + 2 ≥ 2(a+ b)

2. Wyka», »e je±li a > 0 i b > 0 oraz ab = 49 to (a+ 1)(b+ 1) ≥ 64.

3. Wyka», »e dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x i y takich, »e x2+y2 =

2, prawdziwa jest nierówno±¢ x+ y ≤ 2.

4. Udowodnij, »e je±li a, b ≥ 0, to prawdziwa jest nierówno±¢ a3 + b3 ≥ a2b+ ab2.

5. Rozwi¡» nierówno±¢: x−1
x−2 ≤

x−2
x−1 .

Indukcja

1. Nierówno±¢ Bernoulliego Poka», »e dla dowolnego rzeczywistego a > −1
i ka»dego caªkowitego nieujemnego n zachodzi nierówno±¢ (1 + a)n ≥ 1 + na.

2. Udowodni¢, »e dla ka»dej liczby naturalnej n ≥ 2 zachodzi nierówno±¢
1√
1
+ 1√

2
+ . . .+ 1√

n
>
√
n.

Nierówno±ci pomi¦dzy ±rednimi

�redni¡ arytmetyczn¡ liczb rzeczywistych a1, a2, . . . , an nazywamy liczb¦:

SA =
a1 + a2 + . . .+ an

n

�redni¡ geometryczn¡ liczb nieujemnych a1, a2, . . . , an nazywamy liczb¦:

SG = n
√
a1 · a2 · . . . · an

�redni¡ harmoniczn¡ liczb rzeczywistych ró»nych od zera a1, a2, . . . , an nazywamy
liczb¦:

SH =
n

1
a1

+ 1
a2

+ . . .+ 1
an

�redni¡ kwadratow¡ liczb rzeczywistych ró»nych od zera a1, a2, . . . , an nazywamy liczb¦:

SK =

√
a21 + a22 + . . .+ a2n

n

Zachodzi nierówno±¢ SK ≥ SA ≥ SG ≥ SH

1. Udowodni¢, »e dla dowolnych liczb nieujemnych a, b, c zachodzi nierówno±¢
3
√
a2b+

3
√
b2c+

3
√
c2a ≤ a+ b+ c.

2. Wykaza¢, »e dla nieujemnych liczb a, b zachodzi nierówno±¢
√
a+
√
b ≤

√
2(a+ b).

3. Wykaza¢, »e je±li x, y, z > 0 i x+ y + z = a, to (a− x)(a− y)(a− z) ≥ 8xyz.

1



2 V UNIWERSYTECKI OBÓZ OLIMPIADY MATEMATYCZNEJ

4. Wykaza¢, »e je±li liczby a, b, c s¡ wi¦ksze od 1, to 2
(

logb a
a+b

+ logc b
b+c

+ loga c
c+a

)
≥

9
a+b+c

.

Ci¡gi jednomonotoniczne

Je»eli ci¡gi a1, a2, . . . , an i b1, b2, . . . , bn s¡ jednomonotoniczne (tzn. a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥
an i b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bn lub a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an i b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bn), to

a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn ≥ a1b
′
1 + a2b

′
2 + . . .+ anb

′
n ≥ a1bn + a2bn−1 + . . .+ anb1,

gdzie (b′1, b
′
2, . . . , b

′
n) jest dowoln¡ permutacj¡ ci¡gu b.

1. Wyka», »e dla dowolnych liczb dodatnich a, b, c, d zachodzi:
a2b+ b2c+ c2d+ d2a ≤ a3 + b3 + c3 + d3.

2. Wyka», »e dla dowolnych liczb dodatnich a, b, c zachodzi:
a2

c
+ c2

a
+ b2

c
+ c2

b
+ a2

b
+ b2

a
≥ 2(a+ b+ c).

3. Wyka», »e dla dowolnych liczb dodatnich a, b, c zachodzi: a
b+c

+ b
a+c

+ c
a+b
≥ 3

2
.

4. Niech w trójk¡cie ABC liczby ha, hb, hc oznaczaj¡ dªugo±ci wysoko±ci opuszczo-
nych na boki dªugo±ci a, b, c odpowiednio. Uzasadnij, »e:

(a+ b+ c)(ha + hb + hc) ≥ 18PABC

.

Zadania ró»ne

1. Wykaza¢, »e dla dowolnego n ∈ N+ :
∑n

k=1
1
k2

< 2.
2. Ci¡g an zde�niowany jest w nast¦puj¡cy sposób: a1 = 0, an+1 =

a1+a2+...+an
n

+1.
Udowodnij nierówno±¢: a2016 > 1

2
+ a1000.

3. Rozwi¡» nierówno±¢:
(
sin π

12

)√1−x
>
(
sin π

12

)x
.

4. (XIII OMJ) Dodatnie liczby caªkowite k,m, n speªniaj¡ równo±¢:
m2 + n = k2 + k. Wyka», »e m ≤ n.

5. (XIV OMJ) Liczby caªkowite a, b, c s¡ ró»ne od 0 i speªniaj¡ zale»no±¢:
a

b+c2
= a+c2

b
. Wyka», »e a+ b+ c ≤ 0.

6. (VI OMG) Udowodnij, »e dla ka»dych liczb x, y, z ∈ (0, 1) speªniona jest nie-
równo±¢ x(1− y)2 + y(1− x)2 < (1− xyz)2.

7. (XXIII OM) Udowodni¢, »e je±li A,B,C s¡ k¡tami trójk¡ta, za± t � liczb¡
rzeczywist¡, to cosA+ t(cosB + cosC) ≤ 1 + t2

2
.

8. (XLIV OM) Udowodni¢, »e dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c zachodzi
nierówno±¢:

(a2 + b2 − c2)(b2 + c2 − a2)(c2 + a2 − b2) ≤ (a+ b− c)2(b+ c− a)2(c+ a− b)2.

9. (XXV OM) Dowie±¢, »e dla ka»dego m naturalnego:

(2m+ 1)2m(2m− 1) . . . (m+ 2)

m!
< 22m.


