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(Rownanie Cauchy’ego)Twierdzenie 1. Niech f : R — R bedzie ciagta funkcja

spetiajaca f(z +y) = f(x) + f(y) dla wszystkich 2,y € R. Wowczas istnieje

a € R takie, ze f(x) = ax.

(Réwnanie Jensena) Znajdz wszystkie funkcje (ciaglte) f : R — R spekiajace
T+y
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Wskazowka: Rownanie Cauchy’ego
(Nierownos¢ Cauchy’ego) Znajdz wszystkie ciagte funkcje f : R — R spekiajace
flx+y) < f(x)+ f(y) oraz f(x) < x dla wszystkich =,y € R.
Dwa komentarze (ostabienie warunku ciagtosci w réownaniu Cauchy’ego):

Twierdzenie 2. Niech f : R — R spelnia rownanie Cauchy’ego. Zal6zmy
ponadto, zZe istnieje przedzial [c,d] C R, ¢ < d taki, ze f jest ograniczona z
dotu na [c, d]. Wowczas istnieje a € R takie, ze f(x) = ax. Czy wiesz, dlaczego
Twierdzenie 1 pociaga Twierdzenie 27

Whiosek - zadanie. Niech f : R — R spelnia rownanie Cauchy’ego, oraz
jest niemalejaca, tzn. f(z) < f(y) dla wszystkich z < y. Wowezas istnieje
a € R takie, ze f(z) = ax.
Znajdz wszystkie funkcje f : R — R speliajace f(z% — y?) = xf(x) — yf(y)
(nie zakladamy nic o f).
(Linearyzacja) Znajdz funkcje f : R — R rozwiazujaca rownanie f(z?)— f(z) =
1.
Znajdz funkcje f : R — R rozwiazujaca réwnanie f(z + 1) = [f(z)]?
(Rownanie postaci f(a(x)) = sf(z)) Znajdz postaé¢ niezerowych rzeczywistych
funkcji f speliajacych f(l“fx) =sf(r),0<s <1
Udowodnij, ze nie istnieje bijekcja f: N — N taka, ze f(mn) = f(m)+ f(n) +
3f(n)f(m).
(*) Funkcja ¢ : R — [0,00) jest podmultyplikatywna, tzn. ¢(zy) < ¢(x)d(y).
Udowodnij, ze dla kazdego = € R istnieje granica lim,, o, ¢(2™)/".
Wskazowka: Jedli ciag liczb rzeczywistych a, spetnia warunek a, ., < a, +
A, to istnieje granica (by¢ moze niewlasciwa) ciagu a,/n oraz lim, a,/n =
inf,, a, /n. Czy potrafisz to udowodni¢?
(Wniosek z Twierdzenia Banacha o mieszaniu herbaty) Zalézmy, ze odwzoro-
wanie f : R — R jest takie, ze dla pewnego n odwzorowanie f™ (n-krotne
ztozenie) ma jeden punkt staly, tzn taki z € R, ze f(™(x) = 2. Pokaz, ze

wowcezas funkcja f tez ma punkt staty.



