
Inwersja

Definicja. Inwersja
‘

wzgle
‘
dem okre

‘
gu c o środku O i promieniu r nazywamy przekszta lcenie p laszczyzny

przypisuja
‘
ce punktowi P punkt P ′ leża

‘
cy na pó lprostej OP i spe lniaja

‘
cy warunek: OP · OP ′ = r2. Inwersje

‘
wzgle

‘
dem okre

‘
gu c oznaczać be

‘
dziemy przez Ic.

Uwaga. Powyższa definicja nie określa obrazu punktu O. Należy ba
‘
dź przyja

‘
ć, że nie leży on w dziedzinie inwersji,

ba
‘
dź też uzupe lnić p laszczyzne

‘
dodatkowym punktem ∞ i przyja

‘
ć Ic(O) =∞, Ic(∞) = O.

Konwencja: Obraz punktu A, P , . . . przez inwersje
‘

be
‘
dziemy oznaczać A′, P ′, . . .

Podstawowe w lasności

1. Zaobserwuj naste
‘
puja

‘
ce w lasności inwersji Ic: punkty okre

‘
gu c przechodza

‘
same na siebie; punkty leża

‘
ce na

zewna
‘
trz okre

‘
gu przechodza

‘
na punkty leża

‘
ce wewna

‘
trz okre

‘
gu, i odwrotnie; jeśli Ic(P ) = P ′, to Ic(P ′) =

P ; proste przechodza
‘
ce przez środek okre

‘
gu c przeprowadzane sa

‘
każda na siebie; okre

‘
gi wspó ĺsrodkowe z

c przeprowadzane sa
‘
na okre

‘
gi wspó ĺsrodkowe z c.

2. W Niech punkty A,B przechodza
‘

na A′, B′ przy inwersji o środku w O. Udowodnij, że trójka
‘
ty OAB i

OB′A′ sa
‘
podobne.

3. Przypomnienie: uzasadnij, że zbiór punktów z których widać odcinek AB pod zadanym ka
‘
tem α (czyli

{P : ∠APB = α}) jest suma
‘
dwóch  luków okre

‘
gów.

4. Udowodnij, że przy inwersji o środku O obrazem prostej nieprzechodza
‘
cej przez O jest okra

‘
g przechodza

‘
cy

przez O. (Wsk. Ustal na prostej punkt P ; niech P ′ be
‘
dzie jego obrazem. Wykaż, że dla dowolnego Q na

prostej ka
‘
t ∠OQ′P ′ jest sta ly, niezależny od Q.) Uzasadnij, że obrazem okre

‘
gu przechodza

‘
cego przez O

jest prosta nieprzechodza
‘
ca przez O.

5. Wykaż, że przy inwersji o środku O obrazem okre
‘
gu nieprzechodza

‘
cego przez O jest okra

‘
g. (Wsk. Niech

A be
‘
dzie najbliższym O punktem na okre

‘
gu, B – najdalszym, zaś C – jeszcze jakimś innym. Wykaż, że

∠B′C ′A′ = π/2.)

6. Uzasadnij, że okre
‘
gi styczne (lub okra

‘
g i prosta, styczne do siebie) przechodza

‘
przy inwersji na pare

‘
okre

‘
gów

stycznych, lub na okra
‘
g i prosta

‘
– styczne do siebie, lub na pare

‘
równoleg lych prostych. (Wsk. Okre

‘
gi sa

‘
styczne jeśli maja

‘
jeden punkt wspólny.)

7. Zauważ, że jeśli dwa okre
‘
gi przecinaja

‘
sie

‘
w dwóch punktach, to w obu przecinaja

‘
sie

‘
pod tym samym

ka
‘
tem.

8. Udowodnij, że okra
‘
g prostopad ly do okre

‘
gu c jest zachowywany przez inwersje

‘
wzgle

‘
dem c. Czy jest też

odwrotnie?

9. Udowodnij, że jeśli przez punkt P i jego obraz P ′ = Ic(P ) poprowadzić dowolny okra
‘
g, to okra

‘
g ten be

‘
dzie

prostopad ly do c.

10. Uzasadnij, że jeśli prosta ` przechodzi przez punkt P a nie przechodzi przez środek okre
‘
gu c, to istnieje

okra
‘
g styczny do ` w P i prostopad ly do c.

11. Używaja
‘
c poprzednich czterech zadań wykaż, że inwersja zachowuje ka

‘
ty.

12. Uzasadnij, że dla pary roz la
‘
cznych niewspó ĺsrodkowych okre

‘
gów zawsze da sie

‘
znaleźć trzeci, prostopad ly

do nich obu. (Wsk. Szukaj punktu, z którego styczne do tych okre
‘
gów maja

‘
równe d lugości; szukaj go na

prostej  la
‘
cza

‘
cej środki tych okre

‘
gów. Możesz użyć zasady Darboux lub tw. Pitagorasa.)

13. Udowodnij, że pare
‘

roz la
‘
cznych okre

‘
gów można przez inwersje

‘
przekszta lcić na pare

‘
okre

‘
gów wspó ĺsrodko-

wych. (Wsk. Weź punkt przecie
‘
cia prostej  la

‘
cza

‘
cej środki tych okre

‘
gów z okre

‘
giem prostopad lym do nich

obu. Wykonaj inwersje
‘

o środku w tym punkcie.)

14. Niech okra
‘
g c o środku O przecina okra

‘
g o średnicy OP w punktach B i C. Uzasadnij, że punkt przecie

‘
cia

prostej BC i prostej OP jest obrazem P przez inwersje
‘

wzgle
‘
dem c.
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15. Niech prosta ` przechodza
‘
ca przez P ale omijaja

‘
ca środek O okre

‘
gu c przecina c w punktach A i B; niech

A∗ i B∗ be
‘
da

‘
symetryczne do A i B wzgle

‘
dem prostej OP . Wykaż, że punkt Q przecie

‘
cia prostych AB∗ i

BA∗ jest obrazem P przez inwersje
‘

wzgle
‘
dem c. (Wsk. Na czworoka

‘
tach ABQO i A∗B∗QO można opisać

okre
‘
gi.)

Zastosowania

1. Mie
‘
dzy  luk AB pewnego okre

‘
gu a jego cie

‘
ciwe

‘
AB wpisujemy wszystkie możliwe pary okre

‘
gów stycznych.

Znajdź miejsce geometryczne punktów styczności takich par.

2. Mie
‘
dzy  luk AB a cie

‘
ciwe

‘
AB pewnego okre

‘
gu wpisujemy wszystkie możliwe pary przecinaja

‘
cych sie

‘
okre

‘
gów; dla każdej pary prowadzimy prosta

‘
przez jej punkty przecie

‘
cia. Udowodnij, że proste te wszystkie

przechodza
‘
przez jeden punkt.

3. Znajdź miejsce geometryczne punktów styczości par okre
‘
gów stycznych do ramion danego ka

‘
ta w danych

punktach A, B.
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