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Ciagi i rekurencje

W ponizszych zadaniach mamy do czynienia z ciggami, dla ktérych niekoniecznie
znamy natychmiast wzor ogdlny, natomiast czesto widzimy tatwa zalezno$é rekuren-
cyjna, tzn. zaleznos¢ pomiedzy wyrazem a wyrazem poprzednim (lub kilkoma wyra-
zami poprzednimi). Jednym z najstynniejszych przyktadow jest ciag Fibbonacciego f,,
w ktorym pierwsze dwa wyrazy sa rowne 1, a kazdy kolejny wyraz jest sumg dwdch
poprzednich wyrazow (1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,...). Taka rekurencje zapisujemy:

fi=1
fo=1
fn+2 = fn+1 + fn

1. Jaka jest najwicksza mozliwa liczba obszaréw wyznaczonych przez n prostych
na plaszczyznie?

2. Dla kazdego n > 1 niech ¢, oznacza liczbe ciagéw diugosci n zbudowanych z
symboli a, b, c, w ktorych dwie samogtoski nie wystepuja obok siebie. Znalezé
zaleznos¢ rekurencyjna dla ¢,,.

3. Dla kazdego n > 1 niech j, oznacza liczbe sposobow utozenia n identycznych
kostek domina o wymiarach 2cm x lem na prostokacie o wymiarach 2cm x n
cm. Zmalez¢ zaleznosé rekurencyjng dla j,.

Jak sobie radzi¢ z takimi i podobnymi rekurencjami?

4.
a; = 5
py1 = Qp + 7
5.
a] = 4
A1 = —3ay,
6.
a; = 7
i1 = 20y, — D
7.
a; — 1
a9 = 5

Qpt2 = Qpy1 + 2a,,
8. Znajdz wzoér na ciag Fibbonacciego.

Materiaty przygotowal: Marcin Preisner.
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a; = 3
a9 — 0
Up42 = 6an+1 - 9a,

ap = 3
a9 = —1
Qpt2 = Op41 — 6a, + 20

a1 = —2
a9 = -5
Apt2 = —0n

a; =42

a9 = 4
An42 = 2an+1 - \/§an

a; = —11/2

a9 = -3
as = —43
Ap+3 = Qpi2 + 8an+1 + ]-zan

Zmajdz ciagi u,, t,, jesli:
tg =2
Uy = 3
tn+1 = 6tn + 4un
Unpt+1 = tn + ?)Un
Wskazowka: Wyprowadz rekurencje dla jednego ciagu.
Mamy dany cigg implikacji

((A(p1 = p2) = p3) = ...) = D)

Kazde zdanie p,, jest prawdziwe lub fatszywe. Ile jest mozliwych uktadow, dla
ktorych powyzszy ciag implikacji jest prawdziwy?

(LVIIT OM) Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 wyznaczy¢ liczbe ciagow (cq, ..., ¢,),
gdzie ¢; € {0, ...,9}, o nastepujacej wlasnosci: w kazdej trojce kolejnych wyra-
zOW sa co najmniej dwa wyrazy réwne.

(LVI OM) Rozstrzygnacé, czy istnieje nieskoriczony ciag liczb naturalnychay, as, ...
spetniajacy rownanie

1 1 1
+
Qp, Anp41 Ap42
dlan=1,2,....
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Czesto jednak rekurencje nie sa liniowe (czyli takie, jak w przyktadach powyzej). W
takich przypadkach czesto nie jesteSmy w ogdle w stanie znalezé wzoru bezposredniego

na a,. Trzeba sobie wtedy radzi¢ inaczej.

Jednym z wazniejszych, cho¢ bardzo intuicyjnych, twierdzeni jest nastepujace: jesli

ciag jest rosnacy (lub niemalejacy) i ograniczony z gory, to ma granice. Nie bedziemy
tutaj przytacza¢ doktadnej definicji granicy (bo nie ma potrzeby). Intuicyjnie - granica
ciaggu a, jest liczba g, jesli wyrazy z duzymi indeksami n sa bardzo bliskie g. Piszemy

lim, oo = ¢g. Np. lim,, % = 0. Przez zbadanie zbieznosci ciggu rozumiemy policzenie

jego granicy lub wykazanie, ze takowa nie istnieje.
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Ciag an spelnia a; = v/2 oraz a,,, = v/a, + 2. Udowodnij zbieznosé ciagu a,, i
oblicz jego granice.
Zbadaj zbieznos¢ ciggow

1 1 1 1 1 1

I A P b= 1+-1+-.1+—,
n 2" 1 o’ =ttt o

Zbadaé zbieznosé ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie:
3a, +1
2a, + 6’

Up41 = 5

gdzie a; € (1, 00).
Wskazowka: Nalezy wykaza¢ ograniczonos¢ i monotonicznosé ciggu.
Zbadaé zbieznosé ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie:
1
4a, + 1’

Ap41 =

gdzie a; € (1, 00).
Wskazowka: Nalezy roztozy¢ ciag na dwa podciagi ograniczone i monotoniczne.

Zbada¢ zbieznosé ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie:
1
Apt1 = Z_lai +1
dla przypadkow: a; € (0,2), a; € (2,00).

Uzasadnij, ze jesli ¢ > 1 oraz k € N, to

Wywnioskuj z poprzedniego zadania, ze jesli k i g sa jak wyzej, to istnieje stata
C, taka ze dla wszystkich n zachodzi

nk < Cq".



