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III UNIWERSYTECKI OBÓZ OLIMPIADY MATEMATYCZNEJ

Liczby zespolone i geometria

1. Czy w twierdzeniu 1 po zamianie wektora AB na liczb¦ zespolon¡ ab teza pozo-

staje prawdziwa?

2. Niech S b¦dzie ±rodkiem okr¦gu opisanego, a H ortocentrum trójk¡ta ABC.

NiechQ b¦dzie punktem takim, »e S znajduje si¦ po±rodkuHQ i oznaczmy przez

T1, T2 i T3 odpowiednio barycentra trójk¡tów BCQ, CAQ i ABQ. Udowodnij,

»e

|AT1| = |BT2| = |CT3| =
4

3
R

gdzie R - promie« okr¦gu opisanego

3. Kwadraty BCDE, CAFG, ABHI s¡ zbudowane na zewn¡trz trójk¡ta ABC.

Przy zaªo»eniu, »e GCDQ oraz EBHP s¡ równolegªobokami, udowodnij, »e

APQ jest równoramienny i prostok¡tny.

4. Niech A0A1...A6 b¦dzie siedmiok¡tem foremnym. Udowodnij, »e

1

|A0A1|
=

1

|A0A2|
+

1

|A0A3|

5. (*) Dany jest n-k¡t foremny A0...An−1. Niech P b¦dzie dowolnym punktem

na krótszym z ªuków A0An−1 okr¦gu opisanego na tym wielok¡cie. Oznaczmy

przez hi odlegªo±¢ P od prostej zawieraj¡cej Ai−1Ai (hn odpowiada An−1A0).

Udowodnij, »e
n−1∑
i=1

1

hi
=

1

hn

6. Dany jest trójk¡t ABC. Niech styczna do okr¦gu opisanego na tym trójk¡cie w

punkcie A przecina prost¡ zawieraj¡c¡ ±rodki AC i AB (midsegment równolegªy

do BC) w punkcie A1. Podobnie de�niujemy B1, C1. Udowodnij, »e punkty

A1, B1, C1 le»¡ na prostej równolegªej do LINII EULERA trójk¡ta ABC

7. Okr¡g o ±rodku O wpisany jest w czworok¡t ABCD i dotyka boków AB, BC,

CD i DA odpowiednio w punktach K, L, M , N . Oznaczmy punkt przeci¦cia

KL i MN przez S. Poka», »e OS ⊥ BD

8. (*) Niech ABC b¦dzie trójk¡tem ostrok¡tnym, a okr¡g w niego wpisany dotyka

AB i AC w D i E. Niech X oraz Y b¦d¡ punktami przeci¦cia dwusiecznych

k¡tów ∠ACB i ∠ABC z prost¡ zawieraj¡c¡ DE. Niech Z b¦dzie punktem

po±rodku BC. Udowodnij, »e trójk¡t XY Z jest równoramienny ⇐⇒ ∠A = π
3

Materiaªy przygotowaª: Mikoªaj Czapp.
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9. Niech M , N b¦d¡ punktami wewn¡trz 4ABC takimi, »e ∠MAB= ∠NAC oraz

∠MBA= ∠NBC. Udowodnij, »e

AM · AN
AB · AC

+
BM ·BN

BA ·BC
+

CM · CN

CB · CB
= 1


