
III UNIWERSYTECKI OBÓZ OLIMPIADY MATEMATYCZNEJ

Nierówno±ci 1

Postaraj si¦ rozwi¡za¢ zadania 1 - 6 elementarnie, to znaczy bez u»ywania twierdze«.

zadanie 1. Wyka», »e dla dodatnich x, y zachodzi nierówno±¢:

x+ y

2
>
√
xy

zadanie 2. Wyka», »e dla dodatniego a zachodzi nierówno±¢:

a+
1

a
> 2

zadanie 3. Wyka», »e dla dowolnych rzeczywistych x, y, z zachodzi nierówno±¢:

x2 + y2 + z2 > xy + yz + zx

zadanie 4. Wyka», »e dla dodatnich x, y zachodzi nierówno±¢:

√
xy >

2
1
x
+ 1

y

zadanie 5. Wyka», »e dla dodatnich a, b zachodzi nierówno±¢:√
a2 + b2

2
>

a+ b

2

zadanie 6. Wyka», »e je±li a1 6 a2 i b1 6 b2, to

a1b1 + a2b2 > a1b2 + a2b1

Twierdzenie o ci¡gach jednomonotonicznych

Je»eli ci¡gi a1, a2, ..., an i b1, b2, ..., bn s¡ jednomonotoniczne (tzn. a1 > a2 > ... > an i b1 >
b2 > ... > bn lub a1 6 a2 6 ... 6 an i b1 6 b2 6 ... 6 bn), to

a1b1 + a2b2 + ...+ anbn > a1b
′
1 + a2b

′
2 + ...+ anb

′
n > a1bn + a2bn−1 + ...+ anb1,

gdzie (b′1, b
′
2, ..., b

′
n) jest dowoln¡ permutacj¡ ci¡gu b.

zadanie 7. Zauwa», »e ka»de z zada« 1 - 6 mo»na rozwi¡za¢ u»ywaj¡c twierdzenia o ci¡gach

jednomonotonicznych. Nie zawsze jednak warto strzela¢ z armaty do wróbla, szczególnie tam, gdzie

elementarne metody daj¡ proste rozwi¡zania. W szczególno±ci, elementarnego rozwi¡zania zadania 6

u»yli±my przy dowodzeniu twierdzenia.

zadanie 8. Wyka», »e dla dodatnich x, y, z, t zachodzi nierówno±¢:

x+ y + z + t 6
x2

y
+

y2

z
+

z2

t
+

t2

x

Przygotowaª: Dawid Ignasiak.
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zadanie 9. Wyka», »e dla dodatnich a, b, c zachodzi nierówno±¢:

a3b

c
+

a3c

b
+

b3a

c
+

b3c

a
+

c3a

b
+

c3b

a
> 6abc

zadanie 10. Wyka», »e dla dodatnich a1, a2, ..., an zachodzi nierówno±¢:
a1
a2

+
a2
a3

+ ...+
an
a1

> n

zadanie 11. Wyka», »e dla dodatnich a1, a2, ..., an (n > 3) o sumie s zachodzi nierówno±¢:

a1
s− a1

+
a2

s− a2
+ ...+

an
s− an

>
n

n− 1

Nierówno±¢ mi¦dzy ±rednimi (nierówno±¢ Cauchy'ego)

Dla dowolnych dodatnich liczb a1, a2, ..., an, zachodz¡ nierówno±ci:√
a21 + a22, ...+ a2n

n
>

a1 + a2 + ...+ an
n

> n
√
a1a2...an >

n
1
a1

+ 1
a2

+ ...+ 1
an

Ponadto, równo±¢ w ka»dej z nich zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = a2 = ... = an. Porówny-

wane wyra»enia nazywane s¡ odpowiednio ±redni¡ kwadratow¡, arytmetyczn¡, geometryczn¡ i har-

moniczn¡ liczb a1, a2, ..., an.

zadanie 12. Udowodnij nierówno±¢ mi¦dzy ±rednimi:

(a) arytmetyczn¡ i geometryczn¡,

(b) geometryczn¡ i harmoniczn¡,

zadanie 13. Wyka», »e dla dodatnich a, b zachodzi nierówno±¢:

1

a
+

1

b
>

4

a+ b

zadanie 14. Wyka», »e dla dodatnich liczb a1, a2, ..., an o iloczynie równym 1 zachodzi nierówno±¢:

(1 + a1)(1 + a2)...(1 + an) > 2n

zadanie 15. (Nierówno±¢ Nesbitta) Wyka», »e dla dodatnich liczb a, b, c zachodzi nierówno±¢:

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
>

3

2

Jest to szczególny przypadek zadania 11, ale spróbuj je rozwi¡za¢ korzystaj¡c z nierówno±ci mi¦dzy

±rednimi.

∗zadanie 153
4
. Rozwi¡» w liczbach caªkowitych dodatnich równanie:

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
= 4

zadanie 16. Wyka», »e dla dowolnego dodatniego x zachodzi nierówno±¢:

x4 +
1

x
>

1

4

zadanie 17. Znajd¹ minimum funkcji f(x) = x10 + 7
x3 zde�niowanej dla x > 0.

zadanie 18. Dodatnie x, i y speªniaj¡ zale»no±¢ 2x + 5y = 15. Jaka jest najwi¦ksza mo»liwa

warto±¢ wyra»enia x2y3?
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Nierówno±¢ Czebyszewa

Je»eli a1, a2, ..., an oraz b1, b2, ..., bn s¡ ci¡gami jednomonotonicznymi, to zachodzi nierówno±¢:

n(a1b1 + a2b2 + ...+ anbn) > (a1 + a2 + ...+ an)(b1 + b2 + ...+ bn)

zadanie 19. Udowodnij nierówno±¢ Czebyszewa.

zadanie 20 (lub zadanie 12 podpunkt (c)). Udowodnij nierówno±¢ mi¦dzy ±redni¡ arytmety-

czn¡ i kwadratow¡.

zadanie 21. Wyka», »e dla dodatnich liczb a1, a2, ..., an, których suma wynosi 1 zachodzi nierówno±¢:

a1√
1− a1

+
a2√
1− a2

+ ...+
an√
1− an

>

√
n

n− 1

zadanie 22. Wyka», »e dla dodatnich x, y, z zachodzi nierówno±¢:

(x+ y + z)(x3 + y3 + z3)(x5 + y5 + z5) > 9(x9 + y9 + z9)

Nierówno±¢ Bernoulliego

Dla dowolnego rzeczywistego x > −1 i naturalnego n zachodzi nierówno±¢:

(1 + x)n > 1 + nx

Nierówno±¢ t¦ uogólnia si¦ na rzeczywiste wykªadniki r . Wtedy jest ona prawdziwa dla r 6 0 lub

r > 1 . Dla 0 6 r 6 1 prawdziwa jest nierówno±¢ w drug¡ stron¦.

zadanie 23. Udowodnij nierówno±¢ Bernoulliego dla wykªadnika b¦d¡cego liczb¡ naturaln¡.

zadanie 24. Wyka», »e dla dowolnych liczb dodatnich x1, x2, ..., xn speªniona jest nierówno±¢:

x1 + 2x2 + 3x3 + ...+ (n− 1)xn−1 + nxn 6
n(n− 1)

2
+ x1 + x2

2 + x3
3 + ...+ xn−1

n−1 + xn
n

K¡cik zada« ró»nych

zadanie 25. Wyka», »e dla dodatnich liczb a, b zachodz¡ nierówno±ci:

a4 + b4

a3 + b3
>

a2 + b2

a+ b
>

a+ b

2

zadanie 26. Wyka», »e dla dodatnich liczb a, b, c zachodzi nierówno±¢:

a+ b+ c 6
a4 + b4 + c4

abc

zadanie 27. Wyka», »e dla liczb a, b z przedziaªu 〈0, 1〉 zachodzi nierówno±¢:

ab(1− a)(1− b) 6
1

16

zadanie 28. Wyka», »e dla dodatnich liczb a, b, c zachodzi nierówno±¢:

3
√
a2b+

3
√
b2c+

3
√
c2a 6 a+ b+ c
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zadanie 29. Wyka», »e dla dodatnich liczb x, y, z zachodzi nierówno±¢:

x+ y + z +
3

x
+

3

y
+

3

z
+ 3 > 2(

√
x+ 3 +

√
y + 3 +

√
z + 3)

zadanie 30. Wyka», »e dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c zachodzi nierówno±¢:√
(a2 + b2)(b2 + c2) +

√
(b2 + c2)(c2 + a2) +

√
(c2 + a2)(a2 + b2) >

a2 + b2 + c2 + 3(ab+ bc+ ca)

2
zadanie 31. Wyka», »e dla dodatnich a, b, c zachodzi nierówno±¢:

a8 + b8 + c8

a3b3c3
>

1

a
+

1

b
+

1

c
zadanie 32. Wyka», »e dla dodatnich a1, a2, ..., an zachodzi nierówno±¢:

a31 + a32 + ...+ a3n
a21 + a22 + ...+ a2n

>
a1 + a2 + ...+ an

n

zadanie 33. Dodatnie liczby rzeczywiste a 6 b 6 c 6 d speªniaj¡ nierówno±¢

a+ b+ c+ d > 1.

Wyka», »e zachodzi nierówno±¢:

a2 + 3b2 + 5c2 + 7d2 > 1

zadanie 34. Wyka», »e dla dodatnich liczb a, b, c, d, e zachodzi nierówno±¢:

1

a
+

1

b
+

4

c
+

16

d
+

64

e
>

256

a+ b+ c+ d+ e

zadanie 35. Wyka», »e dla dodatnich a, b, c zachodzi nierówno±¢:√
bc

(b+ a)(c+ a)
+

√
ca

(c+ b)(a+ b)
+

√
ab

(a+ c)(b+ c)
6

3

2

zadanie 36. Wyka», »e dla dodatniej liczby caªkowitej n zachodz¡ nierówno±ci:

6n

(n+ 1)(2n+ 1)
6 1 +

1

22
+

1

32
+ ...+

1

n2
6 2− 1

n

zadanie 37. Suma kwadratów dodatnich liczb rzeczywistych a, b, c wynosi 1. Wyka», »e

1

3 + ab
+

1

3 + bc
+

1

3 + ca
>

9

10


