
Bardo �l¡skie, 12-16.11.2018

III Uniwersytecki Obóz Olimpiady Matematycznej

Wielomiany

Wprowadzenie

Wielomian to funkcja postaci:

W (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

Poj¦cia: wspólczynniki wielomianu, pierwiastek wielomianu, stopie« wielomianu, pierwiastki

wymierne wielomianu, dzielenie wielomianu, twierdzenie Bezout, wzory Viete'a

Zadanie 1 Wyka», »e je»eli m jest liczb¡ caªkowit¡, to suma wspóªczynników wielomianu

W (x) =
(

4m3

m− 1
2

x4 − 2mx3 − 2x2 − 1
2m−1

)2
jest równie» liczb¡ caªkowit¡.

Zadanie 2 Znajd¹ sum¦ wspóªczynników przy parzystych pot¦gach x wielomianu
W (x) = (x5 + 7x2 − x+ 5)2018.
Zadanie 3 Wiedz¡c, »e dla dowolnego x zachodzi 2W (x) +W (1− x) = 3x2 wyznacz W (5).
Zadanie 4Dane s¡ wielomiany: p(x) = x5−x3+1, q(x) = x2−3. Obliczy¢ q(r1)q(r2)q(r3)q(r4)q(r5),
gdzie r1, r2, r3, r4, r5 s¡ pierwiastkami wielomianu p(x).
Zadanie 5 (LVIII OM - II - 1) Wielomian P (x) ma wspóªczynniki caªkowite. Udowodni¢, »e
je»eli wielomiany P (x) oraz P (P (P (x))) maj¡ wspólny pierwiastek rzeczywisty, to maj¡ tak»e
wspólny pierwiastek caªkowity.
Zadanie 6 Je»eli P (x) jest wielomianem o wspóªczynnikach caªkowitych, to dla dowolnych,
ró»nych liczb caªkowitych a i b zachodzi warunek: (a− b)|(P (a)− P (b)).
Zadanie 7 (XLVI OM - II - 1) Wielomian P (x) ma wspóªczynniki caªkowite. Udowodni¢, »e
je»eli liczba P (5) dzieli si¦ przez 2, a liczba P (2) dzieli si¦ przez 5, to liczba P (7) dzieli si¦ przez
10.
Zadanie 8 Wielomian W ma posta¢ W (x) = x5 + a4x

4 + a3x
3 + a2x

2 + a1x gdzie a1, a2, a3, a4 s¡
pewnymi liczbami rzeczywistymi. Wiedz¡c dodatkowo, »e W (2) = 2,W (4) = 4,W (6) = 6,W (8) =
8, oblicz W (10) (bez obliczania wspóªczynników ai).
Zadanie 8 Pokaza¢, »e je±li wielomian W o wspóªczynnikach caªkowitych dla sze±ciu ró»nych liczb
caªkowitych przyjmuje warto±¢ 12, to nie ma pierwiastków caªkowitych.
Zadanie 9 Wielomian W o wspóªczynnikach caªkowitych dla trzech ró»nych liczb caªkowitych
przyjmuje warto±¢ 2, Wyka», »e dla »adnego argumentu caªkowitego nie przyjmuje warto±ci 1.
Zadanie 10 Warto±ci wielomianu W (n) = n2 − n+ 41 s¡ dla ka»dego n = 1, 2, 3 . . . , 40, liczbami
pierwszymi. Znajd¹ 40 kolejnych naturalnych n, dla których W (n) b¦d¡ liczbami zªo»onymi.
Zadanie 11 (II OM - II - 4) Dowie±¢, »e je»eli równania x2 +mx + n = 0 i x2 + px + q = 0
maj¡ wspólny pierwiastek, to mi¦dzy wspóªczynnikami tych równa« zachodzi zwi¡zek (n− q)2 −
(m− p)(np−mq) = 0.
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Zadanie 12 Znajd¹ wszystkie wielomianyW (x) speªniaj¡ce dla wszystkich x rzeczywistych równo±¢
xW (x− 1)− (x− 2)W (x)
Zadanie 13 Wyznaczy¢ a, b tak aby wielomian x4 + x3 + 2x2 + ax + b byª kwadratem innego
wielomianu.
Zadanie 14 Stopie« wielomianu P (x) o wspóªczynnikach rzeczywistych jest nieparzysty. Ponadto
dla ka»dego x zachodzi równo±¢ P (x2−1) = P (x)2−1. Wyka», »e dla ka»dego x zachodzi P (x) = x.
Zadanie 15 (XXIV OM - I - 8) Znale¹¢ wielomian o wspóªczynnikach caªkowitych najni»szego
mo»liwego stopnia, którego pierwiastkiem jest

√
2 +
√
3.

Zadanie 16 (XXI OM - II - 5) Dany jest wielomian P (x) = 1
2
− 1

3
x+ 1

6
x2. Niech Q(x) =

m∑
k=0

bkx
k

b¦dzie wielomianem okre±lonym wzorem

Q(x) = P (x) · P (x3) · P (x9) · P (x27) · P (x81). Obliczy¢
m∑
k=0

|bk|

Zadanie 17 (XXXIII OM - II - 1) Dowie±¢, »e je»eli c, d s¡ liczbami caªkowitymi, przy czym
c 6= d, d > 0 to równanie x3 − 3cx2 − dx+ c = 0 ma nie wi¦cej ni» jeden pierwiastek wymierny.
Zadanie 18 (XLVII OM - I - 9) Wielomian o wspóªczynnikach caªkowitych daje przy dzieleniu
przez wielomian x2 − 12x+ 11 reszt¦ 990x− 889. Wykaza», »e wielomian te nie ma pierwiastków
caªkowitych.
Zadanie 19 (XXXI - II - 4) Udowodni¢, »e je»eli a i b s¡ liczbami rzeczywistymi oraz wielomian
ax3 − ax2 + 9bx− b ma trzy pierwiastki dodatnie, to s¡ one równe.
Zadanie 20 (XXX OM - I - 5) Znale¹¢ tak¡ liczb¡ rzeczywist¡ m, dla której iloczyn pewnych
dwóch pierwiastków rzeczywistych równania 2x4 − 7x3 +mx2 + 22x− 8 = 0 wynosi 2.
Zadanie 21 (XXXVII OM - I - 3) Dowie±¢, »e dla ka»dej liczby naturalnej k wielomian
(x4 − 1)(x3 − x2 + x− 1)k + (x+ 1)x4k−1 dzieli si¦ przez x5 + 1.
Zadanie 22 (XXXVIII OM - II - 4) Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb rzeczywistych a, b, dla
których wielomiany x4+2ax2+4bx+ a2 i x3+ ax− b maj¡ dwa ró»ne wspólne pierwiastki rzeczy-
wiste.
Zadanie 23 (LVI OM - II - 4) Dany jest wielomian W (x) = x2 + ax + b, o wspóªczynnikach
caªkowitych, speªniaj¡cy warunek: Dla ka»dej liczby pierwszej p istnieje taka liczba caªkowita k,
»e liczby W (k) oraz W (k + 1) s¡ podzielne przez p. Dowie±¢, »e istnieje liczba caªkowita m, dla
której W (m) = W (m+ 1) = 0.


