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III Uniwersytecki Obóz Olimpiady Matematycznej

Indukcja matematyczna

Wprowadzenie

Niech W b¦dzie wªasno±ci¡ liczb naturalnych speªniaj¡c¡ nast¦puj¡ce dwa warunki:

• W(0) jest prawd¡

• dla wszystkich liczb naturalnych n, je±li W(n) jest prawd¡ to tak»e W(n+1) jest prawd¡

Wtedy wszystkie liczby naturalne maj¡ wªasno±¢ W.

Poj¦cia: podstawa indukcyjna, krok indukcyjny, zaªo»enie indukcyjne, teza indukcyjna

Zadanie 1 (nierówno±¢ Bernoulliego)
Wyka» indukcyjnie, »e dla wszystkich rzeczywistych x > −1 oraz dla wszystkich n ∈ N zachodzi
nierówno±¢ (1 + x)n ≥ 1 + nx

Zadanie 2 Udowodnij indukcyjnie, »e dla ka»dego naturalnego n > 1

a) 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + · · ·+ n = n(n+1)
2

b) 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + · · ·+ (2n− 1) = n2

c) 12 + 32 + 52 + · · ·+ (2n− 1)2 = n(4n2−1)
3

d) 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 = (n(n+1)
2

)2

e) 13 + 33 + 53 + · · ·+ (2n− 1)3 = n2(2n2 − 1)

f) 1 · 3 · (1!)2 + 2 · 4 · (2!)2 + · · ·+ n · · · (n+ 2) · (n!)2 = [(n+ 1)!]2 − 1

Zadanie 3 Rozwi¡» zale»no±ci rekurencyjne i udowodnij korzystaj¡c z indukcji

a) fn = fn−1 + (−1)n+1n
dla n > 1 i f1 = 1

b) gn = gn−1gn−2

dla n > 2 i g1 = g2 = 2

c) hn = h2
n−1/hn−2

h0 = 1, h1 = 2

d) nan = (n− 2)!an−1an−2

a0 = 1, a1 = a2 = 2

d) 101|102n − (−1)n

e) 10|22n − 6

f) 169|33n − 26n− 1

g) 12|10n − 4

h) 30|n5 − n

1



Niech Fn oznacza n-t¡ liczb¦ Fibonacciego

Zadanie 4 Poka», »e (
1 1
1 0

)n(
F2

F1

)
=

(
Fn+2

Fn+1

)
Zadanie 5 Udowodnij indukcyjnie zale»no±ci

a) Fn+1 < 2Fn dla n > 3

b) Fn+1 = 1 +
n−1∑
i=0

Fi

c) F2n+1 = F 2
n + F 2

n+1

d) F 2
0 + F 2

1 + F 2
3 + · · ·+ F 2

n = FnFn+1

e) FnFn+2 = F 2
n+1 + (−1)n+1

Zadanie 6 Pewne twierdzenie o liczbach naturalnych T (n) speªnia: z T (n) wynika T (n+2) oraz z
T (n) wynika T (n− 3). Ponadto T (1) jest prawdziwe. Pokaza¢ prawdziwo±¢ T (n) dla ka»dej liczby
naturalnej n.
Zadanie 7 Firma kateringowa pakuje kanapki wyª¡cznie w pudeªka po 3 lub 5 sztuk. Udowodnij,
»e ka»d¡ licz¡c¡ wi¦cej ni» 8 sztuk liczb¦ kanapek da si¦ zapakowa¢ w takie pudeªka tak, aby
wszystkie pudeªka byªy peªne.
Zadanie 8 Udowodnij, »e ka»d¡ kwot¦ n mo»na rozmieni¢ na dwuzªotówki i pi¦ciozªotówki.
Zadanie 9 Liczby an, bn s¡ okre±lone wzorami

a1 = b1 = 1, an+1 = an + bn, bn+1 = 2an + bn

dla n = 1, 2, 3 . . .
Udowodnij, »e dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi równo±¢ 2a2n − b2n = (−1)n+1

Zadanie 10 Dla jakich n nierówno±¢ n4 ≤ 2n jest prawdziwa?
Zadanie 11 Udowodnij nierówno±¢ (

2n
n

)
≤ 22n−1

Zadanie 12 (IV OM - I - 7) Dowie±¢, »e gdy n jest liczb¡ caªkowit¡ wieksz¡ od 2, to

2
1
2
n(n−1) > n!

Zadanie 13 (VIII OM - I - 12) Udowodni¢, »e n prostych le»¡cych na pªaszczy¹nie, z których
ka»de dwie przecinaj¡ si¦, ale »adne trzy nie przechodz¡ przez jeden punkt, dzieli pªaszczyzn¦ na
1
2
(n2 + n+ 2) cz¦±ci

Zadanie 14 (XXVIII - I - 8) Dowie±¢, »e zbiór {1, 2, . . . , 2s+1} mo»na tak rozbi¢ na dwa
zbiory 2s-elementowe {x1, x2, . . . , x2s}, {y1, y2, . . . , y2s}, »e dla ka»dego naturalnego j ≤ s zachodzi
równo±¢

2s∑
i=1

xj
i =

2s∑
i=1

yji


