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Teoria: Zasada indukcji matematycznej. Liczby pierwsze, podzielno±¢ i jej wªa-
sno±ci. Zasadnicze twierdzenie arytmetyki. Ukªady kongruencji, twierdzenie
Eulera (w tym MTF), chi«skie twierdzenie o resztach. Wªasno±ci liczb pierw-
szych.
Oznaczenia: N - zbiór liczb naturalnych, Z - zbiór liczb caªkowitych, P - zbiór
liczb pierwszych. Liczby n,m, k domy±lnie oznaczaj¡ liczby naturalne.

Zadania

1. Udowodnij, »e dla ka»dego n liczba 42n+1 + 33n+2 jest wielokrotno±ci¡
liczby 13.

2. Udowodnij nast¦puj¡cy wzór: 12 + 22 + . . .+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6 .

3. Wyka», »e je»eli (a, b) = 1 i b|ac, to b|c.

4. Z poprzedniego zadania wywnioskuj, »e:

(a) Je»eli a|c oraz b|c i (a, b) = 1, to ab|c,
(b) Je»eli (a, b) = 1 i (a, c) = 1, to (a, bc) = 1,

(c) Je»eli (a, b) = 1, to (an, b) = 1, a dalej (an, bm) = 1.

5. Wyka», »e:

(a) (a1, a2, . . . , an+1) = ((a1, a2, . . . , an), an+1)

(b) [a1, a2, . . . , an+1] = [[a1, a2, . . . , an], an+1]

6. Wyka», »e (a, b) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istniej¡ takie naturalne x, y,
»e ax+ by = 1.

7. Wyka», »e iloczyn k kolejnych liczb caªkowitych jest podzielny przez k!.

8. Udowodnij, »e dla dowolnego n,
√
n jest albo naturalne, albo niewymierne.

9. Niech a, b, c, d ∈ Z im ∈ N. Udowodnij nast¦puj¡ce wªasno±ci kongruencji:

(a) Je»eli a ≡ b (mod m) i c ≡ d (mod m), to

i. a+ b ≡ c+ d (mod m),

ii. a− b ≡ c− d (mod m),

iii. ab ≡ cd (mod m).

(b) Je»eli ad ≡ bd (mod m) i (d,m) = 1, to a ≡ b (mod m).
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(c) Je»eli a ≡ b (mod m), to (a,m) = (b,m).

10. Oblicz reszt¦ z dzielenia 20172018 przez 37.

11. Znajd¹ dwie ostatnie cyfry liczb 99
9

, 79
99

.

12. Poka», »e istnieje 2017 kolejnych liczb naturalnych, z których ka»da jest
podzielna przez kwadrat liczby naturalnej.

13. Wyka», »e dwie ró»ne liczby Fermata s¡ wzgl¦dnie pierwsze.

14. Wyka», »e w ci¡gu 6n+ 5 jest niesko«czenie wiele liczb pierwszych.

Problemy

1. Udowodnij, »e istnieje niesko«czenie wiele liczb pierwszych postaci 4k+1.

2. Udowodnij, »e dla dowolnego n liczba 1+ 1
2 +

1
3 + . . .+ 1

n nie jest caªkowita.

(a) Ogólniej: Udowodnij, »e dla dowolnych n, k liczba 1
k+

1
k+1+. . .+ 1

k+n
nie jest caªkowita.

(b) Jeszcze ogólniej: Udowodnij, »e dla dowolnych n, k i dowolnych kom-
binacji znaków +,− liczba ± 1

k ±
1

k+1 ± . . .± 1
k+n nie s¡ caªkowita.

3. Wyka», »e ostatnie cyfry liczb nnn

dla kolejnych n ∈ N tworz¡ ci¡g okre-
sowy.
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