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Zadania:

1. Poka», »e (a1b1 + a2b2)
2 ≤ (a21 + a22)(b

2
1 + b22) dla liczb a1, a2, b1, b2 ∈ R.

2. [Nierówno±¢ Cauchy'ego-Schwarza] Poka», »e dla ai, bi ∈ R zachodzi
(a21 + a22 + . . .+ a2n)(b

2
1 + b22 + . . .+ b2n) ≥ (a1b1 + a2b2 + . . . anbn)

2

3. Poka», »e dla ai ∈ R zachodzi (a1 + a2 + . . .+ an) ≤
√
n(a21 + a22 + . . .+ a2n)

1/2.

4. Poka», »e dla ai ∈ R zachodzi (
∑n

i=1 ai)
2 ≤ (

∑n
i=1 |ai|2/3)(

∑n
i=1 |ai|4/3).

5. Poka», »e dla ai, bi > 0 zachodzi (
a2
1

b1
+

a2
2

b2
+ . . .+

a2
n

bn
) ≥ (a1+a2+...+an)

2

b1+b2+...bn
.

6. Poka», »e dla ai, bi, ci ∈ R zachodzi (
∑n

i=1 aibici)
4 ≤ (

∑n
i=1 a

2
i )

2(
∑n

i=1 b
4
i )(

∑n
i=1 c

4
i ).

7. Poka», »e dla ai, bi, ci ∈ R zachodzi (
∑n

i=1 aibici)
2 ≤ (

∑n
i=1 a

2
i )(

∑n
i=1 b

2
i )(

∑n
i=1 c

2
i ).

8. Poka», »e dla ai ∈ R zachodzi (
∑n

i=1 ai)
2 + (

∑n
i=1(−1)iai)2 ≤ (n+ 2)(

∑n
i=1 a

2
i ).

9. Poka», »e dla a, b, c > 1 speªniaj¡cych 1/a+ 1/b+ 1/c = 2 zachodzi√
a+ b+ c ≥

√
a− 1 +

√
b− 1 +

√
c− 1.

10. Niech P b¦dzie punktem wewn¡trz trójk¡ta ABC. Niech D,E, F b¦d¡ rzutami prostopadªymi P na
proste BC,CA i AB odpowiednio. Znajd¹ wszystkie P dla których minimalizowane jest wyra»enie

BC

PD
+

CA

PE
+

AB

PF
.

11. Poka», »e dla a, b, c ∈ R+ speªniaj¡cych abc = 1 zachodzi
1

a3(b+c) +
1

b3(a+c) +
1

c3(a+b) ≥
3
2 .

12. Poka», »e dla a, b, c > 0 zachodzi√
a4 + a2b2 + b4 +

√
b4 + b2c2 + c4 +

√
c4 + c2a2 + a4 ≥ a

√
2a2 + bc+ b

√
2b2 + ac+ c

√
2c2 + ab.

13. [Nierówno±¢ Carlemana] Poka», »e dla ai ∈ R+ zachodzi
∑∞

i=1(a1a2 . . . ai)
1/i ≤ e

∑∞
i=1 ai.

14. Poka», »e dla a, b, c ≥ 1 speªniaj¡cych 1
a2−1 + 1

b2−1 + 1
c2−1 = 1 zachodzi

1
a+1 + 1

b+1 + 1
c+1 ≤ 1.

15. Znajd¹ najwi¦ksze rzeczywiste a, »e dla ka»dego n ≥ 1 i liczb rzeczywistych
0 = x0 < x1 < x2 < . . . < xn zachodzi

1
x1−x0

+ 1
x2−x1

+ . . .+ 1
xn−xn−1

≥ a( 2
x1

+ 3
x2

+ . . .+ n+1
xn

).
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