
Wzór Eulera

1. Udowodnij, że suma ka
‘
tów wszystkich ścian wypuk lego wielościanu jest dwa razy

wie
‘
ksza od sumy ka

‘
tów wypuk lego wieloka

‘
ta o tej samej liczbie wierzcho lków.

2. Nazwijmy defektem wierzcho lka wielościanu różnice
‘

mie
‘
dzy liczba

‘
2π a suma

‘
ka

‘
tów

p laskich schodza
‘
cych sie

‘
w tym wierzcho lku. Udowodnij, że suma

‘
defektów wszystkich

wierzcho lków wielościanu wypuk lego jest równa 4π.

3. Udowodnij, że jeśli powierzchnie
‘

wielościanu wypuk lego można rozcia
‘
ć na prostoka

‘
ty,

to ma on nie wie
‘
cej niż 8 wierzcho lków. Udowodnij, że jeśli powierzchnie

‘
wielościanu

wypuk lego można rozcia
‘
ć na trójka

‘
ty równoboczne, to ma on nie wie

‘
cej niż 12 wierz-

cho lków.

4. Niech Wk oznacza liczbe
‘

wierzcho lków, w których schodzi sie
‘
k krawe

‘
dzi. Niech Sk

oznacza liczbe
‘

ścian o k bokach. Uzasadnij, że

2K = 3W3 + 4W4 + 5W5 + . . . 2K = 3S3 + 4S4 + 5S5 + . . .

5. Udowodnij, że każdy wypuk ly wielościan ma ściane
‘

trójka
‘
tna

‘
lub ka

‘
t trój́scienny.

(Tak naprawde
‘

 la
‘
cznie jednego i drugiego ma co najmniej 8 sztuk.)

6. Udowodnij, że każdy wypuk ly wielościan: (a) ma ściane
‘

o mniej niż sześciu bokach;
(b) ma wierzcho lek z którego wychodzi mniej niż sześć krawe

‘
dzi.

7. Udowodnij, że w każdym wypuk lym wielościanie zachodza
‘

nierówności: 3W ≤ 2K,
3S ≤ 2K, 3S ≥ 6 + K, 3W ≥ 6 + K, 2S ≥ 4 + W , 2W ≥ 4 + S.

8. W pewnym wypuk lym wielościanie wszystkie ka
‘
ty sa

‘
trój́scienne, a każda ściana jest

pie
‘
cio-, sześcio- lub siedmioka

‘
tem. Udowodnij, że liczba ścian pie

‘
cioka

‘
tnych jest o 12

wie
‘
ksza od liczby ścian siedmioka

‘
tnych.

9. Na każdej z krawe
‘
dzi wielościanu wypuk lego napisano znak + albo −. Udowodnij, że

istnieje wierzcho lek, przy obchodzeniu którego znak zmienia sie
‘

mniej niż 4 razy.
(Policz na dwa sposoby liczbe

‘
ka

‘
tów p laskich, które maja

‘
na ramionach różne znaki.)

Proste grafy p laskie.

Prosty graf p laski to (skończony) graf bez pe
‘
tli i bez krawe

‘
dzi wielokrotnych, naryso-

wany na p laszczyźnie (lub sferze) bez samoprzecie
‘
ć.

10. Zauważ, że dla prostych grafów p laskich prawdziwe sa
‘
odpowiedniki zadań 6,7 i 9.

11. Uzasadnij, że w grafie p laskim: (a) średni stopień wierzcho lka wynosi 2K/W ; (b)
średnia liczba krawe

‘
dzi ściany wynosi 2K/S.

12. Wykaż, że grafy K5 i K3,3 nie sa
‘
planarne – nie daja

‘
sie

‘
narysować jako grafy p laskie.

(Nie wprost. Policz liczbe
‘

ścian, a potem średnia
‘
liczbe

‘
krawe

‘
dzi ściany.)

13. Na p laszczyźnie zaznaczono skończenie wiele punktów, kilka bia lych i kilka czarnych,
tak że nie leża

‘
wszystkie na jednej prostej. Udowodnij, że da sie

‘
poprowadzić prosta

‘
monochromatyczna

‘
: prosta

‘
, na której leża

‘
co najmniej dwa punkty jednego koloru i

żaden drugiego koloru.
(Wsk. ‘Sferyzacja’+zadanie 9 dla grafów.)
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