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Rozwi¡zania zada«

Bieg przez karto�isko

1. Tre±¢ zadania: W o±mio±cianie foremnym wybrano punkt M . Udowodnij, »e suma odlegªo±ci M od ±cian tego
o±mio±cianu nie zale»y od wyboru M .
Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e suma iloczynów odlegªo±ci punktu M z polami odpowiednich ±cian nie zale»y od
wyboru punktu M (i równa obj¦to±ci o±mio±cianu). Ponadto pola ±cian s¡ równe, zatem suma odlegªo±ci punktu
M od wszystkich ±cian o±mio±cianu musi by¢ staªa.

2. Tre±¢ zadania: W kwadracie o boku 1 danych jest 9 punktów. Udowodnij, »e istnieje trójk¡t o wierzchoªkach
w trzech z tych punktów, którego pole jest nie mniejsze ni» 1

8 .
Rozwi¡zanie: Rozbijmy kwadrat na 4 mniejsze kwadraty. W jednym z nich sa co najmniej 3 punkty, tworz¡ce
poszukiwany trójk¡t.

3. Tre±¢ zadania: Trzydzie±ci kraw¦dzi dwunasto±cianu foremnego chcemy ponumerowa¢ liczbami od 1 do 30
u»ywaj¡c ka»dej liczby dokªadnie raz. Czy mo»na to zrobi¢ tak, by suma numerów kraw¦dzi wychodz¡cych z
dowolnego wierzchoªka byªa podzielna przez 4?
Rozwi¡zanie: Zaªó»my nie wprost, »e istnieje takie ponumerowanie. Oznaczmy sumy numerów kraw¦dzi wycho-
dz¡cych z wierzchoªków przez a1, a2, . . . a12. Wówczas 4|a1+a2+· · ·+a12 = 2·(1+2+· · ·+30) = 2· 30·312 = 2·15·31,
co jest sprzeczno±ci¡.

4. Tre±¢ zadania: Niech a, b, c ∈ R b¦d¡ takie, »e a+ b+ c = 0. Udowodnij, »e:

a3 + b3 + c3 = 3abc.

Rozwi¡zanie: Wystarczy zauwa»y¢, »e

a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b+ c)
(
a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca

)
5. Tre±¢ zadania: Niech n ≥ 2 b¦dzie liczb¡ naturaln¡. Czy liczba skªadaj¡ca si¦ w zapisie dziesi¦tnym z 2n − 2

trójek i dwóch jedynek mo»e by¢ liczb¡ pierwsz¡?
Rozwi¡zanie: Niech m b¦dzie liczb¡ jak w zadaniu. Wówczas:

m = 3 · 11 . . . 11− 2 · 10l − 2 · 10k =
102

n − 1

3
− 2 · 10l − 2 · 10k.

Zatem

m =
102

n − 1− 6 · 10l(10k−l + 1)

3
.

Wystarczy zatem pokaza¢, »e NWD
(
102

n − 1, 10k−l + 1
)
> 1. Jak ªatwo zauwa»y¢, powy»sza liczba nie jesst

podzielna przez 3. Z tre±ci zadania wiemy, »e n ≥ 2 oraz 1 ≤ k − l ≤ 2n − 1. Rozwa»my trzy przypadki:

(a) Je±eli liczba k − l jest nieparzysta, to obie liczby s¡ podzielne przez 11.

(b) Je»eli liczba k − l jest postaci 2t, t ≤ n− 1, to wykorzystujemy to»samo±¢:

x2
n

− 1 =
(
x2

n−1

+ 1
)(

x2
n−2

+ 1
)
. . . (x+ 1)(x− 1).

Podstawiaj¡c x = 10 otrzymujemy tez¦.
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(c) Je»eli k − l = 2ts, gdzie s jest liczb¡ nieparzyst¡, to 102
t

+ 1 dzieli 10k−l + 1.

6. Tre±¢ zadania: Dany jest trójk¡t ostrok¡tny ABC. Punkt O jest ±rodkiem okr¦gu opipsanego na tym trójk¡cie.
Okr¡g opisany na trójk¡cie AOB przecina proste CA i CB jeszcze w punktach odpowiednio P i Q. Udowodnij,
»e proste CO i PQ s¡ do siebie prostopadªe.
Rozwi¡zanie: Niech ∠PQC = α. Wówczas ∠PAB = 180◦ − α oraz ∠BAC = α. Ponadto ∠BOC = 2α, wi¦c
∠OCB = 90◦−α. Niech CO przecina PQ w punkcieM . Wówczas w trójk¡cieMCQ otrzymujemy: ∠MQC = α,
∠MCQ = 90◦ − α i ostatecznie ∠CMQ = 90◦, st¡d CO ⊥ PQ.

7. Tre±¢ zadania: Udowodnij, »e dla k, l ∈ N, k 6= l istnieje niesko«czenie wiele takich n ∈ N, »e: NWD(k+ n, l+
n) = 1.
Rozwi¡zanie: Zaªó»my, »e k < l. Rozwa»my zbiór S = (P− l) ∩N, gdzie P jest zbiorem liczb pierwszych. zbiór
S jest zbiorem niesko«czonym, poniewa» P jest zbiorem niesko«czonym (zawartym w N). Ponadto, dla ka»dego
n ∈ S, NWD(k+ n, l+ n) = NWD(k+ n, l+ p− l) = NWD(k+ n, p), gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡, a k+ n < p.
Zatem NWD(k + n, l + n) = 1 dla wszystkich n ∈ S.

8. Tre±¢ zadnania: Niech punkty K i L b¦d¡ ±rodkami odpowiednio ªuków AB i AC na ABC niezawieraj¡cych
punktów C i B. Wyka», »e prosta KL jest symetraln¡ odcinka AIABC , gdzie IABC oznacza ±rodek okr¦gu wpi-
sanego w trójk¡t ABC.
Rozwi¡zanie: Z twierdzenia o trójli±ciu mamy, »e AK = AIABC , czyli K le»y na symetralnej AIABC . Analo-
gicznie stwierdzamy, »e L równie» na niej le»y.

9. Tre±¢ zadania: Udowodnij, »e dla a, b ∈ N takich, »e a 6= b i NWD(a, b) = 1

NWD(an − bn, am − bm) = aNWD(n,m) − bNWD(n,m)

Rozwi¡zanie: Wystarczy pokaza¢, »e je±li d|an− bn i d|am− bm, to d|an−m− bn−m, poniewa» wówczas mo»emy
zastosowa¢ algorytm Euklidesa na wykªadnikach a i b.

10. Tre±¢ zadania: Dany jest trójk¡t ABC. Niech prosta l przecina boki BC,AC i AB tego trójk¡ta odpowiednio
w punktach D,E i F . Oznaczmy przez P punkt przeci¦cia okr¦gów opisanych na ABC i AEF . Oznaczmy przez
Q przeci¦cie prostej AP z prost¡ BC. Udowodni¢, »e okr¦gi opisane na trójk¡tach AEF oraz DPQ s¡ styczne.
Rozwi¡zanie: Bez straty ogólno±ci zaªó»my, »e punkty D, S, B, C le»¡ w tej kolejno±ci na prostej BC. W
przeciwnym razie rozumowanie przebiega analogicznie.
Zauwa»my, »e na mocy twierdzenia o k¡cie pomi¦dzy styczn¡ a ci¦ciw¡ teza zadania równowa»na jest pokazaniu,
»e ∠FTS = ∠TDS + ∠TAF . Z racji tego, »e T jest przeci¦ciem ©(ABC) i ©(AEF ), otrzymujemy, »e T jest
punktem Miquela czworoboku zupeªnego CBFEDA. Widzimy wi¦c, »e czworok¡tDBFT jest cykliczny. Ponadto
T jest ±rodkiem podobie«stwa spiralnego przeksztaªcaj¡cego DB na EA, sk¡d mamy, »e 4TDB ∼ 4TEA.
Dostajemy zatem, »e ∠TDS = ∠TEA = ∠TFA, czyli ∠FTS = ∠TDS + ∠TAF .

11. Tre±¢ zadania: Niech a, b, c ∈ R+. Udowodnij, »e

(a+ b+ c)2

a2 + b2 + c2
+

1

2

(
a3 + b3 + c3

abc
− a2 + b2 + c2

ab+ bc+ ca

)
≥ 4.

Rozwi¡zanie: Poniewa» (a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2(ab + bc + ca), to dana nierówno±¢ jest równowa»na
nierówno±ci:

2(ab+ bc+ ca)

a2 + b2 + c2
+
ab4 + ac4 + bc4 + ba4 + ca4 + cb4

2abc(ab+ bc+ ca)
≥ 3.

Z nierówno±ci Caychy'ego-Schwarza otrzymujemy:(
1

a
+

1

a
+

1

b
+

1

b
+

1

c
+

1

c

)
(ab4 + ac4 + bc4 + ba4 + ca4 + cb4) ≥ (b2 + c2 + c2 + a2 + a2 + b2)2 = 4(a2 + b2 + c2)2

Sk¡d mamy: (
ab+ bc+ ca

abc

)
(ab4 + ac4 + bc4 + ba4 + ca4 + cb4) ≥ 2(a2 + b2 + c2)2
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Wykorzystuj¡c nierówno±¢ pomi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡ a geometryczn¡ oraz powy»sz¡, otrzymujemy:

(a+ b+ c)2

a2 + b2 + c2
+

1

2

(
a3 + b3 + c3

abc
− a2 + b2 + c2

ab+ bc+ ca

)
≥
(
(ab+ bc+ ca)(ab4 + ac4 + bc4 + ba4 + ca4 + cb4)

2abc(a2 + b2 + c2)2

) 1
3

≥ 3.

12. Tre±¢ zadania: Niech X b¦dzie zbiorem, a A1, A2, . . . , A2n takimi sko«czonymi podzbiorami X, »e |Ai|
|X| >

1
2 .

Poka», »e istnieje x ∈ X taki, »e x nale»y do co najmniej n podzbiorów spo±ród A1, A2, . . . A2n

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e:

|A1|+ |A2|+ · · ·+ |A2n| >
1

2
· |X| · 2n = |X| · n.

Z zasady szu�adkowej Dirichleta istnieje szukany x ∈ X.

13. Tre±¢ zadania: Udowodnij, »e dla x, y, z ≥ 2 zachodzi nierówno±¢

(y3 + x)(z3 + y)(x3 + z) ≥ 125xyz.

Rozwi¡zanie zadania: Poka»emy, »e

(xnr1 + axns2 )(xnr2 + axns3 ) . . . (xnrn + xns1 ) ≥ (kn(r−s) + a)nPns, (1)

gdzie P = x1x2 . . . xn, r ≥ s ≥ 0, a ≥ 0 i xi ≥ k ≥ 0.
Skoro kn ≤ P , to mamy kn(r−s) ≤ P r−s i st¡d

(kn(r−s) + a)P s ≤ pr + aP s ≤ (xnr1 + axns2 )
1
n (xnr2 + axns3 )

1
n . . . (xnrn + xns1 )

1
n

, gdzie ostani krok wynika z nierówno±ci Höldera. Teraz podnosimy obie strony do pot¦gi n i otrzymujemy (1).

14. Tre±¢ zadania: Udowodnij, »e dla a, b, n ∈ N liczba (a2 + b2)n jest sum¡ kwadratów dwóch liczb caªkowitych.
Rozwi¡zanie: Gdy n = 0 zadanie jest oczywiste. Dalej zauwa»my, »e gdy a, b, c, d ∈ Z, to

(a2 + b2)(c2 + d2) = (ac− bd)2 + (ad+ bc)2.

A skoro iloczyn dwóch sum kwadratów liczb caªkowitych jest sum¡ kwadratów liczb caªkowitych, to iloczyn
dowolnej (dodatniej) liczby sum kwadratów liczb caªkowitych jest sum¡ kwadratów liczb caªkowitych.

15. Tre±¢ zadania: Znajd¹ wszystkie n ∈ N takie, »e

2n + 1

n2
∈ Z.

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e n musi by¢ nieparzyste. Niech p b¦dzie najmniejsz¡ liczb¡ pierwsz¡ dziel¡c¡
n. Wtedy 2n ≡p −1. We¹my x, y najmniejsze takie, »e 2x ≡p −1 i 2y ≡p 1. Zauwa»my, »e 2p−1 ≡p 1 z
maªego tqierdzenia Fermata, zatem y ≤ p − 1. We¹my s i r takie, »e n = ys + r, gdzie 0 ≥ r < y. Wówczas
−1 ≡ 2n ≡ (2y)s · 2r ≡ 2r (mod p), zatem x ≤ r < y. Teraz we¹my h i k takie, »e n = hx + k, 0 ≤ k < x.
Wówczas −1 ≡ 2n ≡ (2x)h · 2k ≡ (−1)n · 2k. Dla k > 0 mamy 2 przypadki:

(a) 2 nie dzieli h. Wówczas −1 ≡p −2k, sk¡d 2k ≡p 1, ale k < x < y, sprzeczno±¢.

(b) 2 dzieli h. Wówczas −1 ≡p 2k, ale k < x, sprzeczno±¢.

Otrzymana sprzeczno±¢ dowodzi, »e k = 0, zatem n = hx. A skoro x < y < p oraz p jest najmniejsz¡ liczb¡ ró»n¡
od 1 dziel¡c¡ n, to x = 1. Zatem n = 3a.
Stosuj¡c LTE otrzymujemy: v3(2

n + 1) = v3(2 + 1) + v3(n) = 1 + v3(n), ale v3(n
2) = 2 · v3(n) i n2 | 2n + 1, wi¦c

2v3(n) ≤ 1 + v3(n), sk¡d v3(n) ≤ 1, wi¦c n = 1 lub n = 3. Sprawdzamy, »e te liczby s¡ ok.
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1 1
2

1
3 . . . 1

n

1
2

1
3

1
4 . . . 1

n+1

...
. . .

...

1
n

1
n+1

1
n+2 . . . 1

2n−1

16. Tre±¢ zadania: Udowodnij, »e suma dowolnych n liczb z poni»szej tabelki takich, »e »adne dwie nie le»¡ w tych
samych wierszach ani kolumnach jest nie mniejsza ni» 1.
Rozwi¡zanie: Oznaczmy liczby w tabelce przez aij , gdzie i jest numerem wiersza, a j numerem kolumny.
Wówczas suma dowolnych n liczb z poni»szej tabelki takich, »e »adne dwie nie le»¡ w tych samych wierszach ani
kolumnach jest równa

∑n
k=1

1
k+σ(k)−1 , gdzie σ jest pewn¡ permutacj¡ zbioru {1, 2, . . . n}. Z nierówno±ci mi¦dzy

±redni¡ arytmetyczn¡ a harmoniczn¡ otrzymujemy:

n∑
k=1

1

k + σ(k)− 1
≥ n2∑n

k=1(k + σ(k)− 1)
=

n2

n(n+1)
2 + n(n+1)

2 − n
= 1

17. Tre±¢ zadania: W okr¡g o wpisujemy czworok¡t ABCD. Niech P b¦dzie przeci¦ciem prostych AD i BC, Q
przeci¦ciem prostych AD i BC, a S przeci¦ciem prostych AC i BD. Oznaczmy przez M ±rodek odcinka PQ.
Prosta SM przecina okr¡g o w punkcie R. Udowodni¢, »e o i okr¡g opisany na trójk¡cie PQR s¡ styczne.
Rozwi¡zanie: Poprowad¹my prost¡ rownolegªa do PQ przez S. Niech tnie ona o w punktach X, Y . Teza
na mocy jednokªadno±ci równowa»na jest temu, »e X, R i Q oraz Y, R i P s¡ wspóªliniowe (z dokªadno±ci¡ do
kolejno±ci oznaczenia punktówX, Y ). Poka»emy, »e P,X,R s¡ wspóªliniowe (zakªadamy w kon�guracji, »e punkty
P,X,R′ le»¡ w takiej kolejno±ci na jednej prostej). Niech prosta QS przecina prost¡ PR' w punkcie L. Poniewa»
QS jest biegunow¡ punktu P wzgl¦dem o, zatem (P,L;X,R′) = −1. Ponadto wiadomym jest, »e S(P,Q;M,X) =
−1 (bo XY równolegªe do PQ). Dlatego te» −1 = S(P,Q;M,X) = S(P,L;R,X) = S(P,L;X,R). Jednak skoro
R′ le»y na o, wi¦c R ∈ PX, zatem R = R′.

18. Tre±¢ zadania: Niech A b¦dzie sko«czonym zbiorem. Niech dziaªanie ∗ : A×A→ A speªnia wªasno±ci:

(a) a ∗ b = b ∗ a dla dowolnych a, b ∈ A
(b) a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c dla dowolnych a, b, c ∈ A.

Udowodnij, »e istnieje takie a ∈ A, »e a ∗ a = a.

Rozwi¡zanie: Niech an =

n︷ ︸︸ ︷
a ∗ a ∗ · · · ∗ a. W zbiorze {a1, a2, . . . } ze sko«czono±ci zbioru A istniej¡ elementy

równe, zatem istniej¡ k, n ∈ N, n > k takie, »e ak = an. Niech m = n− k. Wówczas:

ak = ak · am = ak · am · am = · · · = ak · alm

dla dowolnego l ∈ N. W sczególno±ci:

ak(m+1) = ak · akm = ak = ak · ak(2m+1) = a2k(m+1).

Oznaczaj¡c b = ak(m+1) mamy b ∗ b = b.
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