GEOMETRIA ALGEBRAICZNA, Lista 8

Niech K bedzie cialem algebraicznie domknietym i m,n € IN. Ponizej stowo ,dziatanie” rozumiemy
jako ,lewe dziatanie”.

1. Rozwazmy naturalne dziatanie grupy GL3(K) na K®. Udowodnié, ze to dzialanie indukuje
tranzytywne dziatanie GL3(K) na:

(a) P%
(b) zbiorze podprzestrzeni liniowych wymiaru 2 w K3;
(c) zbiorze prostych w P2.

2. Dla A € GL3(K) i F € K[X,Y, Z] rozwazmy

X
A-F:=F|A ' |Y| | €eK[X,Y,Z].
Z

Udowodni¢, ze:
(a) powyzszy wzor zadaje dzialanie GL3(K) na K[X,Y, Z];
(b) dziatanie to dla kazdego d € IN zachowuje zbiér wielomianéw jednorodnych stopnia d.

3. Udowodni¢, ze dziatanie z zadania 2. zadaje dziatanie GL3(K') na zbiorze podzbioréow alge-
braicznych P? i Ze to dziatanie obciete do zbioru prostych w P? pokrywa sie z dzialaniem z
zadania 1(c).

4. Niech F, G beda wielomianami jednorodnymi w K[X,Y, Z], z € P?i A € GL3(K). Udowodnic,
ze (uzywajac poprzednich zadan, aby zinterpretowa¢ odpowiednie dziatania) mamy:
Iz, FNG)=1(A-z,(A-F)N(A-Q)).
5. Niech
0— A4 Ay —...— A, =0
bedzie ciagiem doktadnym skonczenie wymiarowych przestrzeni liniowych nad K. Udowodnié,

ze:
n

> (—1)" dimg (4;) = 0.

i=1

6. Dla k € IN, niech Ry bedzie przestrzenia K-liniowg sktadajaca sie z wielomianéw jednorodnych
stopnia k w K[X,Y, Z]. Zalozmy, ze d > m + n i ze mamy ciag dokltadny postaci

0— Ry—pn — Ryg—n x Rg—y = Rg — E — 0,
gdzie E jest pewna przestrzenia liniowg nad K. Udowodnié, ze:

dimg (E) = mn.

7. Dla F € K[Xy,...,X,], niech F* € K[Xy,...,X,41] bedzie homogenizacja wielomianu F'
wzgledem zmiennej X,,4+1. Udowodnié¢, ze dla dowolnych F,G € K[Xy,...,X,] mamy:
X:H-l(F +G)" = X:L—‘rlF* + X:L—HG*v

gdzie:
r=deg(G), s=deg(F), t=r+s—deg(F+G).



