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Wprowadzenie

Niech Rs(n) oznacza liczbe reprezentacji liczby n jako sume s k-tych poteg
liczb catkowitych dodatnich, gdzie s,n,k € N, £ > 1.W 1770 roku Warring
sformutowal hipoteze, ze dla kazdego k € N istnieje s takie, ze dla wszystkich
n istnieje u < s dla ktorego zachodzi R, (n) > 0, te hipoteze w tym samym
roku dla £ = 2 udowodnil Lagrange, natomiast w 1909 roku Hilbert [4]
udowodnil te hipoteze dla wszystkich k € N.

W dalszych latach matematycy byli zainteresowani przyblizong wartoscia
Rs(n) dla odpowiednio duzych n € N. Jako pierwsi Hardy oraz Littlewood
[3] w 1920 roku pokazali, ze przy zalozeniu ze s > (k — 2)2¥~! + 5 zachodzi
ponizszy asymptotyczny wzor

L(1+3)*

— kL g, (n)n¥/k1 )
o e 0.1)

Rs(n) ~
gdy n — oo, gdzie szereg singularny GSg(n) jest zdefiniowany ponizszym
wzorem

Gs(n) = i Z (qfl Zq: eQWi“Tk/q)se*2“i”“/q. (0.2)
r=1

W pracy udowodnimy dla & = 2 ponizsza formute asymptotyczna
Ry(n) = n* Y&y + €n Ve 4 e mF) 4 o(n DR (0.3)

gdzie o(nt=)/k=1y /pls=N/k=1 _ 0  gdy n — oo. Rozumowanie jest oparte
na pracy Robert C. Vaughan , Trevor D. Wooley [8]. Naszym wktadem jest
oszacowanie jakiego rzedu wielkosci w zaleznosci od s jest btad o(n(S*J )/ k=1
we wzorze . Skupimy sie na otrzymaniu wersji wzoru z bledem

multiplikatywnym, mianowicie
Ry(n) = n** ey + e Ve 4 1 em™F) A +o(n R (0.4)

i podaniu jawnego oszacowania na blad o(n~7/%) we terminach s. W rozwa-
zanym przez nas problemie parametr s pelni funkcje wymiaru przestrzeni.
Mozna wiec powiedzieé¢, ze celem tej pracy jest znalezienie jawnego oszaco-
wania bledu we wzorze w terminach wymiaru.

W tej pracy bedziemy sie jedynie ogranicza¢ do k = 2, poniewaz dla k > 2
czasami potrzeba bardziej zaawansownych metod.Wickszos¢ metody przed-
stawionej w tej pracy da sie uogoélni¢, tak aby dziataly réwniez dla k > 2.
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1 Podstawowe oznaczenia i definicje

W tym rozdziale przedstawimy podstawowe oznaczenia i definicje.

W ponizszej pracy zaktadamy, ze N = {1,2,3,...}.

Dla skoriczonego zbioru A poprzez #A bedziemy oznaczaé liczbe jego ele-

mentow. Ponadto dla a,b € Z bedziemy stosowa¢ oznaczenie (a,b) dla naj-

wiekszego wspolnego dzielnika liczb a oraz b, w nielicznych przypadkach (a, b)

bedzie oznaczaé¢ uporzadkowana pare liczb a, b, natomiast wtedy powinno to

by¢ jasne z kontekstu.

Dla liczby pierwszej p oraz a,n € N zapis p®||n, oznacza p®|n oraz p®*! ¢ n,

czyli wtedy p® jest najwieksza potega liczby p dzielaca n.

Dla 6 € R bedziemy uzywaé nastepujacych oznaczen

|0] := maxn, [0]:=minn, {8} :=60—[0], ||0]| := min|d—n|, e(@) = e>¥.
neZ neZ

neZ
n<6 n>0

Fakt 1.1. Dla dowolnych «, 8 € R, n € Z zachodzi

lla+ Bl < [lef] + 18]

[Ina| < [nlflof|

—~
[ S—
[N
— —

| = all = lla]|
Definicja 1.2. Dla s,n € N piszemy
Rs(n) = #{(m1,ma, ...,ms) € N* :m? +m3 + ... + m? = n}.
Naszym celem bedzie udowodnienie ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 1.3. Dla J,s,n € Z, gdzie J > 0, s > max(4J+5,6), n > Cs3,
gdzie C jest pewng stalq niezalezng od s, zachodzi ponizszy wzor

Ro(n) = n®/2" 1 (€ + Cin V2 4 .+ Cn /) (1 + o(n~/2))

gdzie n?/? - o(n=7/?) = 0, dla n — oo oraz dla 0 < j < J mamy

_ L(s\ T(3/2) i
&= 37 () e g

przy czym wyraz S,_j(n) jest zdefinowany we wzorze (0.2)).

W dalszej czesci pracy uzasadnimy, ze szereg z réwnosci jest zbiezny
dla s > 5, ponadto zachodzi |o(n=7/2)| < en=7/271/8 dla
n > (2s)%. W -(16(s + 1))+ oraz pewnej statem ¢ > 0, niezaleznej
od n oraz s.



Definicja 1.4. Dla k € N, niech d(k) oznacza liczbe dzielnikow liczby k.

Definicja 1.5. Dlan € N, § € R definiujemy

FO)= > e62?)

1<z<yn

Korzystajac z ponizszej réwnosci

! 1,dlah=0
/ e(ha) dao =< .
0 0, dla h € Z\ {0}
prawdziwy jest nastepujacy fakt

Fakt 1.6. Dla s,n € N zachodzi

1
Rs(n) —/0 f(a)’e(—na) da. (1.4)

Powyzsza rownos$é pozwala nam szacowaé przyblizona wartosé Rs(n). Od
tego momentu bedziemy przyjmowacé, ze n € N jest ustalona odpowiednio
duza liczba oraz P = /n.

Idea Hardy’ego oraz Littlewooda polega na tym, aby podzieli¢ przedzial [0, 1)
na 2 zbiory w zaleznosci od tego jak duza jest odlegtosé danej liczby od liczb
wymiernych o odpowiednio matym mianowniku.

Definicja 1.7. Dla 0 < a < q < P, gdzie a,q € Z, (a,q) = 1, niech
1
m(cba) = {Oé € [07 1) : ‘qa - (1| < 7}

zbiory powyzszej postaci ze wzgledéw historycznych bedziemy nazywaé
duzymi tukamsi. Ponadto niech

M = U M(q,a).
0<a<g<P
(a,q9)=1
Definicja 1.8. Definiujemy zbiér matych tukow w nastepujacy sposob
m=[0,1)\ .

W nastepnych rozdziatach przekonamy sie, ze liczby ze zbioru 99 maja
najwiekszy wplyw na wartosé calki po prawej stronie rownosei (1.4).



Lemat 1.9. Jesli a # o' lub q # ¢ ,gdzie pary liczb a,q oraz a’,q spetniajg
zatozenia definicji[1.77, to wowczas zachodzi

M(q,a) NM(q',a’) =0

Dowdd. Zatozmy nie wprost, ze M(q,a) N M(q',a’) # . Wowczas istnieje
a € M(q,a) NM(¢, d’), stad zachodza ponizsze nieréwnosci
1 1 1 / !/ ! 1
o _legd —dq 1

— (4 ) > la- S tla-S =2 - s -
4P"q ¢ q q q q qq qq

poniewaz q,q < P, to zachodzi

1 1,1 1 1.1 1 1

@)> (

= +—)

+ o) =50
qP  ¢P’ 2Pq ¢
otrzymali$my sprzecznosé, zatem M(q,a) NM(¢',a’) = 0. O
Lemat 1.10. Dla pary liczb a,q spetniajocych zatozenia definicji [1.7, jesli
q > 1 to zachodzi

a 1 1
{a—a.aém(q,a)}— [_Eaﬁ]

Ponadto dla ¢ =1 mamy

{a:aeM(1,0)) = [o, ﬁ},

1
{a—1:a €M1 1)} = [_E’())‘
Dowdd. 7 definicji [1.7] wynika, ze

a 1 a 1
=L 2y ¥
@0 =[5 = g s+ gpc N0V (15
Jeéliq>1,to(a,q):1=>qfa,cowrazzagqimplikuje%Z%oraz
1- % > %, zatem zachodzi

a 1 a 1 a 1 a 1
e Loy dyc@ o lycq
q 4Pq q 4Pq q q9q ¢

co wraz z réwnoscia (|1.5) udowadnia lemat dla ¢ > 1. Druga czesc lematu
jest oczywista z definicji oraz rownosci (|1.5)) O



2 Oszacowanie na malych tukach

W tej czesci udowodnimy oszacowanie puktowe funkeji f(«), ktore nastepnie
wykorzystamy by ograniczy¢ od gory wartosc [ |f (a)]* da dla odpowiednio
duzych t.

Lemat 2.1. Niech X, Y € R, Y > 1, a € R, wéwczas zachodzi

> e(ax) <min(Y, o), (2.1)

X<a<X+Y
przy czym przyimujemy min(Y, [|0]|71) =Y.

Dowdd. 7, jednej strony mamy oszacowanie

’ Z elax)| <Y

X<o<X+Y
co udowadnia teze, gdy a = 0. Zatézmy, ze o # 0, wOwczas mamy

[X+Y]

Y ) =] Y elan)| = }e(a(LX+YJ :(;)))_—;@(LXJ + 1))‘ .
X<z<X+Y o=|X]+1
2 B 2 B 1 1 -
le(a) — 1] N |2isin(ma)| - |sin(ra)| ~ 2[|a|] <|lef],

w przedostatniej nier6wnosci skorzystaliSmy z tego, ze funkcja |sin(nzx)| jest 1
okresowa oraz dla |x| < 1/2 zachodzi 2|z| < |sin(7wz)|. Powyzsza nieréwnosé
wraz z poczatkowym szacowaniem daje teze lematu. O

Lemat 2.2. (twierdzenie Dirichleta o aproksymacji).
Niech a, X € R, zatozmy, ze X > 1. Wowczas istniejg liczby a € Z oraz
q € N,q < X takie, ze zachodzi (a,q) = 1 oraz

| a| < 1 < 1

a——|<— < .

¢~ aX T ¢

Dowdd. Niech N = | X |, rozwazmy N liczb postaci {ar}, gdzie 1 <r < N,
kazda z tych liczb jest zawarta w przedziale [0,1). Jesli zachodzitoby
{ary} € [0, ﬁ) dla pewnego 79, to wowczas mieliby$my

|aro | 1 1 1
’Ck - | < < < T
0 TQ(N + 1) roX .

(ro,laro])



_ __loro]
B (7"07 \_OCTOJ
jesli by zachodzito {arg} € [NLH, 1) dla pewnego 9, to wowczas mieliby$my

Wowczas teza jest spetniona dla g = @ fgm I @ Ik Analogicznie

larg] + 1 1 1 1
To 7'0( + ) To (ro,[aro]+1)
Woéwcezas teza jest spelniona dla ¢ = W’%, a = % Teraz

zalozmy, ze kazda z liczb postaci {ar}, gdzie 1 < r < N lezy w jednym z
N — 1 ponizszych przedziatow

N+1'N+1

Wtedy z zasady szufladkowej istnieja u < v, takie ze liczby {au}, {av}
znajduja sie w tym samym przedziale, stad otrzymujemy
1 1

<7
N+1 X’

) (2<j<N).

(v —u) = ([av] = [au])] <

zatem rozumujac analogicznie jak poprzednio teza zachodzi dla g = m,

lav]—|au| 0

a= (v—u,|av]—|au])"

Whniosek 2.3. Dia a € R\ Q istnieje nieskoricznie wiele par liczb (a,q),
takich ze a € Z, q € N, (a,q) = 1 oraz zachodzi

1
e

Dowdd. Lemat gwarantuje istnienie takich par liczb. Niech

o — 2| <
q

a 1
A:{(aﬂq)GZXN:(Q7Q):17|05_5’§(172}

Zat6zmy nie wprost, ze zbior A jest skoriczony, niech
2
X=——7

min |a — —|
(a,q)€A q
mianownik powyzszego utamka jest niezerowy, poniewaz o € Q oraz zbiér A
jest skoriczony. Z lematu istnieje para (a,q) € Z x N, taka ze (a,q) = 1,
q < X oraz zachodzi

min |o — g\
a 1 1 (a,q)€A q . a
lao——-|< =< —-=—"—""——"—< min |a——|
qg " q X 2 (a,9)€A q



Z powyzszych nier6wnosci wynika, ze (a,q) € A, to natomiast daje sprzecz-
nosé z definicjg zbioru A, zatem A musi mieé¢ nieskoriczenie wiele elemen-
tow. O

Lemat 2.4. Niech X,Y € R, gdzie X > 1,Y > 1. Niech o, 8 € R, ponadto
a € Z,q €N, g > 2 bedg liczbami takimi, ze zachodzi (a,q) = 1 oraz

la —a/q| < ¢ 2%, wowczas prawdziwa jest poniisza nierdwnosé
X
S min(Y,aw + 817 < (g7 +1)(Y + dglog(q/2) + 4q).

Dowdd. Niech 8 = o — %. Rozwazmy dowolne rézne liczby ni,ng € N, takie
ze [n1 — ng| < &, wowczas korzystajac z faktu otrzymujemy
"2 -

llani + 8 — (anz + B)|| = |la(n — ns)|| > H“(”lq—

Poniewaz 0 < |n1 — na2| < q/2 to zachodzi ¢ t n1 — ng, ponadto (a,q) = 1,
stad mamy

(1 —n2)0l.

_ — 1
HLI ”2)“_||(n1—n2)9|\2HL” n2)H—1n1—n2H9\>f—— —.

q q a ¢ 2
Stad wynika ze dla Z € N oraz dla roznych ny,ny € {Z,Z+1,...., Z+ |q/2]}
liczby ani + B, angy + 8, modulo 1 sa odlegle od siebie o conajmniej 1/2¢, co
pociaga za soba ponizsze szacowania

—_

=

~
\)

la/2]
S min(Y, Jaz + Bl < Z > min(Y lkla/2] + 1) + 81
_— LQ/2J
S SR SN R ISR S5
0<k< b73; 0<lri<lar2] 0<k< 473;
X
< (L v 1 dqQog(la/2)) + 1)) < (25 4 1)V + 4qlog(a/2) + 4q).

la/2] la / 2]

O

Lemat 2.5. (Nieréwnos$é Weyl’a) Niech o € R oraz liczby a € Z, ¢ € N
spetniajq (a,q) = 1,¢ > 2 oraz |a — a/q| < q¢~2. Wowczas zachodzi ponizsza
NIErowWnosc

If(a)] < \/P+2(L2;D2J+1)(P+4qlog(q/2)+4q). (2.2)



Dowdad.

HOLESEY e(ax2>)-( > e(ay?)) - > elala?— ) =

1<z<P 1<y<p 1<z<P1<y<P
E E ((y + h)? g e(ah?) - E e(2ahy).
lh|<P 1<y<P h|<P 1<y<P
1<y+h<P 1<y+h<P

Stad korzystajac z lematow otrzymujemy

<y > e(2ahy)| <

|[h|<P max(1,1—h)<y<min(P,P—h)

Z min(min(P, P — h) — max(1,1 — k) + 1,|2ha||7!) <

|h|<P
3" min(P,||2hal|Y) = P+2 Y min(P,|[2hal7!) <
|h|<P 1<h<P

2P
<P+2 > min(P[jnal[7) < P+2(— + 1)(P+4qlog(q/2) + 4q).
1<n<2P a/2]

O

Whniosek 2.6. Dla P > 3 zachodzi ponizsza nieréwnosé
331log(2P
sup |f(a) < Py L0820,
acm -

Dowdd. Rozwazmy dowolne o € m, wowczas z lematu [2.2] istnieja liczby
a € Z, q €N, takie ze (a,q) =1, 1 < g < 4P oraz zachodzi

1
la— 2| < —.
q — 4Pq

Gdyby zachodzitoby ¢ < P, to wowczas o € 91, co dawaloby by sprzecznosé.
Zatem P < g < 4P, wtedy z lematu [2.5] zachodzi

|f(a)] < \/P+2(L2/P2J + 1) (P + 4qlog(q/2) + 4q) <

2P

5P — P
\/P + 66 - o Plog(QP) \/331 g Plog(2P).

10



Lemat 2.7. Dla k > 3 zachodzi ponizsze oszacowanie

9log(2)

d(k) < koelos®

Dowdd. Rozwazmy k > 3, niech € = 150 goi(;;l’ wowczas mamy
(k) d(p*) a+1 a+1
ke H pae - H pae ’ H pae ’

pellk p*|[k Pk

p<21/s p221/€

dla iloczynu po prawej prawdziwa jest ponizsza nier6wnosé

a+1 2¢

[] 1 [[ =<1
pCLE - pCLE -

p® ||k p°|lk

p>2"/¢ p>2"/¢

Ponadto zachodzi p® > 2% = ¢%198(2) > gelog(2),co daje

1—[a+1§1—[(1+%)S

ac
ik P vk P
p<21/5 p<21/€
a 1 _1__9l/e
< 1+ ——) < 1 < eclog(2) .
- H ( +a510g(2)) - H ( +510g(2)) =
Pk p<2l/e
p<2l/e
Zauwazmy, ze € = E)goi(;])c = 2l/e = log(k)1/5, stad mamy
1 ol/e _ log (k)5 loglog(k)
elog(2) 5log(2)? ’

poniewaz k > 3, to zachodza ponizsze nieréwnosci

log(log(k))* = % log(log(k)*/%)? < % log (k)" < 201og(2)® log(k)*/®,

co implikuje

log(k)'/? loglog(k) _ 4log(2) log(k)
5log(2)? —  loglog(k)
Ostatecznie otrzymujemy

log(k)1/® log log (k) 91og(2)

d(k) g k,& e 5log(2)?2 S kloglog(k) .

11



Uwaga 2.8. Szacowanie w lemacie jest dalekie od optymalnego, nato-
miast pokazuje, ze dla dowolnego € > 0 zachodzi

lim d(k) =0.

k—oo k£

Definicja 2.9. Dla x € R,z > 1 niech

D(z)= sup d(k).
keNk<x

Poniewaz funkcja % jest od pewnego miejsca rosngca, to z lematu
2.7 da sie wywnioskowac, ze dla dowolnego € > 0 zachodzi

lim D(z)

r—oo €

Lemat 2.10. (Nierdwnos$é¢ Hua) Dla P > 3 zachodzi

=0.

[ i@ do < P+ D),
0

Dowdd. Zauwazmy, ze prawdziwa jest ponizsza réwnosé

) = f(@)-fc) = 3 elaa” =) = X bueah),

1<z,y<P

gdzie by, = #{1 < z,y < P : 22 —y? = h} Poniewaz 2> —y? = (v —y)(z + )
oraz x +y > 0 dla z,y € [1, P], to zachodzi by, < d(|h|), ponadto by, = 0 dla
|h| > P2. Stad mamy

/ | f (o ]4da—2bh bop =b3+ > bpb_y <bF+ > bud(|h])

h#0 h#0
<[P+ D(P?)-> by < P2+ D(P?)-> by
h=£0 h
= P>+ D(P?) - |f(0)]* < P?(1+ D(P?)).
O

Wnhniosek 2.11. (Zastosowanie lematow do matych tukéw) Dla J > 0 oraz
t >4+ 2J zachodzi

[ i@ da < P2 (BUEEEN Ty per),

12



Dowdd. Korzystajac z wniosku [2.0] oraz lematu [2.10] otrzymujemy

3311og(2P)

P2 )t74‘P2(1+D(P2)).

[ 15 da < sup @) [ f@)ftda < (P

O]

Uwaga 2.12. Dla liczb t, J speliajacych zalozenia wniosku zachodzi

t—4
) P2 (BL0s00)) ¥ (14 D(P2)
i pr2- =0

Powyzszy wniosek oraz uwaga pozwalaja ,przy szacowaniu Rg(n) ze wzoru
(1.4), skupi¢ sie na oszacowaniu wartosci catki

/Em f(@)e(~na) da.

3 Wstepne manewry
Niech
R:(n) = #{(x1,x2, ..., x5) € Z° : 23 + 25 + ... + 22 = n}.

Powinno by¢ jasne, ze R:(n) jest rowne okoto 2°Rs(n), natomiast dokladna
zalezno$é miedzy tymi dwiema wielkosciami przedstawia ponizszy lemat.

Lemat 3.1. Prawdziwe sq ponizsze dwie rownosci

R =32 (1) Aecsto @)

r=0

_9—s - r Y px
R =27 3 () Ricy (3:2)
Dowadd. Rozwazmy liczbe reprezentacji n jako sume s kwadratéw liczb catko-
witych, niech wsréd tych s liczb doktadnie r z nich bedzie rowne 0, woéwczas
miejsca na ktoérych wystepuja zera mozemy wybraé na (f) sposobéw, nastep-
nie dla pozostalych s — r niezerowych liczb na 2 sposoby mozemy wybraé
znak kazdej z nich, ponadto istnieje dokladnie Rs_,(n) sposobéw na wybor
s — r uporzadkowanych liczb naturalnych, ktérych kwadraty sumujg sie do
n, to udowadnia réwnosé (3.1)).

13



Korzystajac z rownosci (3.1) otrzymujemy

s

Tﬂi;;W(ﬁR;Am:2ﬂ§:PVVC><§;qucjw>&TZWD

r=0
s s—r s  s—r
- Z(_l)r< ) 27" l< )Rs—r—l(n)
r l
r=0 [=0
otN f s —ufs—(u—=1)
= —1 u—l * 2 “ S—U N
o () (T T ) e
u=0 [=0
> S - U
— 9—u B _1\u—l —
S () e -0 () = mato
u=0 =0
W trzeciej rownosci zastosowaliSmy podstawienie uw = r + [, w ostatniej

rownosci skorzystaliSmy z faktu, ze zachodzi
s s—(u—=10)\ _(s\(u
u—1 l C\w/\1)°

Przekonamy sie, ze aby udowodni¢ wzor (0.3) wystarczy uzyskaé asymp-
totyczne rozwinigcie Rj(n) dla odpowiednio duzych ¢, dokladniej bedzie to
sformutowane we wniosku 3.6

O]

Definicja 3.2. Definiujemy funkcje h : R — C ponizszym wzorem

h(a) = Z e(az?).

|z|<P

Definicja 3.3. Dla B C [0,1) mierzalnego zbioru niech

Ry (n;*B) :[Bh(a)te(—na) do.

Zauwazmy, ze wowczas zachodzi
Ry (n) = Ry(n; M) + R} (n;m). (3.3)

Uwaga 3.4. Poroéwnujac defincje[1.5] oraz [3.2] tatwo mozna zauwazyé, ze dla
wszystkich a € R zachodzi

ha) =1+2f(a).

14



Lemat 3.5. Zalozmy, ze J >0, s > J+ 3. Witedy dla 0 <t <s—J—3
zachodzi
IRy (n: [0.1)] < (1 +2P)7~3 (3.4)

Jesli natomiast zachodzi s > 44 2J oraz s — 2 — J <t < s, to wtedy

331log(2P)\ *3°

|R; (n; m)| = o(P*~>~) 525+48-PH( T ) > (1+D(P?)). (3.5)

Dowdd. Pierwsza nier6wnos¢ wynika z szacowania |h(a)| < 1+ 2|f(a)| <
1+ 2P. Gdy natomiast zaktadamy, ze s >4+ 2J oraz s —2 —J <t < s, to
z nieréwnoéci Holdera otrzymujemy

|Rf(n;m)] S/m|h(a)‘t da < (/mh(a)|s da)t/s(/m da)l—t/s

< /m h(a)[* da < /m (1+2f(@)° do
331log(2P)
P -2

W ostatniej nierownosci skorzystalismy z wniosku [2.11] natomiast w przedo-
staniej skorzystalismy z oszacowania (a + b)* < 2°(a® + %) dla a,b > 0. [

325+4S./\f(a)|5 da§25+45-P3_2( )524(14—D(P2)).

Whniosek 3.6. Dia s > 2J + 4 zachodzi

J+2

R =270 31 (D) R o) 9

r=0

gdzie

lo(P*~27)| < (1+2P)S—J—3+(JZ+:2 <i)>,<1+25.ps—2<331}1)0§(22p)> 524(1+D(P2))).

Dowdd. Z rownosci (3.2) oraz (3.4]) zachodzi

Rym) =27 i(—l)r (O) s+ 2 223(—1)7" (7)o
gdzie
‘2*8 72;3(—1)” <i> R;,T(n)‘ < 2321;3 <i) (14+2P)*~7 =% < (142P)*~ 773,

15



Ponadto mamy

2*2?(1)7" (7= Sy (O w2 Sy (7)o,

r=0 r=0

natomiast z (3.5)) zachodzi

Sy (7)) < (3 () (22 (B22C0) = 1p)).
r=0 r=0

O]

4 Wktlad duzych tukow

4.1 Klasyczne definicje i lematy

Naszym pierwszysm krokiem w analizie wyrazow R_ (n;,9) bedzie zasta-
pienie funkcji (), podanej w definicji przez jej odpowiednie przyblize-
nie, to natomiast wymaga pewnego przygotowania.

Definicja 4.1. Dla a,b € Z, q € N definiujemy

(ax2 + bx
q

S(q,a,b) :Ze

z=1

). (4.1)
Bedziemy przyjmowa¢ S(q,a) = S(q,a,0). Dla § € R zdefiniujemy

w@) = [ o) a (1.2
Ponadto dla o € M
f*(a) =q7'S(g,a)v(a —a/q) gdy a € M(q,a) . (4.3)
Lemat 4.2. Dia a,b € Z, q € N, takich ze (a,q) = 1 zachodzi

15(g,a,0)] < V/(2,9)q < /2q

Dowadd. Zauwazmy, ze dla t € N zachodzi

Zq:e(m:/q) _ {q gdy ¢t

0 gdy gtt

z=1

16



Stad otrzymujemy

-l —y?) + bz —y)
1S(q, a,b)* = S(g,a,b) - S(q,a,0) = > > e( p )

y=1x=1
q q-y 2 7 4 2
a(y + h)? — ay +bh ah +bh 2ahy
=2 >« ) =22 (=)
y=1h=1—y 9 y=1h—1 q

q

il ah2+bh z":e 2ahy Zq:e ah2+bh

h=1 y=1 h=1
q|2h

Zmiana przedzialéw sumowania w trzeciej réwnosci wynika z faktu, ze dla
h =h' (mod ¢) mamy
a(y + h)* — ay? + bh a(y +h')? — ay® + bh/
(WIS Oy _ (e O

Stad wynika, ze

S(q,a,b)] <Zq— (2,9)q
q|2h

O

Lemat 4.3. Zaldzmy, ze X <Y, F jest funkcjqg o warto$ciach rzeczywistych
okreslong na [X,Y], takq ze F" istnieje i jest ciggta na [X,Y] oraz F' jest
monotoniczna na [ X,Y]. Niech Hy, Hy bedq liczbami catkowitymi,takami ze
H, < F'(a) < Hy dla kazdego o € [X,Y]. Wowczas zachodzi

d e Z / — ah) do+ O(log(H + 1) + 1)
X<a<y h=H,
gdzie H = max(|H.|,|Hz|) oraz
|O(log(H +1)+1)| <9log(H + 1) + 11.

Dowadd. Dla rézniczkowalnej funkcji v z ciagta pochodng zachodzi wzoér
Eulera-Maclaurina [6] (Theorem B.5)

0= [ vle) da v - 1¥] - )

X<:):<Y

17



Y
SO - 1X) = )+ [ d@)a—la) - 3) da

Stad otrzymujemy

| > - [

X<xlY

Y
e(F(a)) da—/ 2miF (a)e(F (o)) (a — |a] — 1) da

X 2

= [~ e(FO)(Y ~ Y]~ )+ e(F(X))(X ~ [X] - ) < 1.

Przypomnijmy sobie z klasycznej teorii szeregéw Fouriera, ze dla wszystkich
a € R\ Z zachodzi ponizszy wzor

ponadto mamy

iy ‘Z 2mh

acR,NeN

Wowczas z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej ptrzymujemy

Y N nl /
/X2mF(a)e(F(a))( o)1t da—h_zoo /F ~ah) da.
h£0

Gdy zachodzi h > Hs lub h < Hi, to funkcja F'(a)) — h jest niezerowa
1 monotoniczna na przedziale [X,Y]. Dlatego funkcja %ﬁh jest réwniez
monotoniczna na [X,Y]. Stad catkujac przez czesci otrzymujemy

’/XYF’(a)e( —ha) da = ’/ 27” 3w (a) = 1) 2mi(F'(a)—h)e(F(a)—ha) da’
"(« a= Y "(«
- 2772'(; ((a))_h)e(F(a)—ha) e /X d‘la(m(;(;)_m)-e(p(a)—ha) da‘
/ Y (o
< 2el 7o 23l w28l + | aa(mey =) @)
;(‘F/]Z)lc()X ’ )F’ ; h‘ ‘/ da F/IZ;()Q h) daD

18



<+ (723l + lrwy =i

Rownosé f;(/ ‘%<F{E$)af)h>’ do = ’f; %(;};E;‘EO da’ jest uzasadniona
faktem, ze funkcja F’(a)/(F’ () —h) jest monotoniczna na przedziale [ X, Y],
zatem jej pochodna nie zmienia znaku na [X,Y].Poniewaz dla o € [X,Y]

jest prawda, ze

’(F’I(Ta()a—) h)’ < max (\h —Ho| h— Hy|

_l’_

| Ha| | H | >< | Hy| | H |
- |h—H2| |fL—I’I1|7

stad otrzymujemy ponizsze oszacowania

=1 Y 1 & 1 F'(X) F'(Y)
p )y Fer@ando| <2 30 (] | )
2 h/X (e(F(e)—ah)da| < = D n\Fx) —n Py =
h=Hs+1 h=Hs+1
h#0 h#£0
2 | H| | H, | 2 | H| | H, |
<= >y ( — ) ==y ( + )
w2 Nl Bl Rl ) T w2 Tk )Tl )
h#0 h#£0
Zachodzi ponizsza rownosé
00 N
| Ho| . |Ho| 1 1
= B S )
Z ‘h|(h—H2) Ngnoo H, Z h—H2 h
h=H>+1 h=Hs+1
h>0 h>0
Jesli Hy > 0, to
o0 N N—H; N
| Ho| | Hy 11 . 1 1
My, [l by 1 1
2 h[(h — Hy)  Nesso Hy 2 h—Hy, h) N > h
h=Hs+1 h=Hs+1 h=1 h=Hs+1
h#0 h>0
L1 Yoo &y
. A}gnoo Z Zh_log(H—i-l)—i-l
h=1 h=N—Hz+1 h=1
Jesli natomiast Hy < 0, to
1 M( - 1 l) -1 - - R 1
Ngnoo H2 h— H2 h N Ngnoo h h
h=H; = h=1
h>0 h>—Has
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N N—Hs, —H2 N—H, —H2

S f_zf_ngnoo > o Zf<logH+1)

h=1 h=—Hs+1 h=N+ 1

= lim
N—o0

==

Ponadto dla Hy < 0 mamy

00 -1

|Ha| 1
2 |h|(h — Hy) — 2 —h(h H2 Z h — H2 T h
h=Hs+1 h=H>+1 h=Hs+1
h<0
—H—1 -1 —Ha—
— - Z Z 2(log(H + 1) + 1).
h=1 h:HQ+1 h=1

Ostatecznie dla wszystkich Hy mamy

S | Ho| S | H| c- | H|
2 2 2
= + < 3(log(H+1)+1).
2 w2 o) 2 ) = Sl
=Ho+1 h=Hy+1 h=H>+1
h#0 h>0 h<0
Teraz rozwazmy drugi szereg
)DL N /1 N o 15}
J o T —H) 2= Tl Hy) 2= TRICh— )
h£0 h>0 h<0
Pierwsza suma wynosi
N
’Hl > 1 . |H1 | 1 1
b (5 L
2 5o H1 R D Dl
h=Hs+1 h=Hs+1
h>0 h>0
N—H; N
| 1\( 1 1)
=dmom 2 5 2y
h=Hy—Hi+1 h=Ho+1
h>—Hy h>0

Jesli Hy > 0. to wtedy tez Ho > 0 oraz powyzsze wyrazenie jest réwne

N—-Hp N Ho N

1 1 1 1
li - — = Z 4 -
R D D P O 2. pamo > g
h=Ho—H{+1 h=Hs+1 h=Ho—Hi+1 h=N—-Hi+1
Ho 1
= Z Eglog(H—i—l)—i-l.
h=Ho—Hi+1



Jedli natomiast H; < 0 ;to wtedy

N—H N
i &:hm@< Zl LS l)
h=Ha+1 [Pl(h — H1)  Nooo Hy hetotnl !t nm P
h>0 h>—H; h>0
N ] N—H; ]
— 2 z
dmo > g > h
h:max(Hngl,l) h:max(HngH»l,leJrl)
max(Ho—Hy+1,—H;+1)—1 . N-H
— Sl | =z
2 h N h
h=max(H2+1,1) h=N+1
max(Ho—Hi1+1,—H1+1)—max(H2+1,1) 1 —H,; 1
< > Ezzﬁglog(H—Irl)—kl.
h=1 h=1
= |Hi|
1
P dto dla H; < 0 Hy < 0 (gdy Hy > 0.t ——— =90
onadto dla H; oraz Hy (gedy Ho > 7Oh_;1’h‘(h—H1) )
=

mamy

%) -1 1
|H1| . —H; _ 1 1
2 |h|(h — Hy) 2 —h(h — Hy) 2 h—Hy h

h=H>+1 h=Hs+1 h=H>+1
h<0
—H;—-1 —Hy— 1
= ) Z 2 < 2(log(H +1) +1).
h=H2—H1-‘rl h=1

Ostatecznie dla wszystkich H; mamy

) |H1| B 0 |H1‘ 0 ‘Hl‘
2 |h|(h— Hy) — 2 m* > Th[(h — Hy) = < 3(log(H+1)+1).

h=Hs+1 h=H>+1 h=H>+1
h#£0 h>0 h<0
Stad zachodzi
‘h/ Fl(a )—ah)da‘
h=Ha+1
h#£0

2 | Ho| |Hi|
<i
=7 :; (\h\h ) Rl = Hy)
h£0

) < 2 (los(H-+1)+1) < 4(log(H+1)+1).

™
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Zupekie analogicznie da sie wykazaé, ze

Hi—1
Z ‘h/ Fl(a ) — ah) da‘<4log(H—|— 1) +1).
[

"z

Dla Hi < h < Hs, h # 0 calkujac przez czesci otrzymujemy

) € «))e(—a a=
/ lpl(a)e(F(a))@(_ah)da: (F())e(—ah)|o=Y

Y
F(a)—ah) d
< h omih ax+/x e(F(a)=ah) da,

co za sobg pociaga

2 1 Y , Y
‘hz;h <h/X F'(a)e(F(a))e(—ah) da—/X e(F(a) — ah) da))
h0
1 & 1 9
S;ZWS;(IOg(H"‘) ) <log(H +1)+1
e
Stad mamy
> eF@) - | () dar S / " e(F(a)—ah) datO(log(H+1)11)
X<z<Y Ux h=H, ' X °
h0
gdzie

0(log(H+1)+1)| < 14+2-4(log(H+1)+1)+(log(H+1)+1) = 9log(H-+1)+10.

Jesdli Hy < 0 < Hs to teza jest udowodniona, jesli natomiast zachodzi 0 < H;
lub Hy < 0, to |F'(a)| > 1 dla wszystkich a € [X, Y], wowczas calkujac przez
czesci otrzymujemy

‘/ da ‘/ 2mF’ 2m'F/(a)-e(F(oz)) da‘
F(e))

:‘QWiF’a o

’a:y 1 Yd( 1
Yle=X" 271 Jx da

W)  e(F()) da‘
1

Y
<t o (@) =2 |, o) el <2<t
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Rownosé f; ‘%(ﬁ)‘ da = )f;(/ %(ﬁ) da‘ jest uzasadniona faktem,
ze funkcja % jest monotoniczna na [X, Y], zatem jej pochodna nie zmienia
znaku na tym przedziale, ostatecznie otrzymujemy

H» Y
Yo e(F(x) =) / e(F(a) — ah) da+ O(log(H + 1) + 1)
h=H, ’ X

X<z<Y

gdzie
|O(log(H + 1)+ 1)| < 9log(H + 1) + 11.

Ponizsze twierdzenie jest niezwykle waznym wnioskiem z lematu [£.3]
Twierdzenie 4.4. Niech o € M(q, a), wowczas zachodzi
(@) = f*(@)] < ¢"/%(38 + 4log(q)) < P'/2(38 + 41og(P)).

Dowdd. Niech 8=« — %, wowcezas mamy || < r};.q, ponadto korzystajac z
definicji (4.1)) oraz faktu, ze dla ¢ € N zachodzi

q gdyq|t
> elte/g) = {0 ot
—q/2<x<q/2 8y 4
otrzymujemy ponizsze réwnosci

flay=3 e Y o)

1<z<P m=1
m=z (mod q)

q 2
am®, _ b(m —=x _

= Y Y™ Y (Mo Y S@abE)

1<z<Pm=1 q —q/2<b<q/2 —q/2<b<q/2
gdzie

F(b)= ) e(Ba® —bz/q).
1<a<P

Gdy zachodzi —q/2 < b < q/2 to wyrazenie 237y — b/q jest monotoniczna
funkcja zmiennej v na przedziale [0, P], ponadto lezy miedzy liczbami —2|5|P—
% oraz 2|5|P + % Tak wiec stosujac lemat dla Hy = —Hy = —H, gdzie
H = [2|B|P + 3] < 2 otrzymujemy

H
F(b)= > I(b+hg)+O(log(H +1)+1)
h=—H
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gdzie -
I(e) = /0 e(87? — cv/q) d

oraz blad spelnia oszacowanie podane w tezie lematu [£.3] Korzystajac z
poprzednich réwnosci oraz lematu otrzymujemy

H

flay=q Y Slgab)- Y I(b+hg)+O0(¢"*(log(H + 1) + 1)),
—q/2<b<q/2 h=—H

przy czym

0(a"*(log(H +1) +1))| < (Olog(H + 1) +11)g " >~ [S(q,a,b)|
—q/2<b<q/2

<(Olog(H+1)+11)g " Y /2= /2q(9log(H + 1) + 11)
—q/2<b<q/2
< ¢"2V2(91og(3) + 11) < 31¢"/2.
Ponadto dla b = V' (mod ¢) mamy S(q,a,b’) = S(q,a,b), stad

'Y ZSq,ab (b+hg) =q' > ZSq,ab+hq I(b+hq)

—q/2<b<q/2h=—H —q/2<b<q/2 h=—H

> S(g.a,b)-I(b)

—B<b<B

gdzie B = (H + 3)q < 3¢, stad

fla)=fa)=q" > S(g,a,b)-I(b) +O(¢"*(log(H + 1) + 1)).
—B<b<B
b#£0

Natomiast dla b # 0, dowolnego « € [0, P] mamy

b H || 1 g
2 > -2 . >
\q Bl 18]|v] > 1Pq P_Qq

Tak wiec catkujac przez czesci dla b # 0 otrzymujemy

P P
I(b)Z/O 6(572177/(])617:/0 ol ! 2mi(2Bv—b/q)e(By*~by/q) dv

26y —b/q)
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_ Mpﬂ_ 1 Pd<1
C2mi(28y —b/q) =0 2mi Jo dy\28v —b/q

stad mamy

)6(672 —by/q) dv,

1 2 1 [(Pd 1
)< —-2.294 2 ’—7“
‘()‘_27 |b\+27r/0 dfy<2ﬂ’y—b/q) 7

1 2¢ 1) (P d 1 1 2q 2¢. 4gq
_ 0.4 7‘ 7(7>d‘<7.2.7 e .
o ]b|+27r/0 i \35 i) NS5 @ g T2 ) = 2
Roéwnosé fOP ‘%(Wl—b/q)) dy = }ff%(m) dv’ jest uzasadniona fak-

tem, ze funkcja m jest monotoniczna ze wzgledu na y.Zatem z lematu
zachodzi

Y S@anio) < Vi Y g,<q-1/24*f-2aog<3>+1>

—B<b<B —B<b<B
b#£0 b#£0
8v/2 5 8v/2 5
< T : q1/2(10g(§Q) + 1) =< T : q1/2(10g(Q) +1+ 10g(§))-

Ostatecznie otrzymujemy

8v2 5 8v2

[f(@) = f*(a)] < ¢"*(31 + - (log () +1) + —— log(q))

s

< ¢"/2(38 + 41og(q)).

O
Whniosek 4.5. Dia oo € MM zachodzi
|h(er) = 2f ()| < PY?(77 + 8log(P)).
Dowadd. Teza wynika z twierdzenia |4.4] oraz uwagi |3.4 O

Lemat 4.6. Dla 5 € R zachodzi
[0(8)] < min(P, |5]7/?).

Dowadd. 7 jednej strony zachodzi

[v(8)| = (/Pewv?) dy| < P

0
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powyzsza nierownos¢ udowadnia teze dla 8 = 0. Zal6zmy najpierw, ze 5 > 0.
Dla 712 > P teza jest prawdziwa z oszacowania wyzej, dlatego zalézmy,

ze f71/2 < P. Wtedy
5P’
/ t12e(t) dt.
0

Zachodzi 12 < P = BP? > 1, wowczas calkujac przez czedci otrzymu-

P
v(B) :/0 e(8y%) dy = e

Jemy
BP? t_1/26<t) 5 1 BP?
1 2(t) dt = —— 2 |=PPT / £73/2¢(t) dt.
Z/4 21 |t71/4 4 1/4
Powyzsza rownosé implikuje

o 1/2 1 ov—1/2y , 1 b 3/2
- < (24 (BP?)" -
‘/1/4 ¢ e(t)dt’_%( + (8P )+47T/1/4 32 gt

3 1 5
<4 _(@2-@PHY V)<=
27 + 271'( (BP7) )< 27
7 drugiej strony zachodzi

1/4 1/4
‘/ t12e(t) dt‘ < / V2 e =1,
0 0

<1

stad mamy

w(B)] < 2511/2(\/01/475‘”26@) dt\ +\/jj 1/ %e(t) dt]) < g2

To udowadnia teze, gdy S > 0, natomiast gdy 8 < 0, to mamy |v(8)| =
[v(B)] = [v(=B)]- O

Whniosek 4.7. Dla § € R zachodzi
[0(8)| < V2P(1 + P?|B])""/2.

Dowdd. Rozwazmy najpierw przypadek |3| < P~2, wéwczas zachodzi
1+ P%|3| < 2, stad korzystajac z lematu otrzymujemy

V2P(1 + P2|B) Y2 > V2P2712 = P = min(P,|8]7Y%) > [v(B)|.

Natomiast dla |3| > P~2 zachodzi 1 + P?|3| < 2P?||, stad korzystajac z
lematu [4.6] otrzymujemy

V2P(1+P?|))"? > V2P (2P?|8)) V2 = B2 = min(P, [8]71/2) > |v(B)]
Il
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Lemat 4.8. Zachodz
/ ()] da < 16P2(log(P) + 1),
m

Dowdd. Korzystajac z lematu [I.9] otrzymujemy

/f WHda= ) Z/ g, a)v(a —a/q)|* da

1<q<P 0<a<q qva)
(a,9)=

= > Z la™'S(g, ) / !v(a—a/q)r4da+/ !v(a)\4da+/ [o(a—1)|* do
1<q§P(a 1 M(q,a) M (1,0) M(1,1)

a7q:

L -1 4 ﬁ 4 ﬁ 4 0 4

= > > st [ @t [T wE)tdss [ p)tas

1<q<P a=1 ~Zpq 0 —iF

(a,9)=1

: —1 4 %Pq 4
= > > as@al [ ) ds.
1<¢<P a=1 ~ 1

(a,9)=1

W powyzszych réwnosciach skorzystalismy z lematu oraz faktu, ze S(1,0) =
S(1,1) =1.
Korzystajac z lematu [4.2] zachodza ponizsze nieréwnosci

Lir@taas 3 4q—1/‘”’q Bt dB

1<q<P

=) 8q1/4pq BItds< Y 8¢ /4qulnP6 2t dp

1<q<P 1<q<P
Z 8q_1/ min(P*, 572) dp < 8q / min(P*, 372) dg.
1<q<P 1<q<P

Wyzej skorzystaliSmy z lematu oraz faktu ze |[v(B)| = |v(B)| = |v(—=pB)]|.
Stad zachodzi

P 2
/ min(P*, 572) df = / min(P*, 572) dp + min(P4,B*2) dg

P 2
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p—2 0
= [ optase [T as= P o <2

co ostatecznie nam daje

/ |f*(a)[* da < Z 8q~ 1 /OO min(P*, 572) df < 16P? Z ! < 16P?(log(P)+1).
m 0

1<q<P 1<g<P

O]

4.2 Zastosowanie podanych lematow

W tej czesci przeanalizujemy dokladniej wyrazy, ktore pojawiaja sie w row-
nosci (3.6)). Stosujac wzor dwumianowy w defincji dla dowolnego t € Z,
t > 0 otrzymujemy

Ri(n; M) = i C) Sta(n) (4.4)

1=0
gdzie

Sti(n) = /m(Qf*(Oé))t_l(h(a) —2f*(a))'e(~na) da (4.5)

Podejrzane moze sie wydawaé zastosowanie dwumianu Newtona po raz drugi,
natomiast motywacja za tym jest ukryta w dowodzie lematu [7.1] Idea polega
na tym, ze wniosek mowi o tym, ze funkcja h(a) jest dosy¢ dobrze przy-
blizana przez 2 f*(«), natomiast to nie oznacza, ze dla wszystkich ¢ € NU{0}
funkcja h(a)® moze byé¢ dobrze aproksymowana przez (2f*(a))?, dlatego ko-
rzystamy ze wzoru ([1.4)), by z wyrazenia Rj(n;90) wyciagnac czesci ktore
beda mialy najwiekszy wplyw na wzor asymptotyczny w twierdzeniu [I.3]
W dalszych czeSciach pracy okreslimy ktore z wyrazow §;;(n) sa mniejszego
rzedu wielkosci niz pozostalte. Ponizszy lemat stosuje wniosek [I.5] aby sza-
cowaé od gory warotsc |§s—r;(n)| dla odpowiednich liczb s, 7,1, to jest czesc
pracy ktora sprawia, ze szacowanie na blad multiplikatywny w twierdzeinu
jest tak stabe, bedzie to juz widoczne w szacowaniu na btad asympto-
tyczny we wniosku [£.10]

Lemat 4.9. Zatozmy, ze J,r € Z,J,r > 0. Wowczas dla s,l € Z takich, ze
I >2J—2r oraz s > max(l +r,2J + 6) zachodzi

[Fs—ri(n)] = o(P*277)
gdzie

1

O(PS—Q—J) < ps—2-J-3 . 2s—r+4(410g(P) + 38‘5)l(10g(P) + 1).

28



Dowdd. Zatozmy najpierw, ze s > r+1+4. Stosujac szacowanie |f*(«a)| < P
w rownosci (4.5) oraz korzystajac z wniosku i lematu otrzymujemy

[Famra(m)] < (sup [h(a) = 2 (a)])" - 2277 P /m ()" da

aeM

< Pl/2(77 i 810g(P))l . 257T71P577"7l74 . 16P2(10g(P) + 1)
— psr22 L gs b (77 4 Rlog(P)) ! (log(P) + 1)
< PS_Q_J_l/Q . 2s—r—l+4(77 + 810g(P>)l(10g(P) + 1)

W ostatniej nieréwnosci skorzystaliémy z faktu, ze [ > 2J — 2r + 1, co impli-
kuje —J—1/2 > —r—1/2. W ten sposob udowodnilismy lemat dla s > r+I[+44.
Teraz wystarczy rozwazy¢ przypadek

r+l<s<r+I0+3

Mozemy zatozyc bez zmniejszenia ogélnosci, ze zachodzi [ > 2J — 2r + 3,
poniewaz gdybyémy mieli | < 2J — 2r + 2, to wowczas

s<r+l+3<r+2J-2r+5<2J+5

co dawaloby sprzeczno$é z zatozeniem s > 2J + 6.
Niech w = S_Tr_l < 1, korzystajac z nieréwnosci Holdera w rownosci (4.5)
otrzymujemy

’Ss—r,l(n” < ( sup |h(a) — Qf*(a)])l Lgs—r=l /Em |f*(a)|s—r—l do

aeM

. e i w 1-w

S(jggt]h(a)—zf (a)]) -2 l(/m\f ()" da) .(/mlda>
< PY2(77 + 8log(P))' - 27771 - 16“ P2 (log(P) + 1)*

< Pl/2+2w . 25—T—l+4(77 + 810g(P))l(10g(P) + 1) (46)

Rozwazmy dwa przypadki.
Najpierw, gdy [ > 2J — 2r 4 4, to z zalozenia s > | + r otrzymujemy

[>2]—-2r+5>2J—-2r+5—4w

co implikuje

l 5
-+ 2w > —.
r+2+ w_J+2
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Zatem mamy

) 1
l/2—|—2w:s—r—l/2—2w§5—J—§:s—2—J—§,

stad z wynika, ze
[Bamra(n)] < PP727772 227177 4 8 log(P)) (log(P) + 1).
W przeciwnym przypadku zachodzi
2J —2r+3<1<2J—2r+4.
Gdybysmy mieli s <r 41+ 1, to wtedy
s<r+l+1<r+2J-2r+44+1<2J+5,

co dawaloby sprzecznosé z zalozeniem s > 2J + 6. Stad mamy s > r + 1+ 2,
natomiast wtedy

1
l/2+2w:s—r—l/2—2wSs—r—l/2—1§3—2—J—§.

Zatem z (4.6]) otrzymujemy

[Fomra(n)] < P5727775 . 25714 (77 4 810g(P)) (log(P) + 1)

Whiosek 4.10. Dia s > 2J + 6 zachodzi ponizsza réwno$é

R0 =2 Y1) () bl (7 et + o) )

r=0 =0
gdzie
J+2 s—4
lo(P*~2~7)| < (1+2P)S_‘]_3+(Z <i>)-(1+25-P8—2(331;’f(22p)> 2 (1+D(P2)))
r=0
1 It S
+P*277 "2 (log(P) + 1)(41og(P) +39.5)° - > <r> 247" (41og(P) 4+ 39.5)7".
r=0
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Dowdd. Z réwnosci (3.6) zachodzi

J+2
Rs(n) =277 Z(—l)r <i> R:_.(n;, M) 4 0y (P*~277)
r=0
2J—-2r

> (77 st orP P ()

=0

=2"° é(—l)r <i>

gdzie o1 (P*~277) jest bledem z wniosku , natomiast z lematu oraz
rownosci (4.4) mamy

J+2 s—r
o (P2 =275 Y (-1 (° * ) S ra(n)
: |3 ()5 () )senn
J+2 s s—r 5 —
<P bogr ) 3 (D)2 Y (T onr) + 385
r=J+1 =0
X J+2 s
= P*2772(log(P)+1)(41og(P)+39.5)* > < )24"”(410g(P)+39-5)""-
r=J+1

Ponowonie korzystajac z lematu oraz réwnosci (4.4) otrzmymujemy

() 5 ()

‘03(P3727J)| —9$

r=0 " 1=2J-2r+1
! e — s—r
gPS_Q_J_Q(log(P)—l—l)Z(>24_T > < z >(4log(P)+38.5)l
r=0 " 1=2J—-2r+1

< P23 (log(P) + 1) zjj (i) gi-r z_: (S f T) (41og(P) + 38.5)!

r=0 =0
1 4 S
= P*" %72 (log(P) +1)(4log(P) + 39.5)* - < )24_’"(4 log(P) +39.5)"".
T
=0

T

O]
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5 Pomocniczy lemat

Zanim przejdziemy do dalszej analizy wyrazéw po prawej stronie réwnosci
(4.7) musimy przytoczy¢ lemat Najpierw przypomnimy sobie dwa stan-
dardowe narzedzia, zaczynajac od wzoru Eulera-Maclaurina.

Liczby Bernoulliego B dla x € Z, k > 0 sa zdefiniowane w nastepujacy spo-

sob By = 1,B; = —%, natomiast dla dla k > 2 spelniony jest ponizszy wzor
rekurencyjny
K
K
Be=)Y_ ( ,)Bﬁ_j.
=0

Wowczas dla k € Z,k > 0 wielomiany Bernoulliego By (z) sa okreslone w

ponizszy sposob
K

Bua) = 3 () By

J=0

przydatne jest zdefiniowanie funkcji 8. (z) = Be({z}).

Lemat 5.1. (Wzdr Eulera-Maclaurina) Niech a,b € R, gdzie a < b, K €
N. Zatozimy, ze funkcja F jest rozniczkowalna K — 1 razy w sposdb ciggty
na przedziale [a,b], ponadto niech K- ta pochodna istnieje i jest ciggta na
przedziale (a,b). Jesli funkcja |FE)(2)| jest catkowalna na przedziale [a, b],
to wowczas zachodzi ponizszy wzor

b K (_l)n
S F(n) = / Fla) o+ 3 = (GuF I 0) - ()P (@)

K
a<n<b

_1\K b
! 12 / Bic(2)F5) () da.

Dowo6d powyzszego lematu jest przedstawiony w [6] (Theorem B.5). Co
prawda [6] (Theorem B.5) wymaga zatozenia ze FS) istnieje i jest ciagla
na [a, b], natomiast warto zauwazy¢, ze podany tam dowod dziata rowniez w
sytuacji, gdy F(5) istnieje i jest ciagta jedynie na (a,b) oraz |F)(z)| jest
calkowalna na przedziale [a, b].

Uwaga 5.2. Zalézmy, ze 0 < x < 1. Wowcezas dla k € N zachodzi
|Bi(z)| < k122 Fn—F,

Dowod powyzszej nier6wnosci jest wnioskiem z [6] (Corollary B.4).
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Teraz przypomnijmy sobie wzoér Faa di Bruno na N-ta pochodng ztozenia.

Lemat 5.3. Zatézimy, ze funckje F, G majq ciggte N -te pochodne na pewnym
otoczeniu punktu x € R. Wowczas zachodzi

X

gdzie powyzsza suma przebiega po wszystkich ciggach N liczb catkowitych
nieujemnych (my,...,my) spetniajgcych

. N G) (o
j=1

mi1+2mse + ...+ Nmy = N.

Dowo6d powyzszego wzoru oraz jego historia sa przedstawione w [5].
Zastosujemy lematy[5.1]oraz[5.3| by otrzymac asymptotyczny wzor dla pewne;
waznej pomocnicznej sumy. Niech X > 0, 8 > 0, przy czym 6 jest catkowita
wielokrotnoscia liczby %

Definicja 5.4. Dla ¢ € N, r € Z definiujemy

T, (X;60) = > (X2 — (qgh+1)%)".
—(X+r)/q<h<(X-r)/q

Przypomnijmy, ze funkcja I' jest zdefiniowana dla liczb x > 0 w naste-
pujacy sposoéb

I'(x) :/ t* L=t dt.
0
Lemat 5.5. Dia N € N, 1 < N < [0] zachodzi

2X 5 T(1+6)T(3/2)

Yor(X50) = == X —ran o X2 (q/x )N
qr(X50) . TG/210) L OX®(g/X)N1
gdzie

O(X?(/X)V )] < 25V N Oy X2 g/ %)V
dla N s

: +
Cno = ‘ -
o m1+§2=N mylma! T'(1+60 —my —mo)

Dowdd. Niech

F(y) =19’ oraz G(z) = X?— (qz +1)% (5.1)
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Niech a = —X;’T b= Xq_r. Woéwcezas zachodzi

G(a)=X?—(-X)2=0 oraz G(b) = X*>—-X?=0.
Ponadto G(z) # 0 dla a < x < b. Dla 0 < j < 2 zachodzi

. 21 . »
Gm@ﬂz—@_jﬂ¢@m+02%

podczas gdy G (z) =0 dla j > 2. Dla 0 < m < [0] mamy

_ I'(1+0) _
F(y) =600 —1)...(0 — Nyfm=_—~ "7 ,f-m
(y) =00 —1)...(0 —m+ 1)y Ta+0-m)
Wowcezas poniewaz N —1 < [#] —1 < 6, to z lematu funckja F(G(x))
ma ciagle na przedziale [a, b] pochodne rzedéw az do N — 1. Natomiast dla
N-tej pochodnej z lematu [5.3 mamy wzor

)"

. NGO (p
() = 3 T i
j=1

| | )

iy +2mat .+ Nmy =N myil..my: Vi

Latwo mozna zauwazy¢ powyzsze sktadniki sg ciagle na (a, b) oraz wszystkie

sa catkowalne na [a, b], by¢ moze poza sytuacja gdy mi +ma+...4+my = N,
czyli sktadnikiem dla mq = NN, natomiast wtedy mamy

b
[ FN G G @) s =

b

8 —1)..(6 — N + 1) (2q)N(/ (X2~ (qz + 2N gz + |V dx)7

a
przy czym

b
/ (X2 — (qz 4+ )2 Ngz + ¥ do =

—r/q b
/ (Xz—(qx—I—r)Q)e_N\qw—i-r\N dw+/ (XQ—(q:U+r)2)9_N|qx+7“]N dx
a -r/q

X2
1
:2/ X2 - )l NN~ du < .
0 ( ) 2q\/u
Ostatnia calka jest zbiezna, bo 6 — N > 6 — [6] > —1, w jednej z réwnosci
zastosowalismy w obydwu calkach podstawienie u = (qz+7)2. Zatem funkcja
(Z—NNF (G(x)) jest calkowalna na przedziale [a,b], czyli zalozenia lematu
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sa spelione. Dla 0 < m < 6 zachodzi F("™) (G (a)) = F™(G(b)) = 0, stad z
lematu [5.3 wynika, ze dla wszystkich 0 < k < N — 1 < § mamy
d:‘f
dx*®

FOW)| _ = F(G()

Poniewaz F(G(a)) = 0, to > o< F(G(R) = >, 1<y F(G(Rh)) , wowezas
korzystajac z lematu [5.1] otrzymujemy

=0.

b _\N b N
> FG) = [ F(G) de-Sg= [ ) o F(G@) de (52

a<h<b
Stosujac zamiane zmiennych y = (qr +1r)/X w pierwszej calce otrzymujemy

/bF(G(az)) dr = /b(X2 —(qz +7))? dz = X-X29/1(1 — )0 dy =

q -1

1 1
= 2§ -X%/ (1 —y2)0 dy = X -X29/ u_1/2(1 —u)? du
q 0 q 0
_ X o TO/DTA40) X oy D(3/2)01+6)

q

q I'(3/2+6) I'(3/2+0)

By wyliczy¢ ostatnia catke skorzystaliémy z reprezentacji funkcji B za po-
moca funkeji ', dowod jest przestawiony w 7] (Theorem 8.20) .

Teraz zajmiemy sie drugim wyrazem po prawej stronie rownosci . Po-
niewaz GU)(z) =0 dla j > 2, to z lematu zachodzi

dV NI G (z)\m2
_ E (m1+ma2) Y ()L
dmNF(G(x)) el m1!m2!F (G(2)) - G (z) ( 2 )
mi1+2me=

N T(1+0)

- E : mi!m lT(l Y0—m —m )(XQ—(ql‘+r)2)0—m1—m2,(2q(qx+,r))m1q2m2.(_1)m1+m2
mi+2mo=N 1 2: 1 2
N m 2 2\0—m1—m m mytm
e . 2 1 X — 1 2 1. _1 1 2.
A milma! T(1+60 —mq —m2) (X*—(qz+r)?) (qu-r)™ (1)
mi+2ma=N

Jesli 0 € N, to wtedy 8 > N, stad dla wszystkich x € [a, b] mamy

dN
—SPGE) =" Y

mi1+2mo=

NI I'(1+96)

. 2m1X2(9—m1—m2)+m1
N ml!mgl F(l + 0 — my1 — TTLQ)

= ¢V XP N0y
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Natomiast gdy 6 ¢ N, niech v = 1 — {0}, wtedy 0 + v = [0], stad dla
(a +b)/2 <z < b zachodzi
dN

‘(X —qx — r)vdx—N

F(G(x))

N T(6+1) i
< N § : . omi(x2_ 2\ [0]—m1 ma, xmi,
4 my!mo! T'(1+60 —mq —mga) ( (gz+7)%)

mi1+2mo=N

(X% = (qz+7)?) (X = (qz +71))"
Zauwazmy, ze dla (a+b)/2 <z <b
(X2 —(qz+71)*) (X =(gz+7))" = (X+qz+7) " (X —(ga+7)) (X —(qz+7))"
=X+qr+r)" <X
Stad otrzymujemy

N
(X—qx—r)”d—F(G(x)) < X~V Z N! re+1)

2m1 XQ( (9—‘ —ml—m2)+ml
daN

Imo! o —
14 2me=N mi:mso. F(l + 0 mq mg)

_ qNX2|'9"|—N—vCN70 _ qNXQQ_N—H}CNﬁ.

Zupelnie analogicznie jak wyzej da sie wykazaé¢, ze dla a < z < (a +b)/2

zachodzi
N

d — v
|(X + gz + 1)’ ZH F(G(@))| < VXN 0.

7 powyzszych obserwacji oraz uwagi wynika ze dla 6 ¢ N zachodzi

‘(—;?N /ab 5N(x)‘ng(G(:n)) dx( <

(a+b)/2 aN b aN
2-N__—N e _ <
2N ( / & F(C(@)] o+ /(MW &R dr) <

b

(a+b)/2
22_N7r_NqNX20_N+”CN,9 ( / (X+qz+r)™" d:v—{—/
a (a+b)/2

(X—qz—r)"" dm)
1 X

— 22—N7T—NqNX29—N+’UCN79 . 2/ u—’U du
qJo

2 1
— 227N7T7NqNX29*N+UCN70 L2 - UX:[?UCN,Q
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_ 247N7T7NCN’9X29(Q/X)N71.

W ostatniej rownosci skorzystalismy z faktu, ze 6 jest naturalng wielokrot-
noscia liczby 1/2, zatem dla § ¢ N mamy v = 1/2.
Natomiast dla 8 € N zachodzi ponizsze oszacowanie

(_1)N ’ dN 2—-N__—-N N y20—-N
S [ v(e) PG do| <2755 N - (= ) X2 Ve,

=2 N N Oy - X¥(q/X)V 1.
O

Naszym kolejnym celem bedzie udowodnienie wielowymiarowego uogol-
nienia lematu

Definicja 5.6. Dla g € Z, rq, ..., € Z definiujemy

—(
=Enece = > Y (x2oad -

lz1|<X |z <X
z1=r1 (mod q) ;=r; (mod q)
x%-{—,..xlngQ

Zauwazmy, ze E[(]}r (X;0) =7,,(X;0).
Lemat 5.7. Dla [,N € N, 1 < N < [6] zachodzi

2 DL+ O)T(3/2)

=4r(X;0) = (2X/q) T(1+0+1/2)

+ Ol (X (/XN L+ X/9) )

gdzie
01(X*(¢/ XN 1+ X /)] < A XP(q/X)N 1+ X /)
dla pewnej statej A; niezaleznej od X, r,q.

Dowdd. Udowodnimy teze indukcyjnie wzgledem [. Dla | = 1 teza jest praw-
dziwa z lematu [5.5| Zalézmy, ze L € N,L > 1 oraz teza indukcyjna zostata
wykazana dla wszystkich 1 <[ < L, wowczas zachodzi

=02 (X;50) = > =00 (5.3)
—(X+rp)/a<h <(X—-rL)/q
gdzie
v/ = (r1,...,rp-1) oraz Y = (X%~ (ghy +71)*)"2
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7 zalozenia indkucyjnego zachodzi

L-1y20, L(1+6)r3/2)
T +0+(L-1)/2)

=5 (v30) = (2v/q) +00-1 (Y (/)N L (147 /g)"2),

Podstawiajac powyzszy wzor do réwnosci (5.3 otrzymujemy

(1 +60)r3/2)~ !

=) y. 9y — - -
SR =ty e by Tt O @/ X)X/

(5.4)
gdzie
To = (2/q)" 3 (X2~ (g¢hy + )2 T (5.5)
(—X+rp)/a<hp<(X—rp)/q
oraz
O(X* (q/X)V 114X /)| < Ay > YN GN T (14 g)h 2

—(X+rp)/a<hp<(X—rL)/q
< A 214X/q) gV XN (14X /g) PP = 2401 X (/XN (14X )
Korzystajac z lematu [5.5( w rownosci (5.5]) otrzymujemy

Ty = (2/Q)L_1(2X/Q)X29+(L—1)F(IE(Z iJ(FL(L—_l)l/)2/—2|—)1£;;?2)<2)+Ol (X2+L=1(g/ X )N=1g~L+1y

przy czym
01 (X g/ XN < (2/g) 12NN O gy (pm1y 2 X0 g/ XN
=28 27NN Oy g o1y 2 X (/XN TN (X )P <
28 2NN Cy g (1) 2 X/ X)NTH L+ X )
Podstawiajac asympototyczny wzor na Ty do rownosei (5.4) otrzymujemy

Ly D1+ 0T (3/2)"
T(1+0+L/2)

=(
=
=

Hx;0) = @2x/q)

+OL(X*(¢/ X))V (1+X /) )

gdzie
0L(X*(q/X)N 11+ X/q) " )| < ApX® (¢/X)N 1+ X /)
dla

(1 +6)1(3/2)L 1
P(1+60+(L—-1)/2)

Ap=24p 1 +2" 22N NCOnpio1yy2-
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przy czym
A = 24_N7T_NCN79.

Zatem teza indukcyjna jest réwniez prawdziwa dla L. Na mocy zasady in-
dukcji matematycznej lemat jest prawdziwy dla wszystkich L € N. O

Naszym kolejnem celem bedzie oszacowanie od gory stalej Ap w zalez-
nosci od 0 oraz N, zaktadamy teraz ze N < [6] jest ustalone.

Lemat 5.8. Dla dowolnego L € N zachodzi

N!
Ap <28 22N Nagir( ) D 2m,
mllmg!
mi+2mo=N

Dowadd. Zauwazmy najpierw, ze dla x > 1 mamy
> > >0 11
F(x) = / t$—le—t dt 2 / t$—le—t dt 2 / e—t dt = > —,
0 1 1 e 3

natomiast dla x € (0,1) prawdziwe sa ponizsze nieréwnosci

= ! ! 111
[(z) = / et dt > / t* et dat > el/ Pl dt=2. 2> >
0 0 0 e X e

W

Stad wynika, ze dla wszystkich [ € N zachodzi

F(1+0)r(3/2)7 -
T(1+0+(1—1)/2) No+i=b2—

L(1+0)rE/2)" N! F1+60+(1-1)/2) o
F(l + 6 + (l — 1)/2) 4 T N mq!mo! F(l + 6+ (l — 1)/2 —mi — mg)
<BC(L+O)TB/2) Y N o,
- N myq!meo!
Wtedy z dowodu lematu [5.7] oraz powyzszej nier6wnosci otrzymujemy
Ap <240+ (@ TE2)S 2N Y I amr(g)
mi+2mo=N
oraz N1
A <3 2NV Y ml!m2!2mlr(1 +0).

mi+2mo=N
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N!
Niech ¢ = 3- 24Nz g 2™T(1 4+ 6), wowczas
’ml!mg!
mi1+2mo=N

AL <2451+ (2-T(3/2) e =24, 4+ Va“ e <
P Ao+ 2V VT ) <
<2l A+ (2P 2+ 2 A Lk

oL-1 _ L—-1 B
< 2ble 4 C\/;TQﬁ <ol-1le.4 86(2L71 — ﬁL 1) < 9c. b1
— /T

O]

6 Wyliczony wklad duzych tukéow

6.1 Catka singularna

Definicja 6.1. Dla u,m,q € N, v > 3, definiujemy calke singularna poniz-
SZym wzorem
n(m) = [ (@) e(-sm) s (6.)

okreslamy réwniez przycieta catke singularng w nastepujacy sposéb
Lmig) = [ o(8) e(—5m) d (6.2)

7 lematu wynika, ze dla u > 3 calka w réwnosci jest bezwzgled-
nie zbiezna.
Naszym kolejnym celem bedzie wyliczenie wartosci catki I,,(m), ktora okaze
sie przydatne w dalszej czesci tej pracy.

Lemat 6.2. Niech A < C' < B oraz niech f bedzie funkcjg o ograniczonym
wahaniu na przedziale [A, B], ktora jest ciggta w punkcie C', wowczas zachodzi

) B sin((2N +)r(u—C)) ,
1\}51100/14 f(w) m(u—C) du = J(0).

Dowdd. Niech § > 0 bedzie dowolna liczba, taka ze (C —§,C +6) C (A, B).
Rozwazmy funkcje
9(x) = X (=s5.8)(2) f(z + O).
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Wtedy g jest funkcja ciagla w 0 o ograniczonym wahaniu na przedziale
[—3.3) , wiec z [6] (Theorem D.2) zachodzi

1

2 in((2N +1
i [ g(u)sm((. + 1)7u)
N—oo ) 1 sin(mu)

du = g(0) = f(C).

Stad otrzymujemy

) sm (CN+D)r(u-0C)) . c=0 sin((2N + )7(u — C))
M / flu m(u—C) du=lJim | fw) m(u—C) du
_ B sin((2N + )w(u — C)) ) C+é sin((2N + D7w(u — C))
+ ]\}gnoo s f(w) m(u—C) du—{—]\}gnoo C—6 f(w) m(u—C) du.

7 lematu Riemanna-Lebesgue’a dwie pierwsze granice sa réwne 0, natomiast
trzecia granica wynosi

C+é sin m(u — 0
lim " fu) (N + 1) ) du = lim / flz+C)

sin((2N + 1)7x) e
N—oo Cc—§ ﬂ'(’LL—C) N—oo -5

T

2 sin((2N + 1)7x)

:]\}gnoo 7%g(u) T™r d =
1 1
: 2 sin((2N + 1)7u) . 2 1 _
1 1 —— 2N+1 .
NS -1 9(w) sin(mu) du—i—Ngnoo 1 g(u)(wu sin(wu)) sin((2N+1)mu) du

Funkcja % ~ S(rp) Moze by¢ przedtuzona do funkcji ciagtej na [—1/2,1/2],

wowcezas korzystajac z lematu Riemanna-Lebesgue’a mamy

/2 g(u)(i — — ! ) sin((2N 4 1)7u) du = 0.

_1 mu  sin(mu)

Stad otrzymujemy

m(u—C) du = ]\}gnoo _1 9(w) sin(7u)

lim / flu sm (2N + D)7(u—C)) ) 2 sin((2N + 1)7u) du= (O,

N—oo

O

Lemat 6.3. Niech v € N, u > 4 oraz m € NU {0} bedzie liczbg takg,ze

m < n.Wtedy mamy
_TB/2)" w2
I,(m) = T(u/2) m .
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Dowdd. Dla u > 4 > 3 uzasadniliSmy ze catka I,(m) jest bezwzglednie
zbiezna, wowczas otrzymujemy

N+1
Lu(m) = Jim_ [ w(B)"e(~pm) a8
N+1
= lim 2/ BOE + o+ —m)) dy dB
N—oo [OP

N—o0

l
— | / B+ o472 — m))dB d.
[0,P]u N——

Zauwazmy, ze dla ¥ # 0 zachodzi

N+1/2 :
/ e(B) df sin((2N + 1)771#).
~N-1/2 T

Przyjmujac konwencje ze dla ¢ = 0 prawa strona powyzszej réwnosci wynosi
2N + 1 otrzymujemy

L(m) = lim sin((2N + D)r(vd + ... + 92 —m))
" — N—oo Jjo,ppu (V¥ 4+ ... +792 —m)

d~.

Stosujac podstawienie z; = 7]2 dla 1 < j < u oraz przypominajac sobie, ze
P? = n otrzymujemy
I,(m) = lim 27“J(N)

N—oo

gdzie

J(N) = /[O . sin((2N + D)m(z1 + ... + x4 — m))

-1/2 d
m(z1 + oo + Ty — M) (21--.2) v

Stosujac zamiane zmiennych (z1, ..., Ty—1,Ty) — (1, ..., Ty—1,v), gdzie
v=2x1+ 22+ ... + x, dostajemy wzor

J(N) = /Ounqj(v)sin((QN + 1)w(v —m)) o

(v —m)




oraz
Bv) = {(x1, .., 2y_1) €[0,n]* T :0< v —2) — .. — 3y <}

Naszym celem bedzie pokazanie, ze ¥,, jest funkcja o ograniczonym waha-
niu na przedziale [0,un|. Stosujac zamiane zmiennych z; = vt; otrzymujemy

n/v n/v
\I/u(v) = Uu/Q_l/ / (tl...tu_l)_l/Q(l—tl—...—tu_l)_l/z dtl...dtu_l.
0 0

(6.3)
Gdzie zbidr po ktorym catkujemy jest ograniczony przez warunek
-3 <t +..+t,-1 <1, funkcja v — v"/2-1 jest rosnaca, zatem jest o
ograniczonym wahaniu na przedziale [0, un|, ponadto funkcja

n/v n/v
V= / / (tl...tufl)_1/2(l — 11 — ... —tufl)_1/2 dtl...dtu,1
0 0

1—%§t1+...+tu,1§1

jest malejaca zatem rowniez jest o ograniczonym wahaniu na przedziale
[0, un], stad ¥, (v) jest funkcja o ograniczonym wahaniu na przedziale [0, un].
bLatwo mozna zauwazy¢, ze warunki t; > 0 oraz t1 + ... + t,—1 < 1 implikuja
tj € [0,1] dla wszystkich j, stad z réwnosci mamy

1 1
0< W, (v) <o¥?7! / / (trotu 1) V2 (A=ty ==ty 1) V2 dty..dty .
0§t10+...+tu91§1

7 powyzszej rownosci wynika, ze jesli m = 0, to wtedy

OS/ \I/u(U)L dv
0 7(

v—m)

1 1 un
< / / (t1eetuer) V2 (A=t — .=ty g ) "/? dtl...dtu_l-/ V22 dy < .
0 0 0
0<t1+4..4+ty—1<1

Wtedy z lematu Riemanna Lebesgue’a mamy
I,(m)= lim 27“J(N) =0
N—oco

Zatem dla m = 0 teza lematu jest prawdziwa. Teraz rozwazmy 0 < m < n.
Poniewaz zachodzi

n/v n/v
/ / (trotue1) V2(Q =t — oo —ty) Y2 by dty
0 0

12 <t 4ty 1 <1
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1 1
< / / (t1otue1) 2 (1=t — oo — tu1) "2 iy dty
0 0
0<t1+4..4+ty—1<1

to z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej wynika, ze funkcja

n/v n/v
V= / / (tl...tu_l)_l/z(l —t1 — ... —tu_l)_l/Q dty...dt,—1
0 0

1-2<ti+..+ty—1<1

jest ciagla w kazdym punkcie v > 0,czyli funkcja ¥, jest roéwniez ciggta w
kazdym punkcie v > 0, wowczas z lematu [6.2] otrzymujemy

L(m) = lim 27“J(N) = 27", (m).

N—oo

Teraz wykazemy indukcyjnie wzgledem ¢ € N, ze dla wszystkich t € N, ¢ > 2,
y € R, 0 <y < n zachodzi

L1/2) 1o
I'(t/2) '

Vi(y) =

Najpierw dla t = 2 mamy

" y
Ti(y) = /0 w2y — 2)7V? do = /0 2y — o) V2 dg

0<y—z<n
w drugiej réwnosci skorzystalismy z faktu, ze y < n, stosujac zamiane zmien-
nych x = yz otrzymujemy

1 2
Uy (y) = /0 z_1/2(1 — z)_1/2 dz = F(;(/f)) .
W ostatniej rownoéci skorzystalismy ze znanej tozsamogdci dla funkcji Gamma,
dowdd jest przestawiony w [7] (Theorem 8.20), zatem teza indukeyjna zacho-
dzi dla t = 2. Zalézmy, ze teza indukcyjna zachodzi dla t =1 > 2, rozwazmy
I 4+ 1. Zauwazmy, ze korzystajac z zatozenia indukcyjnego zachodzi

Uii(y) = / .- / (xl...xl)fl/Q(y —x] — ... — xl)71/2 dxq...dx;
Ogygxlf”.f(z)}:lgn
y rn n
= / / / (z1..2) V2 (y — 21 — . — ) "V? day..day
0o Jo 0
0<y—z1—...—z;<n
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v _ r(1/2)¢ v _
:/ . 1/2‘I’l(y—$z) diy = (1/2) / 7 1/2(y_xl)z/2—1 du;
0

0 I'(1/2)
U(1/2)" 151/ /1 ~1/2 1/2-1
S Sl 1—
_ F(1/2)ly1/2_1/2 CLA/2)ri/2)
I'(1/2) I((l+1)/2)°
W drugiej rownosci skorzystalismy z faktu, ze warunek 0 <y — 1 — ... — xy

implikuje ; <y (poniewaz wszystkie ; sa dodatnie). W ostatniej rownosci
skorzystalismy z [7] (Theorem 8.20). Zatem teza indukcyjna zachodzi dla
[+ 1. Na mocy indukcji matematycznej teza zachodzi dla wszystkich ¢t € N,
t > 2. Wracajac do dowodu lematu mamy

—uF(1/2)u u/2—-1 _ F(3/2)“ u/2—1'

I,(m) =27%¥,(m) =2 T(u)2) m T(u)2)

6.2 Dokladniejsza analiza duzych tukéw

Celem tej czesci pracy licencjackiej jest oszacowanie wyrazow §(n) zdefi-
niowanych rownaniem (4.5). Z twierdzenia dwumianowego Newtona zasto-
sowanego dla (h(a) — 2f*())! zachodzi

l
St,l(”) = Z(_l)v (i) ﬁtfl+v,l7v (n) (64)
v=0
gdzie
Ruo(n) = /ﬁm (2F* () "h(a)e(—na) da. (6.5)

Korzystajac z defnicji funkeji h(«) otrzymujemy

Rup(n) =2 > - > Ry(n—mi—..—m)) (6.6)

Im1|<P Imy|<P
gdzie
Ry (m) :/ ff(a)e(—ma) da, (6.7)
m
przy czym dla v = 0 mamy

Ku0(n) = 2"R,(n).
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Definicja 6.4. Dla u,0, A, B > 0, gdzie A < B definiujemy

VA Uu; 0 Z Z q |q 1 ’a)|u.

A<g<B a=1
( 7Q)_1

Lemat 6.5. Diau > 2045, @ > 1 zachodz
VQOO(U 0) < 25+9*u/2Q2+97u/2.
Dowdd. Z lematu [£.2] wynika, ze dla X > 1 zachodzi

q
> Llas@alrs Y 2

X<q<2X a=1 X<q<2X
(a,9)=1

< Z ou/2 x1+0—u/2 ~ ou/2 x24+0—u/2
X<q<2X

Stad mamy

i+1 oo . —u
VS w0) =3 Vi “(w0) <3 242(2IQ)* 0

— 2u/2Q2+97u/2 i(22+97u/2)j — 2u/2Q2+97u/2
=0

— 92+0-u/2 —

W ostatniej nieréwnosci skorzystalismy z faktu, ze u/2 —2 — 60 > 1/2, co
implikuje

1
V2 T4
O
Definicja 6.6. Dla u,m € Z, u > 5, m > 0 definiujemy szereg singularny
ponizszym wzorem

m)=Y_ > (a7'S(g,a)"e(~=ma/q). (6.8)

g=1 a=1
a,q)=1

okre§lamy réwniez przyciety szereg singularny w nastepujacy sposob

= Y ) (¢'S(g,a) e(~ma/q). (6.9)
R

46

< 92+u/20)2+0—u/2,



V/ lematuwynika, ze szereg w rOwWnosci jest bezwzglednie zbiezny
dla u > 5.

Lemat 6.7. Zatozmy, zZe u jest liczbg catkowitq, takg ze u > 2J +5, wowczas
dla dowolnej liczby catkowitej nieujemnej m mamy

|6u(m) _ GU(m,P)\ < 257u/2P7J71/2 < 25/27JP7J71/2'

Ponadto jesli zachodzi m < n, to wtedy

m) = L(3/2)" m)m¥/2—1 u—2—J—1/2
Rulm) = 5, 7y Gulm) +Oo(P )
gdzie o)
u—2—J— ” _gB/2)% a9 g_
|o(pv—2-7 1/2)‘ < (4 4 95/2 JW)P 2-J-1/2

Dowdd. Korzystajac z lematu [1.9] otrzymujemy

(a)'e(—ma) da = 1S(q, a)v(a—a “e(—ma) da
[ Feretmayda= 3 [ (7S avla—o/g) "e(-ma)

1<g<P 0<a<gq
(a,q)=1

= 3 > (a8 e(-mafa) [ vla-afg)e(-m(a-a/) da

M(q,a)

+/£m(1,0) v(a)'e(—ma) da +/ v(ia—1)"e(—m(a—1)) da

M(1,1)
= ¥ 3 @'S@a) et-maja) [ w(g)e(-mp) ap
1<g<P a=1 " 4Pq
a,q)=
L 0

__L
iP

+ [Toierempy as+ [ v(@)e-mp) s

1

= 3 3 ('S -mafe) [ v(g)e-mp) ds.
1<qg<P a=1: T 4Pq

W powyzszych rownosciach skorzystalismy z lematu oraz faktu, ze S(1,0) =
S(1,1) = 1. Stad z rownosci (6.7) otrzymujemy

Ru(m) = Y > (¢7'S(q,0))" e(—ma/q)L.(m;q). (6.10)
1<g<P a=1
(a,q)=1
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Korzystajac z wniosku [1.7] otrzymujemy

@ s [ @Nras=2 [ @) s

L(m) - Lmi)| < [

—00

< 2u/2+1Pu/ (1 + PQ,B)_U/Q dﬁ — 2u/2+1Pu—2/ (1 + 7)—u/2
Py iq
1 P P
14— 1-u/2 ~ 2u/2+1Pu72. 2 \l-u/2 2u_2u/271 P u/271.

Ponadto z powyzszej nierownosci, rownoscei (6.10)) oraz lematu dostajemy

— 2u/2+1Pu72'

q

[9Ru(m) — Su(m; P)L(m)| < > |Tu(m;q) = I(m)] Y lg~"S(g,a)|"
1<q<P a=1
a (a,9)=1

q

< v, 2u/2—1Pu/2—1 Z qu/2—1—u Z |S(q, a)|u
1<q<P a=1
(a,9)=1

< v 2u/2—1Pu/2—1 Z q—u/2 . 2u/2 . qu/2 < 4uPu/2 < 4uPu—2—J—1/2.
1<q<P

Z lematu [6.5] wynika,ze
|6u(m) B 6u(m, P)’ < VFO)O(U7 0) < 257u/2 . P27u/2 < 25/27JP7J71/2

Laczac wszystkie zaleznosci oraz korzystajac z lematu [6.3] otrzymujemy

r'(3/2)" w/2— w2 g
Ru(m) = I‘((U//Q)) Gy (m)m*/>71 4 O(P 2712
gdzie
oy o g s T2
u—2—J-1/2\| < gu pu—2-J-1/2 5/2—J p—J—1/2 u/2-1
|O(P )| < 4P +2 P Fu) " <
oy T peg—1y2 TB/2)" e
qupu—2-J-1/2 | 95/2—=J p—J-1/2 u/2—1
i Tu/2) "
_ (4u + 25/2—JF(3/2)U)Pu—2—J—1/2
I'(u/2) '
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7 lematow oraz mozna uzyska¢ wzor asymptotyczny dla £, (n).

Lemat 6.8. Zatozmy, ze u,l sqg liczbami catkowitymsi, takimi ze uw > 2J + 5,
[ >0, wowczas zachodzi

st L(3/2)"

ﬁu,l(n) -9 m6u+l(n)n(u+l)/27l + O(Pu+lf2fJ71/2)
gdzie
|O(Pu+l—2—J—1/2)‘ < U (4u + 25/2—JI1:‘((3//22)) )(2 + 1/P)lPu+l—2—J—1/2
u
L ou/2+5 1;(5;//22)) (2 4 1/P)LprH—2-I-1/2

+22(u+l)7j+2r(3/2)uﬂ_7171] . 33 Z (J + 1)'2m1 . Pu+l*27ffl/2

mqlmo!

mi1+2mo=J+1

wries L(3/2)H uH-2-J-1/2.

F((u+1)/2)
Dowdd. Rozwazmy najpierw [ > 0 .Z réwnosci oraz z lematu otrzy-

mujemy

r'(3/2)" I—2—J—1

= QU Ty + Oy (PUt /2 6.11
Ryi(n) T (u/2) 1+ O1( ) (6.11)
gdzie

T = Z Z Suln—m? — ... —m?)(n—m? — ... —m})“/*!
|mq|<P |my|<P
m%—i—...—i—mfﬁn
oraz

I'(3/2)"
|01(Pu+l—2—J—1/2)‘ < 2u(4u + 25/2—J 1—1((?;//2)) )Pu—2—J—1/2 . (2P + 1)1‘

Stosujac definicje szeregu singularnego otrzymujemy

T = Z Z (qils(%a))ug(n;q’a) (612)
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przy czym

Amga)= 3 o 3 (nombemm) 2 e~ (nmmd— . —mP)aa).
\m1|§P \ml\gP
m%—i—...—i—m?gn

Porzadkujac liczby m; w zaleznosci od ich reszt modulo ¢ oraz korzystajac
z definicji [5.6] dostajemy

Q(n;q,a Z ZE (P;u/2 —1e(—(n -1} — ... —rH)a/q).

Dla 1 < g < P z lematu [5.7 zastosowanego dla N = J + 1 mamy

nig,a) = Qlwpw‘% +Op(PHHEIIH) (6.13)
gdzie
Ty=q') ) e(=(n—ri—..—r)a/q) = (¢ 'S(q,a))'e(—na/q)
ri=1 ri=1

przy czym z lematow [5.7] oraz [5.8| otrzymujemy

|02(Pu+l—3—JqJ+1)| <

J+1
g2 (/2 W Dl ms. pu-2(q /Py (14 P/g)
mi!ms!
mi+2mo=J+1

1)!
— 9l .92 =17 33Dy /2) Z (J+1) om1 . pu=2-=JgJ+1 (4 4 pyi-1
mi+2meo=J+1 ml!mQ!

< 921 92T 1m1=T 337y /9) Z (J+1)! gmi . putl=3-J J+1,
- m1lms!
mi1+2mo=J+1

Natomiast dla ¢ > P mamy trywialne oszacowanie

1Qn; q,a)| < (2P+1)! P2, Podstawiajac rownosé (6.13)) do rownosci (6.12))

otrzymujemy

he QZF(?{ELS//SQZGHI( Pyl 02 1 0y

gdzie
|03| < (2P + 1)! PU2VE (u; 0)
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utl—3—J 1P, . A1 52— —1—J o3 (J+D!
+P Vi (u; J4+1)-227 122 1830 (wf2) > m1!m2'2 L,
mi+2mo=J+1

Z lematu zachodzi
VEo(u;0) < 257 W2 p2u/2 < 9b—u/2 p=J=1/2,

Ponadto z lematu [£.2] mamy

VP T+1)< > Z g S (g )t < 242 3 gl

1<g<P a=1 1<q¢<P
(a,q)=1

P
< ou/2 Z q—1/2 < 2u/2/ 22 gy — ou/2+1 pl/2
1<q<P 0
Podstawiajac wszystkie powyzsze zaleznosci do rownosci (6.11)) ostatecznie
otrzymujemy

yurt D(3/2)"

Ruu(n) = m@ it ()21 | o pret=2=T-1/4)

gdzie
|O(Pu+l_2_']_1/4)‘ < |Ol (Pu+l—2—J—1/2)|

LL(3/2)" T(u/2)T(3/2)! | o
+2 (u/2) (\03\ + 2IW 1S uti(n) — Syyy(n; P)| - n(w+D/2 1)

w( qu I'(3/2)" w2 T
<2 (4 +25/2 J ( /2))(2—1—1/P)ZP +l-2-J-1/2

r3/2) o g
w/2+5 | putl—2—J—1/2
2 I'(u/2) @+1/PyP

r'(3/2)" 1—2—J—1 - —1- (J+1)!
Pu+ /2.22l+u/2 J+2 1-J, 31‘\ 9 2m1
[(u/2) a 3T (u/2) Z mq!lma!

+2

mi1+2mo=J+1

2u/2+l+5 F(3/2 Pu+l_2_J_1/2.

I((u+1)/2)
By oszacowaé ostatni sktadnik skorzystaliémy z lematu To udowadnia
teze dla [ > 0. Natomiast dla [ = 0 teza wynika wprost z lematu |6.7] ]
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7 Polaczenie wszystkich udzialéw duzych tukéw

W poprzedniej czedci wyliczyliSmy asymptotycznie wyrazenie £, ;(n) dla od-
powienich u. Naszym kolejnym celem jest wykorzystanie lematu by wy-
liczy¢ §¢1(n), a co za tym idzie oszacowac liczbe Rg(n).

Lemat 7.1. Niech t,w bedq liczba naturalnymi, takimi ze t —w > 2J + 5,
wowczas zachodzi

‘gt,w(nﬂ _ O(Pt—2—J) < 2t+w(4t + 29/2_JF(3/2)t)(1 + %)tpt—Q—J—l/Q

1
2t+w+7F 3/9 tPt—Q—J—l/Q 1 T\t 1
2T (32) (14 550" +1)

92w T 42 (3 /9)tr 1T . 33 Z (J + 1)!2m1 . pt-2-7-1/2
m1!m2!
mi1+2mo=J+1

Ponadto mamy

L(3/2)’

(/2 S0 P

St,o (n) =2
gdzie

|0(Pt727J)‘ < 2t (4t + 29/27]1‘\(3/2)1‘,)(1 + %)tpt727]71/2

+2t+7r(3/2>tpt—2—J—l/2((1 + %)t + 1)

222D (3/2) 1 . 3 Z (J + 1)!2m1 L pt-2-7-1/2
mqlmo!
mi1+2mo=J-+1

Dowdd. Zatozmy, ze w > 1, wowczas z rownosci (6.4) oraz lematu dla
u=t—w-+v,l =w—v zachodzi

_ L(3/2) t/2— - oW t—2—
() =2 S-S () £ o) )

gdzie

1
|01 (Pt—Q—J)| < 2t+w (41& + 29/2_JF(3/2)t)(1 + ﬁ)tpt_2_J_1/2

1
2t+w+7r 3 2 t 1 T tPt—Z—J—l/Q
2T /2) (1 4 )
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_’_22t+w7J+21—\(3/2)tﬂ_717J . 33 Z (J + 1)!2m1+1 . Pt727g]71/2
mqlmso!
mi+2mo=J+1

+2t+w+7r(3/2)tpt—2—J—1/2‘

By uzyskaé¢ powyzsze szacowanie skorzystaliSmy z faktu, ze u,l <u+1 =1
, z tego ze zachodzi I'(x) > 1/4 dla > 0 oraz réwnosci
o (¥) = 2% .Poniewaz w > 1,to

v=0
i(—l)v (f) = 0.

W przypadku gdy w = 0 teza wynika wprost z lematu O

Twierdzenie 7.2. Dia s,n € Z s > max(4J +5,6), n > 9 zachodzi ponizszy
wzor asymptotyczny

Ry(n) = n**" Y&y + €n 2+ L+ € 2) 4 o(ns=N2 (7.2)

gdzie dla 0 < j < J mamy

&= 3 (*) et

3/ T((s = 4)/2)

oraz

J+2 s—4

‘O(n(S_J)/2_1)| < (1+2n1/2)s—J—3+<Z <i)>‘<1+25‘ns/2_1(33110g(2n1/2)) > (1+D(n)))

1/2 _
r=0 n/ 2

J+2
Lpls=0)/2=3 (logz(”) +1)(2log(n) +39.5)° - > (j) 247" (21log(n) + 39.5) "
r=0
J

+Z (s) 2§T <3 ; 7") ol . ((45 I 29/2—JF(3/2)5)(1 + 2n11/2)sn(s—J)/2—§

r
r=0 =0

+271(3/2)*n5~/25 (1 +

2n1/2 >S + 1)

L2 (3 2 gt Y 4+ D!, 'n(st)/zfg)j

mqlmeo!

mi+2meo=J+1
przy czym D(x) jest podane w definicji
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Dowdd. Zauwazmy, ze dla 0 < r < J oraz s > 4J + 5 z lematu [7.1] zachodzi

2J—-2r
s—r _ I'(3/2)*7" —r)/2—1 —2—J
Fomra(n) = 27 P (a2 oy (PR2)
2 < z ) I((s —1)/2)
gdzie
1
s—2—J S(AS 9/2—J s s ps—2—J—1/2
o2(P=277)| < (2(a* +2°70(3/2)") (L 4 55)°P /
1
s+7 s ps—2—J—1/2 s
+2°5770(3/2)°P (1+ 2P) +1)
2J—2r
25— J+2 s, —1-J o3 (J A+ D1 ps—2-g-1/2 S=T\
mi1+2mo=J-+1 =0

Korzystajac z wniosku [£.10] ostatecznie otrzymujemy

J s—r
Rs(n) = Z(_l)r <3> QS_TI%('SST(H)H(S_T)/Q_I + O(PS—Q—J)

J S
P2 <l (P2 2703 (2 oaPr 2 )

r=0

przy czym o1 jest bledem asymptotycznym z réwnosci (4.7)), korzystajac z
tozsamosci P = n'/2 otrzymujemy teze O

8 Analiza szeregu singularnego

Naszym ostatnim celem bedzie sprowadzienie wzoru z twierdzenia [7.2] do
postaci multiplikatywnej, czyli wywnioskowanie twierdzenia Aby tego
dokona¢ musimy dokladniej przeanalizowaé szereg singularny &;(n).

Lemat 8.1. Zalézmy, zZe (a,q) = (b,r) = (¢,r) = 1, wowczas zachodzi
ponizsza tozsamos$é

S(qr,ar 4+ bq) = S(q,a)S(b,r).

Dowdd. 7 chinskiego twierdzenia o resztach wynika, ze odwzorowanie tr+ug
mod gr — (t mod ¢,u mod r) jest bijekcja miedzy klasami reszt modulo

o4



qr, a uporzadkowanymi parami klas reszt odpowiednio modulo ¢, modulo 7.
Woéwcezas otrzymujemy

T

S(qr,ar—l—bq)—ie(ar—i_bq 2) zq: e( (ar + bg)( tr—i—uq))

m=1 t=1 u=1

=30 (S + " (ug)?) = S(g,0)S(b.1)

t=1 u=1
W ostatniej rownosci skorzystalismy z faktu, ze poniewaz (¢,7) = 1, to od-
wzorowanie tr — t’ jest bijekcja modulo ¢, analogicznie ug — u’ jest bijekcja
modulo 7. O

Definicja 8.2. Dla ¢,n,s € N definiujemy

Z (q_IS(q, a))se(—na/q).

a=1
)=1

Lemat 8.3. Dia (q,7) = 1 zachodzi
As(gr,n) = Ags(q,n) - As(r,n)

Dowdd. 7 chiriskiego twierdzenia o resztach wynika, ze istnieje bijekcja mie-
dzy klasami reszt a modulo gr, gdzie (a,qr) = 1, a uporzadkowanymi pa-
rami klas reszt (b, ¢) odpowiednio modulo ¢, modulo r spelniajacymi (b, q) =
(c,7) =1, taka ze zachodzi a = br + ¢g (mod gr). Wowczas otrzymujemy

As(gron) = > ((gr)"'S(gr, ) e(—na/(qr))
(agr)=1
Z Z (qr) 1S (qr, br—i—cq)) e(— br+cqn).

qr
(b q) 1 (e 7“) 1

Korzystajac z lematu [8.I] mamy

As(grn) = > D (a7'S(g,0)°(r'S(r,c)) e(—bn/q)e(—cn/r) = As(g,n)-As(r,n).

95



Zauwazmy, ze zachodzi

(e}

— ZAS((:I’ n) (81)
q=1

Dla liczby pierwszej p definiujemy
os(p) = Y As(p"n) (8.2)
h=0

Naszym kolejnym celem bedzie korzystajac z lematu [8.3] rozwinigcie szeregu
singularnego &4(n) w nieskoniczony iloczyn, by tatwiej mozna byto oszacowaé
jego wartosé.

Lemat 8.4. Dla s > 6, dowolnego n € N, liczby pierwszej p zachodzi

1

Dowdd. Rozwazmy najpierw p # 2, z lematu [£.2] dla h € N otrzymujemy

h

P
|As(ph,n)| < Z ‘pth(ph7 a)‘s < ph . pfhs 'phs/2 — p(lfS/Z)h7
=1
(aph)=1
stad mamy
1 1
1— 2
jos(p _1‘<Z|Ap ”|<Z (p!' =/ P21 _ 1§p2_1‘

W ostatniej nieréwnosci skorzystaliSmy z zatozenia s > 6. Teraz rozwazmy
przypadek p = 2. Zauwazmy, ze zachodzi

e(z%/2) = e(1/2) + (1) = 0,

Mw

x=1

stad mamy
Ag(2,n) = (2715(2,1))%e(—n/2) = 0,

ponadto dla h > 2 z lematu [4.2] zachodzi

2h
‘AS<2h’ n)’ < Z |27hS(2h’ a)}s < 2h71 . 27sh . 23/2 . 2hs/2 — 2(175/2)(h71)'

a=1
(a,2")=1
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Wowczas otrzymujemy

e} [e.e]
_ h 1—s/2yh—1 _ 1 1
los(2) = 1] < hZQ‘As(Q n)| < };(2 )T = A1 P 1

O]

Korzystajac z [I] (Proposition 17.3) otrzymujemy dla s > 6 bezwzgledna
zbieznosé iloczynu Hp picrwsze 08 (p) do niezerowej wartosci. Sosujac rownosé
B.1] oraz zasadnicze twierdzenie arytmetyki otrzymujemy dla s > 6

Sy(n) = H os(p).

p pierwsze
Stosujac lemat uzyskujemy ponizszy wniosek.
Whniosek 8.5. Dla s > 6 oraz dowolnego n € N zachodzi
Cp < [6s(n)| < Co

gdzie

ca= J[ - ! )>0

21
D plerwsze p

Csy = H (1+ ! ).

21
p pierwsze p

oraz

To, ze w powyzszym wniosku mamy C7 > 0 wynika z [I] (Proposition

17.3).

Lemat 8.6. Dla J > 15> 4J+5,0<j < J, n>e/3(CoC7 (T +1))%s?
zachodzi

[
— > J+ 1.
|€n=3/2 "
Dowdd. Zachodzi
s ; o I((s—7)/2

€372~ [&_;(n)] (s/2)(5)

Dla 2 > 0 prawdziwe sa ponizsze nieréwnosci (dowdd jest przedstawiony w

121)
/27Txa:—1/2€—a: < F(l‘) < /271'.13&8_1/26_&661/(1230).
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Stad otrzymujemy

F((S . ])/2) N ((S _ j)/z) (S*J')/2*1/26*(sfj)/2 o 1/(69
I'(s/2) — (3/2)8/2_1/2e—5/?

L 1y(6s) /2 S\=i/2((8 —J)/2\G6=D/2 [ s
—e e (2) ( e ) t

Zauwazmy, ze dla a,z > 0 zachodzi e%/* > 1+ 2, co implikuje e® > (14 2)%,
zatem mamy

/2 ()2
(o=@ -

stad otrzymujemy

/2 >(S,j)/2 <

—1/(6s) /2 Sy—gja (8 = 3)/2\ (D2 [ s
‘ ‘ (2) ( s/2 )

s$—1J

> o= 1/6,5/2 . (5\TI/2 | =i/2 | = o=1/6(g/9)=i/2.

>e /Pe (2) e e °(s/2)
Wowezas korzystajac z oszacowania (j) < s/ oraz faktu, ze 2 -I'(3/2) =
I'(1/2) > 1 zachodzi

Ss(n)]

1S o i/l (s =3)/2)
6. ) 2T

I(s/2)(5)
> C,C; 12T (3/2) e V057312 . 9/2pj 2
> e V80,0 (0} 2s73/2) > V00 Oyt 2 > T 4 1
]

Korzystajac z lematu mozemy sprowadzi¢ wzor asymptotyczny ((7.2))
do postaci multiplikatywnej

Twierdzenie 8.7. Dila s > max(4J + 5,6), n > 61/3(0201—1(J + 1))233
zachodzi

n*7 (o + ¢n 2 4 L+ €2 (1 4 o(n7/?)) (8:3)

gdzie dla 0 < j < J mamy

L8\ T(3/2)° n
&= 3 (] ey
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oraz

o) < (1 + )07 Lt~ oy (n =21

PrIYy czym o1 (n(sfj)/%l) jest btedem asymptotycznym z twierdzenia .

Dowdd. Niech ol(n(s*‘])/ 2) bedzie bledem asymptotycznym z twierdzenia
7.2, wowcezas zachodzi

—1
o(n=1?) = <ns/2—1(¢0 ren 24y Q:Jn—J/2)) o1 (n(s=)/2=1)

Zalozmy najpierw, ze J > 1. Korzystajac z lematu [8.6] mamy

J

’Q:(] —|—€1n_1/2 + ... —i—Q:Jn_J/Q‘ > ’Q:o’ — Z‘Q:jn_jﬂ‘
j=1

1 T'(3/2)°

> g > LB

J+1 T+ 1T(s/2)

1-

Stad mamy

< (J + 1)01—1 F(S/2) n1—5/2|01(n(s—J)/2—1)|

yo(n_J/Q) F(3/2)5

Natomiast jesli J = 0, to powyzsze szacowanie jest rowniez prawdziwe, bo
w dokladnie ten sam sposob szacujemy |€o|~!, przy czym nie musimy sie
wtedy odwolywaé do lematu O

Uwaga 8.8. W twierdzeniu[8.7btad asymptotyczny szacuje si¢ bezposrednio
w nastepujacy sposéb

lo(n™7/?)| <
(J+ 1)01_1 1}‘—‘((;//22))5 . ((n*1/2 + 2)372(1 + 2n1/2)—J71+
- (8 3311log(2n'/2)\ 5*
(; (T>) (142 (nl/g;_Q)) (14 D)) +
J+2
r=0

ST () e rname o

™
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+27T(3/2)*n /277 (1 +

1 S
2711/2) +1)

s U m )

Tl
mi1:mMo9.
mit2ma=J41 12

+25—J—i—211(3/2)sﬂ_—1—J . 33

gdzie
1
Cl H (1 9 )
: p*—1
p pierwsze
oraz
D(n) sup d(k).
keN,k<n

9 Koncowe komentarze

Zauwazmy, ze wyrazem najwiekszego rzedu w uwadze [8.8] jest sktadnik

(J + 1)0115(29//22))5 : n—J/2—i(1°g2(”) +1)(2log(n) + 39.5)° - 2%,

Dla n > (25)% - Lo

ra7ays (16(s + 1)) 166+ zachodzi

F(S/2)I‘(31/2)s - 2%1og(n)**! < F(31/2)8 M(S/Q)S/Qel/(ﬁs)Qs log(n)*t?

< gy VI 28 10(5 4 1) log(n )
F(31/2)s V2rel/0(25)5/2(16(s + 1)) 5TVn1/16 < \/orel/On1/8
Stad wynika, ze

<

(J+ 1)0;15(29//22))8 : nJ/Qi(k)gQ(m +1)(2log(n) + 39.5)* - 2*

< an—J/2—1/8 . (1 + 20 )s—i—l

log(n)
dla pewnej statej C'5 > 0, natomiast mamy
20 20
1 eV s+l < (1
(1+ log(n)) s+

)s+1 < QW&‘H) <e
16(s + 1) log(s + 1) - ’
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czyli dla n > (28)% - rg7yres - (16(s + 1))16(s+1) zachodzi

1 T(s/2)  _ /51 log(n) _Jja-1
1 J/2 4 J/2
(J+1)C T(3/2)° n/ 4(T +1)(2log(n) +39.5)% - 2* < en~ /%75
gdzie ¢ > 0 jest stala niezalezna od s, w podobny sposob da sie oszacowaé
pozostate sktadniki i po ewentualnym powickszeniu statej ¢ > 0 mozna dojsé
do wniosku, ze dla n > (2s)% - W - (16(s 4 1))'66+D) mamy

‘O(an/2)| < can/Qfl/S

powyzsze oszacowanie jest dalekie od optymalnego. Natomiast z drugiej
strony dla n = (s + 1)*+) otrzymujemy

(J + 1)0115((?;9//22))8 : n—J/Q—i(IOgQ(”) +1)(2log(n) + 39.5)° - 2* >

> n=J/2 1951 log(n)tt > n~7/295-1,

Zatem aby mieé¢ pewnosé, ze zachodzi |o(n~7/2)-n’/?| < 1 musimy rozwazaé
n>(s+ 1)4(S+1), co jest dosy¢ duzym ograniczeniem.
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